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Presentacion

Tzaloa', la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM), es una
publicacién trimestral editada por la Sociedad Matemadtica Mexicana (SMM). Los ar-
ticulos, problemas, soluciones, exdmenes y demds informacién que en ella encon-
trards, fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel
medio superior que cada afio se preparan para participar en los distintos concursos de
matematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pafs.

Ademads de ello, Tzaloa es una publicacion de interés para un puiblico mds amplio.
Aunque estd concebida para satisfacer las necesidades de la comunidad olimpica, su
columna vertebral es la resolucion de problemas, por lo que también resulta de gran
valor para todo aquel que guste de hacer matematicas. El enfoque centrado en los ra-
zonamientos, el contenido expuesto con rigor pero sin formalismos innecesarios o ex-
cesivos, asi como su tendencia al uso de matemdtica simple y elegante, son algunas de
las caracteristicas que hacen del material expuesto un recurso valioso para profesores,
estudiantes, aficionados y hasta profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2014, Numero 1

Tzaloa recibe el nuevo afio con optimismo y llena de ese sano espiritu renovador que
impulsa los grandes cambios. Con este niimero Tzaloa inicia su sexto afio de publica-
ciones trimestrales ininterrupidas. La consistencia de su publicacién en el contexto na-
cional, es otro ejemplo de la gran generosidad de muchos profesores y estudiantes que
con su trabajo comprometido contribuyen al proyecto. Asi, queremos dar la bienveni-
da tanto a Luis Eduardo Garcia Herndndez como a Eduardo Velasco Barreras, quienes
desde ahora se integran al Comité Editorial de la revista. Asimismo, aprovechamos la
ocasion para agradecer y dar una afectuosa despedida tanto a Anne Alberro Semerena
como a Francisco Ruiz Benjumeda, quienes habiendo sido miembros del Comité Edi-
torial desde el incio del proyecto, decidieron ceder el espacio a la renovacién y el
cambio.

1Vocablo nghuatl cuyo significado en espafiol es aprender.
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Pasando al contenido, destaca el articulo: Un problema de geometria, contribucion de
Héctor Flores Cantud. En €l y a propésito de un problema de geometria, el principante
encontrard una eficaz guia para comenzar a adentrarse en el fascinante mundo de la
resolucién de problemas. Asimismo, los profesores que trabajan en la preparacion de
estudiantes para la participacion en concursos de matemadticas, encontrardn en el en-
foque y la propuesta didactica un recurso valioso.

Como en cada ntimero, hemos puesto todo nuestro entusiasmo en la integracién de
las diferentes secciones que conforman la revista. Todos los problemas, soluciones,
exdmenes, informacion olimpica y demds contenidos han sido escogidos, revisados y
preparados especialmente pensando en ti.

De tal forma, que estando todo listo, s6lo nos queda desear que todos nuestros lectores
tengan un feliz y préspero afio 2014.

México y las Olimpiadas de Matematicas

Desde sus inicios la Sociedad Matemdtica Mexicana ha venido impulsando vigorosa-
mente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM). Este programa
solo es posible gracias a la participacidon de miles de jovenes estudiantes y a la entu-
siasta colaboracién de muchos profesores quienes, de manera espontdnea y altruista,
han dedicado sus esfuerzos a mejorar la ensefianza y elevar la cultura matemética de
nuestro pais. Motivados por el movimento olimpico, en escuelas ubicadas a lo largo de
todo el territorio nacional, se han desarrollado innumerables talleres de resolucion de
problemas, donde estudiantes y profesores trabajan con el tinico afdn de incrementar
sus capacidades para el razonamiento, el andlisis y la creatividad matemadtica.

En el ambito internacional, mediante la destacada participacién de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemadticas ha contribui-
do a elevar el prestigio de la matemadtica nacional. Pero, mas importante atin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido para el desarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccién temprana de jévenes con talento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacién adecuada para desarrollar al mdximo
todo su potencial. Asimismo, la participacién en los concursos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidades de todo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jévenes ex-olimpicos, mismos que cuentan con una
s6lida formacién matemadtica y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacion.

282 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemdticas se desarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.

= Concurso Nacional.
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= Entrenamiento, seleccién y participacion de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 28 Olimpiada Mexicana de Matemadticas podrdn participar los estudiantes de
Meéxico nacidos después del 1° de agosto de 1995. Los concursantes deberdn estar ins-
critos en una institucidon preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2014-2015y, para el 1° de julio de 2015, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacién puedes consultar la pagina:

http://www.ommenlinea.org.

Para la primera etapa, los participantes deberdn inscribirse directamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 28 Olimpiada Mexicana de Mateméticas se realizard del
9 al 14 de noviembre de 2014 en Toluca, Estado de México. A los primeros lugares de
este certamen se les invitard a la etapa de entrenamiento y seleccion que se realizard du-
rante aproximadamente diez dias de cada seis semanas a partir de diciembre de 2014 y
hasta la fecha de celebracién del concurso internacional correspondiente.

Los alumnos que contintien en los entrenamientos nacionales en el mes de marzo, pre-
sentardn el examen de la XX VII Olimpiada de la Cuenca del Pacifico.

Con base en el desempefio de los participantes durante ese periodo, se elegird a los in-
tegrantes de las delegaciones mexicanas que asistirdn a la 56* Olimpiada Internacional
de Matematicas (Tailandia, julio de 2015) y a la XXX Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas (Puerto Rico, septiembre de 2015).

De entre los concursantes nacidos en 1999 o después y premiados en el Concurso Na-
cional se seleccionard la delegacién que representard a México en la XVII Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe (junio de 2015).

De entre los mds jovenes se seleccionard la delegaciéon mexicana que nos represen-
tard en la Competencia Internacional de Matematicas (IMC).

De entre las mujeres participantes se seleccionard a la delegacién que representard a
México en la IV Olimpiada Europea Femenil de Matematicas (EGMO)? a celebrarse
en el mes de abril de 2015.

2La Olimpiada Europea Femenil de Matematicas nace en 2012 como una manera de estimular la par-
ticipacién femenil en olimpiadas de matematicas, siguiendo el ejemplo de China que ya contaba con una
olimpiada exclusiva para mujeres. El modelo de competencia de esta olimpiada es el mismo que el de la
IMO, con la diferencia de que las delegaciones nacionales son de cuatro participantes en lugar de seis. A
pesar de que la olimpiada es europea, es posible la participacién de equipos no europeos por invitacién. La
primera EGMO se llevé a Cabo en Inglaterra en 2012. La tercera edicién se llevard a cabo en Turquia en el
mes de abril de 2014. Esta seré la primera participacién de México en esta olimpiada.
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Un problema de geometria:
Entrenamientos del equipo de Nuevo Leo6n de la
Olimpiada Mexicana de Matematicas

Por Héctor Raymundo Flores Canti

Nivel Introductorio

Estas notas reflejan algunas de las sesiones de entrenamiento del equipo de selecciona-
dos de Nuevo Ledn. El enfoque de aprendizaje estd basado en problemas y las herra-
mientas tedricas se van explicando a la par de los problemas. En particular, el objetivo
de esta sesion es iniciar con el andlisis de problemas menos directos que requieren
una mayor concentracién, reconocimiento de patrones y un andlisis considerable de
alternativas.

La discusion estd dirigida al nivel que llamamos “Matemadticos” donde el objetivo es
empezar a formalizar el lenguaje matemaético y el uso de conceptos y teoremas de forma
correcta. Usaremos algunos problemas de los concursos nacionales de la Olimpiada
Mexicana de Matematicas.

El problema

Empezaremos con un problema de geometria del examen del concurso nacional de la
Olimpiada Mexicana de Matemdticas del afio 2012. Aunque este es el problema 1 del
examen, realmente no era “facil”.

Problema 1 Sean Cy una circunferencia con centro O, P un punto sobre ella 'y ¢ la
recta tangente a C1 en P. Considera un punto Q) sobre ¢, distinto de Py sea Cs la
circunferencia que pasa por O, Py Q. El segmento OQ) interseca a C1 en S'y la recta
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PS interseca a Co en un punto R distinto de P. Si 1y ro son las longitudes de los
radios de Cy y de Co, respectivamente, muestra que

PS - T1

SR o T2 '
Los problemas de la olimpiada de matemdticas no son sencillos. Si ti eres de los que
s6lo con leer el problema ya tienes una idea del tipo de solucién, entonces este proble-
ma es una pérdida de tu tiempo. Estas notas estdn dirigidas para aquellos que tienen

incluso dificultades para entender con claridad lo que se estd pidiendo o para aquellos
que aun si entienden, no tienen idea de cémo empezar.

Paso 1: LEER

Una vez dicho esto... empecemos a pensar.

El primer paso siempre es LEER el problema y tristemente no todos saben leer. Por
“leer” no me refiero a recitar lo que dice el problema, sino a realmente pensar mientras
vas leyendo. Para leer de esta forma, necesitamos hacerlo poco a poco, oracién por
oracion.
La primera oracién dice:

SEAN C; UNA CIRCUNFERENCIA CON CENTRO O,

P UN PUNTO SOBRE ELLA Y £ LA RECTA TANGENTE A C; EN P.

Antes de seguir leyendo vamos a asegurarnos de habernos familiarizado con esta oracion.
Si aqui hay alguna duda, ;para qué perdemos el tiempo siguiendo con la lectura?

Investigando la primera oracion

En esta frase nos hablan de la existencia de una circunferencia que llamaremos Ci,
el centro de esa circunferencia se llama O y P es un punto sobre ella (o sea sobre
la circunferencia). Esto es suficiente para hacer la siguiente figura. Podemos elegir
cualquier punto en la circunferencia, pero usualmente conviene elegir un punto especial
en el dibujo. Por ejemplo nosotros elegiremos el punto de abajo. Luego nos dicen que
se traza una recta tangente a la circunferencia por el punto P que se llama /. Esto
significa que la recta “toca” a la circunferencia exactamente en el punto P.

P

De esta figura, podemos ya empezar a decir algo. En particular sabemos que...



Un problema de geometria 3

Patron 1

...una recta tangente a una circunferencia
siempre es perpendicular
al radio que va del centro al punto de tangencia.

Es decir, en nuestra figura la recta hace un angulo de 90° con el radio del circulo. Como
no se nos ocurre nada mas qué decir, debemos seguir con la lectura.

Investigando la segunda oracion

La segunda oracién dice:

CONSIDERA UN PUNTO (Q SOBRE £, DISTINTO DE P Y
SEA C2 LA CIRCUNFERENCIA QUE PASA POR O, P Y Q.

Ahora debemos pensar en otro punto () sobre la recta y nos piden que imaginemos una
circunferencia que pasa por los tres puntos que hasta ahora hemos definido. Trazar una
circunferencia por tres puntos no es algo facil, asi que nos detendremos un momento
para seguir pensando antes de seguir leyendo.

El punto ) podria ser cualquiera en la recta, conviene que pensemos cémo se ve la
figura al considerar diferentes opciones para este punto. Si suponemos que los otros dos
puntos O y P estan fijos entonces, ;qué podemos decir sobre las circunferencias que
pasan por esos dos puntos? Olvidemos por un momento la circunferencia C;, veamos
soloOy P.

Las circunferencias que pasan por dos puntos fijos se ven de la siguiente forma.

Si atin no tienes respuesta a la pregunta anterior, entonces marca los centros de los
circulos. ;Qué podemos decir sobre esos centros?

No es muy dificil sospechar que todos esos centros estardn en una recta que es perpen-
dicular y pasa por el punto medio del segmento. De hecho es posible que ya sepas lo
siguiente.

Patron 2

En una circunferencia, una cuerda es perpendicular
al segmento que va de su punto medio al centro.
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La figura correspondiente es la siguiente.

Este hecho geométrico nos permite asegurar que los centros de todos los circulos que
pasan por dos puntos forman una recta que es perpendicular al segmento y pasa por
el punto medio. Esta recta es tan especial que tiene nombre, se llama MEDIATRIZ del
segmento.

Definicion 1 Dado un segmento, la recta que es perpendicular al segmento y pasa por
su punto medio, se llama mediatriz del segmento.

Esta recta es el eje de simetria del segmento y tiene varias propiedades que suelen ser
muy utiles en los problemas. Por ejemplo, otra cosa que no debemos olvidar es que los
tridngulos formados por la cuerda y el centro de un circulo son siempre is6sceles. Con
esto tenemos siempre dos lados iguales y dos dngulos iguales que pueden servirnos.

Pero antes de seguir con la lectura del problema, conviene que nos detengamos a pensar.
(Qué podemos decir si consideramos todo lo que sabemos hasta ahora? Como ejercicio,
mira la figura y trata de descubrir cosas que no habfamos dicho antes.

Ahora podemos regresar al problema. Retomando las dos partes que hemos analizado
obtenemos la siguiente figura.
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P Q

Si llamamos N al centro de la circunferencia Ca, podemos por ejemplo darnos cuenta
de que la recta que pasa por M y NN es paralela a la recta £. ;Cémo justificas eso?

Esto es verdadero debido a que ambas son perpendiculares al segmento O P, pero la
idea mds general que sirve mucho en problemas de geometria es la siguiente. Si nece-
sitas demostrar que dos rectas son paralelas, fijate en los dngulos que forman con una
tercera recta.

Patron 3

Si tenemos tres rectas,
la tercera forma un dngulo x con la primera recta
y ademds un dnguloy con la segunda,
entonces la primera 'y segunda recta son paralelas
siy solo si x+y= 180°.

n /
/m
m Yy
%Hn@x—ky:lSOo

Este es un resultado muy conocido sobre dngulos entre paralelas, asi que no nos de-
tendremos mucho con esto. Porque ain no hemos terminado con la figura de nuestro
problema.

Observa los puntos O, Q y N. ;Qué puedes decir acerca de ellos?

Parece que los tres estdn sobre una misma linea. De hecho es posible que sospeches
que OQ) es didmetro de la circunferencia Cy. Pero, ;cémo podemos estar seguros de
eso?

Nada de lo que hemos hecho hasta ahora nos indica que O(Q) sea un didmetro. Para esto
necesitaremos otro patrén geométrico que es muy importante reconocer.
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Patron 4

El dngulo que inscribe una cuerda en una circunferencia
es de 90° si'y sdlo si la cuerda es un didmetro.

Geométricamente el patrén se ve asi.

Este resultado se conoce como el Segundo Teorema de Tales. Aunque el resultado ya
era conocido antes, se cree que Tales de Mileto fue el primero en demostrarlo usando
tridngulos isdsceles. Otra manera fécil de convencerse es trazar el didmetro que pasa
por el vértice del dngulo recto. De esta forma los dos didmetros serdn diagonales de un
rectangulo. También dice la leyenda que estaba tan contento que sacrificé un buey en
honor a este descubrimiento. Sea como sea, es un resultado importante y suele ser una
técnica posible cuando necesitamos demostrar cosas como las siguientes.

= Que un dngulo es recto (o que dos rectas son perpendiculares).
= Que una cuerda de una circunferencia es diametro.
= Que un punto es punto medio de un segmento.

Esa segunda oracion realmente tenfa mucho contenido. Pero no hemos terminado de
leer el problema.

Investigando la tercera oracion

La tercera oracion dice:

EL SEGMENTO O(Q) INTERSECA AC1 EN S'Y

LA RECTA PS INTERSECA A C2 EN UN PUNTO R DISTINTO DE P.

Si completamos la figura con los puntos que nos indican obtenemos lo siguiente.
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Otra vez, antes de seguir leyendo pensemos en torno a esta figura. Observa los nuevos
puntos y trata de descubrir algo nuevo.

Realmente hay muchas cosas que decir, pero no por eso vamos a detenernos. Simple-
mente debemos ser ordenados. Como ejercicio deberias detener la lectura y tratar de
hallar 1la mayor cantidad posible de cosas en la figura.

Pero si te da pereza, ponemos algunas de ellas como ejercicios.
Ejercicio 1 Con la informacion de la iiltima figura debes convencerte de lo siguiente.
a) LZOSP = ZQSR.
b) El tridngulo OPS es isdsceles.
c) LPOS =2ZQPS.
d) APOS ~ AQRS.

Los incisos a) y b) son muy féciles y no vamos a discutirlos. Pero los incisos ¢) y d)
pueden no ser tan evidentes para quienes no estén familiarizados con la geometria del
circulo. Para esto vamos a requerir otros patrones geométricos importantes. Primero el
siguiente

Patron 5

El dngulo central que abarca una cuerda mide el doble
que cualquier dngulo inscrito a la misma cuerda.

La justificacion de este patrén vamos a dejarla como ejercicio. Pero si necesitas una
sugerencia recomendamos trazar la recta que pasa por el centro y el vértice del angulo
inscrito. Luego fijate en los dngulos que se forman con ella y las cuerdas.

Una vez que te convences de lo anterior y si imaginas que el vértice del dngulo inscrito
se mueve sobre la circunferencia, puedes convencerte de que los dngulos inscritos no
cambian, porque el dngulo central siempre es el mismo. Esto significa que dos dngulos
inscritos al mismo arco siempre son congruentes. Esto lo hacemos notar en el siguiente
patrén.
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Patroén 6

Dos dngulos inscritos al mismo arco son iguales.

Si te imaginas muchos puntos sobre la circunferencia todos formando dngulos inscri-
tos con el mismo arco, entonces los dngulos serdn iguales. Como la figura parece un
maguey, algunos conocemos a este teorema como El Teorema del Maguey.

Siguiendo esta misma idea de mover el punto, imagina que el punto se acerca a uno
de los puntos fijos. {Qué pasa entonces con el dngulo? Resulta que en ese extremo, el
dngulo se aproxima al que forma la cuerda con la recta tangente a la circunferencia
en el punto fijo. Este resultado lo vamos a resaltar como otro patrén. Esto porque por
alguna razén muchos alumnos tienen problemas para reconocer cuando usarlo.

Patron 7

En una circunferencia,
el dngulo que una cuerda forma con la tangente en uno de sus puntos
es igual al dngulo inscrito en esa cuerda.
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La demostracién de esto, también la dejamos como ejercicio. Pero como siempre cuan-
do hay tangentes a un circulo, puede ser buena idea trazar el segmento que va del centro
del circulo al punto de tangencia.

Este patrén es el que resuelve la cuestion del inciso ¢) del ejercicio anterior. Pero atin
tenemos que justificar el inciso d). Esto dltimo serd apenas la entrada a un tema inter-
medio relacionado con la geometria del circulo. Nuestra entrada es el siguiente patrén.

Patron 8

Si dos cuerdas se cortan dentro de un circulo,
se forman dos pares de tridngulos semejantes.

Para la justificacién de este patrén, necesitaremos utilizar los conceptos de tridngulos
similares o tridngulos semejantes. Podemos usar el teorema del Maguey para ver que
sus pares de dngulos son iguales. Esto es suficiente para que sean semejantes.

De esta igualdad se deduce directamente el inciso d). Ademads, si conectamos esto con
el inciso b) sabremos que en nuestro problema el tridngulo S R() también es isdsceles,
en particular sabremos que SR = QR.

Investigando el final del problema
Finalmente la dltima parte del problema nos hace la verdadera pregunta.

SI71 Y r2 SON LAS LAS LONGITUDES DE LOS RADIOS
DE C; Y Co, RESPECTIVAMENTE,

MUESTRA QUE £2 = %

Para terminar vamos a necesitar otra vez la figura.
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QO

P Q

Ahora vamos a analizar la dltima oracién. Esta nos indica el objetivo del problema y
podemos identificarlo como la igualdad entre dos proporciones. El uso de tridngulos
semejantes es muchas veces el medio de demostrar proporciones. La dificultad es en-
tonces encontrar los tridngulos adecuados. Pero analizando lo que nos piden podemos
sospechar qué tridngulos podrian ser.

Los segmentos involucrados son P.S, SR, ry y r3. Los tres primeros ya los hemos usado
en tridngulos, el inico que no hemos usado es 72, el radio de la segunda circunferencia.
Necesitamos un tridngulo que tenga un lado 72 y de preferencia que esté relacionado
con los lados que ya hemos analizado. Los candidatos son los tridngulos que se forman
conectando el centro de la segunda circunferencia N con puntos de la circunferencia.
Como ejercicio, analiza los tridngulos que tienen como lados algunos de los siguientes
segmentos: NO, NP, NQ, N R. ;Qué puedes decir acerca de cada uno de ellos?

Q

P Q

Es posible que te tome unos minutos, pero eventualmente debes notar que el tridngulo
QN R es semejante a los triangulos que ya habfamos analizado. Es decir

APOS ~ ASRQ ~ AQNR.

Se obtienen muchas proporciones, pero si nos enfocamos en las que tienen los segmen-

tos que nos interesan obtenemos que g—g = %. Finalmente dado que QR = SR,
OP =11y NQ = rz, podemos concluir que > = %, que es lo que nos habian

pedido.
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Conclusiones

El andlisis de este problema nos deja mucho aprendizaje. Ademds de todos los pa-
trones y resultados que hemos usado, nos ensefia que para resolver un problema es
necesario avanzar poco a poco. Normalmente es mds dificil resolver problemas de este
tipo, leyendo todo de una vez y haciendo una sola figura. Los problemas de geometria
con figuras complejas deberian ser investigados de una forma similar a la que presen-
tamos en esta seccion. Esta es de hecho una leccién estratégica.

Los problemas complejos se analizan poco a poco.
Otra de las lecciones del problema es la siguiente.
La semejanza de tridngulos nos sirve para conectar dngulos con proporciones.

Si nuestro objetivo es demostrar una proporcién y tenemos algunos dngulos iguales,
semejanzas puede ser una técnica ttil. Pero en otros problemas, buscamos demostrar
que hay dngulos iguales y tenemos informacidn sobre proporciones. Vuelve a dar una
leida a este texto y toma nota de todas las lecciones que puedas.

Ejercicios

1. Sea AB un didmetro de una circunferencia g. Un punto C se elige sobre el seg-
mento AB y se traza una recta m por el punto C perpendicular a AB. Sea D
el punto de interseccion de la recta m con la circunferencia g. Una segunda cir-
cunferencia ¢’ es tangente a la recta m en el punto D y pasa por el punto A.
Demuestra que las circunferencias g y ¢’ tienen el mismo radio.

2. Considera un punto arbitrario O sobre un segmento P(), de forma que no sea su
punto medio. Hacia el mismo lado del segmento P() se construyen los tridngulos
equildteros OPA 'y OQB. Llamamos N y L a los puntos medios de los segmen-
tos PB 'y QA respectivamente. Demuestra que /N LO es un tridngulo equilatero.

3. Sobre el lado AB de un tridngulo ABC' se elije un punto arbitrario P. Por este
punto P se traza una recta m que corta al tridngulo en dos figuras de dreas
iguales. El segundo punto de interseccién de la recta m con el tridngulo se llama
Q. La paralela por @ al segmento C P corta al lado AB en el punto D. Demuestra
que D es el punto medio del lado AB.

4. Sea ABCD un cuadrado. Con centro en el vértice A se traza una circunferencia
de radio igual al lado del cuadrado que pasa por los vértices B 'y D. Sobre BC
se elige un punto E y sobre C'D el punto F' de forma que E'F es tangente a la
circunferencia. Demuestra que el dangulo £ AF mide 45°.

5. En el problema anterior, asumiendo que no sabes que EF' es tangente a la cir-
cunferencia, demuestra que si el angulo FAF' es de 45° entonces E'F tiene que
ser tangente a la circunferencia.
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Un problema de geometria




Problemas de practica

En esta seccion encontrards 30 problemas seleccionados especialmente para comenzar
tu preparacién de este afio. Es importante sefialar que en esta ocasion los problemas se
presentan en formato de opcién multiple. Esto se debe a que el filtro inicial de la mayo-
ria de los concursos estatales suele ser presentado asi. Sin embargo, conviene sefialar
que para resolverlos no es recomendable obtener la respuesta correcta por eliminacién
de las otras opciones.

Ten en cuenta que en las olimpiadas no sélo se trata de saber la respuesta correcta,
sino que ademds, es necesario justificar dicha solucién. En las etapas mds avanzadas
de todos los concursos de matematicas, las preguntas siempre son abiertas y nunca se
utiliza el formato de opcién miiltiple®. En el caso de esta publicacién, el formato de
opcién multiple se adopta con el fin de que el estudiante que recién se inicia se vaya
familiarizando con el concurso y sus estapas.

Como seguramente ya habrds observado, en el primer niimero de cada afio el nivel de
dificultad de los problemas que contiene esta seccién no es muy elevado y el material
escogido estd pensado mayoritariamente para principiantes. Conforme el afio transcu-
rra su nivel se ird incrementando paulatinamente, de forma que, para el Gltimo nimero
del aflo, el material serd en su mayoria de nivel avanzado.

Por dltimo, te invitamos a que con tu participacién contribuyas a enriquecer esta sec-
cién de la revista. Estamos seguros que conoces problemas interesantes que quieres
compartir y por eso ponemos a tu disposicién la direccidén revistaomm@gmail .
com, donde con gusto recibiremos tus propuestas.

Problema 1. Consideremos todos los subconjuntos no vacios del conjunto {1, 2, 3,4,5}
y para cada uno de ellos calculamos el producto de sus elementos. ;Cudl es la suma de
todos estos productos?

(a) 719 (b) 120 (c) 1000 (d) 119 (e) 15

3De hecho, el formato de opcién miiltiple s6lo se usa por el cardcter masivo de las etapas inciales de
muchos concursos y debido a su facilidad de calificacion (no requiere apreciacion).
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Problema 2. Los cuadrilidteros ABC D, EHGF' y HIJG son cuadrados de lado 1 cm,
de tal manera que D y C' son los puntos medios de £ H y H I, respectivamente. ;Cudnto
vale el area sombreada?

A B

F G J
(a) 0.75 cm? (b) 1 em? (c) 0.8 cm? (d) 1.4 em? (e) 0.5 ecm?
Problema 3. Se tienen diez monedas, de denominaciones $1,$2,...,$10y se dan dos

de cada una a Ana, Bruno, César, Daniel y Ernesto de tal manera que Ana termina con
$16, Bruno con $4, César con $7, Daniel con $11 y Ernesto con $17. ;Quién tiene la
moneda de $6?

(a) Ana (b) Bruno (c) César (d) Daniel (e) Ernesto

Problema 4. ; Cudntos nimeros de tres digitos hay tales que tienen al menos un 2y al
menos un 5?

(a) 24 (b) 28 (c) 30 (d) 25 (e) 18

Problema 5. a, b y ¢ son nimeros reales tales que a? + 2b = 7, b> + 4¢c = —Ty
c? 4+ 6a = —14. {Cudl es el valor de a® + b + c2?
(a) 27 (b) 11 ©6 @) 10 () 14

Problema 6. Los primeros cuatro términos de una sucesion aritmética son a + b, a — b,
aby 3 (en ese orden). ;Cudl es el quinto término de la sucesién?

(a) 8 (b) -3 (c) 128 (d) 10 © %

Problema 7. El tridngulo isésceles ABC' tiene su incirculo de radio 2 ¢m y también
hay un circulo de radio 1 ¢m tangente al incirculo y a los lados AC'y BC. ;Cuénto
vale la altura desde C?
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A B

(a)8cm ®)9cm (©)9.5ecm (d) 7cm (e) 8.5cm

Problema 8. ;Cudl es el valor de |v/1| + [v/2] +--- + [/100]?
(a) 500 (b) 600 (c) 5050 (d) 625 (e) 525

Problema 9. Pedro y Juan son vendedores y ganan $7000 mensuales mas una comsién
del 8 % sobre las ventas. En febrero, Juan gané $14000 y Pedro $17500. En ese mes,
(en qué porcentaje las ventas de Pedro superaron a las de Juan?

(2) 20% (b) 30 % (c) 45 % (d) 50 % (e) 60 %

Problema 10. Marco tiene tres terrenos cuadrados: uno de ellos tiene 100 metros de
lado y los otros dos tienen 200 metros de lado. Si Marco quiere cambiar sus tres ter-
renos por un nuevo terreno cuadrado cuya drea sea igual a la suma de los tres que ya
tenia, /Cudnto debe medir el lado del nuevo terreno?

(a) 300 metros  (b) 350 metros  (c) 400 metros  (d) 450 metros  (e) 500 metros

Problema 11. La herencia de Jorge fue repartida de la siguiente manera: la quinta parte
para su esposa, la sexta parte de lo restante para su hermano mayor y el resto se repar-
ti6 en partes iguales entre sus 12 hijos. ;Qué porcién de la herencia le tocé a cada hijo?

@) 5% ) & © % @ & © %
Problema 12. Un ntimero tiene tres digitos. La suma del digito de las unidades y el
digito de las decenas es 13, y el producto de los tres digitos es igual a 120. ;Cudl es el

digito de las centenas?

(a)3 (b)4 (©) b (d)6 (e)8
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Problema 13. Una pista circular estd dividida en 45 casillas, numeradas del 1 al 45.
Dos jugadores comienzan en la casilla #1 y avanzan por las casillas (en el sentido de
la numeracion) bajo las siguientes reglas:

= Sial lanzar dos dados la suma de sus puntos es par, el jugador avanza tres casillas.

= Si al lanzar dos dados la suma de sus puntos es impar, el jugador avanza una
casilla.

= Gana el jugador que llega a la casilla #45.

Si un jugador se pasa de la casilla 45 entonces sigue avanzando por la casilla 1. Por
ejemplo, si estd en la casilla 44 y avanza 3 casillas, termina en la casilla 2.
(Cudl es el minimo nimero de turnos en que un jugador puede ganar?

(a) 13 (b) 14 (c) 15 (d) 16 (e) 17

Problema 14. Sea M un nimero de dos digitos con la propiedad de que es igual al
doble del producto de sus digitos. ;Cudntas de las siguientes afirmaciones son ver-
daderas?

= M es multiplo de 3.

M es mdltiplo de 8.
= M es un cubo perfecto.
= M es mayor a 40.
= M + 1 es primo.
(a) Ninguna b1 (©2 (@3 ()4

Problema 15. Un corral tiene forma cuadrada y mide 10 m de lado, dentro del cual
estd una vaca, amarrada por una cuerda a una de las esquinas. Se sabe que el suelo del
corral estd cubierto de forraje, y que la longitud de la cuerda es tal que la vaca alcanza
la mitad del 4rea del forraje para comer. ;Cudl es la longitud de la cuerda?

10 300 20 10 200
(a)ﬁm (b) - m (C)ﬁm (d)ﬁm (e = m
Problema 16. Un mosaico, en forma de poligono regular, fue retirado del lugar que
ocupaba un una pared. Se observé que, si el mosaico se rota 40° o 60° alrededor de

su centro, podia ser encajado perfectamente en el lugar del que se quitd. ;Cudl es el
menor nimero de lados que puede tener el mosaico?

(a) 6 (b) 12 () 18 (d) 24 (e) 30

: i 7 m 11 . o4
Problema 17. Si m y n son enteros positivos tales que 15 < 7 < 3z, (Cudl es el
menor valor que puede tomar n?
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(a) 6 (b) 7 (©) 25 (d) 30 (e) 60

Problema 18. ;Cuadl es el minimo nimero de enteros positivos que se necesitan para
que la suma de todos ellos sea 100, pero la suma de cualesquiera 7 de ellos sea menor
que 157

(a) 25 (b) 40 (c) 50 (d) 70 (e) 100

Problema 19. ;Cuil es la mdxima cantidad de circunferencias que pueden dibujarse de
tal forma que cada una sea tangente a todas las demads pero no haya tres circunferencias
tangentes en un mismo punto?

(a)2 )3 (c)4 (d)b5 (e) 6

Problema 20. ;Cuanto vale x en la siguiente ecuacion?
107 = (102 4+ 25)2 — (10%%* — 25)2.

(a) 625 (b) 626 (c) 628 (d) 1248 (e) 1252

Problema 21. En una urna hay 7 pelotas rojas, 8 pelotas azules y 9 pelotas verdes. Si se
sacan pelotas sin ver y sin regresarlas a la urna, ;cudl es el minimo niimero de pelotas
que se deben sacar para garantizar tener al menos dos de cada color?

(a) 6 (b) 7 (0) 17 (d) 19 (e) 24

Problema 22. En el tridngulo ABC se toman los puntos medios D'y E de BC'y AC,
respectivamente. Si el drea del tridngulo ADFE es 16, ;cudl es el drea del tridngulo
ABC?

(a) 32 (b) 48 (c) 64 (d) 80 (e) 160

Problema 23. En la suma abc 4 ab.c + a.bc = k, cada letra representa un digito y
el punto es un punto decimal. Si se quiere que k sea entero, ;cudl de las siguientes
afirmaciones es verdadera?

@a=b=c (b) 37 divide a k (c) a + b+ ces constante
(d) Hay 5 valores posibles de & (e) a, b, c son pares

Problema 24. En el tridngulo ABC, AB = 1, AC = 2y Z/BAC = 45°. En el
wridngulo DEF, DE = 1, DF = 2.y ZEDF = 135°. ;Cuinto vale {52532 Nota:
(ABC) y (DEF) denotan las dreas de los tridngulos ABC'y DEF, respectivamente.

@ 3 (b) 75 ©1 d)v2 (e)2
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Problema 25. Si los nimeros positivos a y b satisfacen que

1 N 1 1
a2 +4b+4 b2 +4a+4 8

(cudl es el valor maximo de a + b?

(a) % (b)2 (©) % (d)4 (e) Ninguna de las anteriores

Problema 26. El entero positivo n tiene la propiedad de que entre los nimeros n? + 1
y 2n? hay exactamente 5 cuadrados perfectos distintos. ;Cudntos enteros n tienen esta
propiedad?

(@0 )1 (c)2 (d)3 (e) Més de 3

Problema 27. Los tridngulos equildteros I, I, IIl y IV son tales que la altura del tridngu-
lo I es el lado del tridngulo 11, 1a altura del tridngulo II es el lado del tridngulo 111, y la
altura del tridngulo III es el lado del tridngulo IV. Si el drea del tridngulo I es 2 cm?,
(cudnto vale el drea del tridngulo IV?

(a) 2 em? (b)3 cm? (©)§ cm? ()22 em? (&) cm?

Problema 28. Sean m y n enteros positivos tales que 11 divide a m + 13n y 13 divide
am + 11n. ;Cudl es el valor minimo de m + n?

(a) 24 (b) 26 (c) 28 (d) 30 (e) 34

Problema 29. Sea ABC un tridngulo tal que AB = 2¢m, BC = 4demy CA =
2v/2 ¢m. Sea P un punto sobre la bisectriz del angulo en B tal que AP es perpendicu-
lar a esta bisectriz, y sea () un punto sobre la bisectriz del dngulo en C' tal que AQ es
perpendicular a esta bisectriz. ;Cudnto mide PQ?

@ VvV2—1em ) V2em (©) 3 cm (d) @ em (e) 3 cm

Problema 30. ;De cuantas formas puedes colocar los nimeros del 1 al 7 en los circu-
los de tal forma que la suma de los ntimeros en los tridngulos sombreados sea la misma?

(a) 121 (b) 144 (c) 152 (d) 160 (e) 185




Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion podrds encontrar las soluciones de los 30 problemas de la seccién ante-
rior. Sin embargo, no te recomendamos consultarla antes de tener tu propia respuesta o
por lo menos no sin haberle dedicado bastante tiempo a cada problema. Ten en cuenta
que la clave para mejorar tus capacidades estd en la perseverancia y el esfuerzo.

Observa que, en cada solucién, no sélo se ha determinado la opcién correcta, sino que
ademds, siempre se incluye la argumentacién que establece su validez. En todos los
casos, la justificacién se basa en resultados conocidos y/o en razonamientos légicos,
ademads de que la solucidn sélo se alcanza a partir del enunciado y sin usar la informa-
cién contenida en las opciones de respuesta.

Cabe aclarar que las soluciones que aqui se presentan no son necesariamente las tinicas
o las mejores, tan sélo son ejemplos que muestran el tipo de razonamiento que busca
estimular la olimpiada. En mateméticas, cada problema puede tener tantas soluciones
correctas como ideas originales se desarrollen con creatividad y 16gica. Si ti encon-
traste una solucién diferente de las que aqui se presentan y no estds seguro de su validez
o simplemente quieres compartirla con nosotros, te invitamos para que nos escribas a
revistaomm@gmail.com.

Solucién del problema 1. La respuesta es (a).
Notemos que al desarrollar el producto

(1+1)(1+2)(1+3)(1+4)(1+5),

cada sumando es cada uno de los productos buscados, salvoel 1-1---1 = 1. Luego,
la suma buscada es igual a 6! — 1 = 719.

Solucién del problema 2. La respuesta es (b).
Sea X el punto de interseccion de las rectas AB e I.J.
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F G J

Como C1T mide % cm, se tiene que AX = % cm. Ademds, XJ = 2 cm, por lo que el

drea del tridngulo AX J es 3(3 - 2) = 2 cm?. El 4rea del rectdngulo BXIC es § cm?,

por lo que el drea buscada es igual a 3 - 1 =1cm?

Solucion del problema 3. La respuesta es (a).

Como Bruno tiene $4, necesariamente tiene que tener las monedas de $1 y de $3 (pues
no puede tener dos monedas de $2. César tiene $7, por lo que puede tener las parejas $1
y $6, $2y $5 0 $3 y $4, pero como Bruno tiene las monedas $1 y de $3, necesariamente
tiene que tener las monedas $2 y $5.

Quedan disponibles las monedas de $4, $6, $7, $8, $9 y $10. La menor suma que con
ellas podemos hacer es $10, y la inica posibilidad de sumar $11 es usando las monedas
de $4 y $7, que las tiene que tener Daniel. Nos quedan las monedas de $6, $8, $9 y
$10. La tnica manera de sumar 16 es con las monedas de $6 y $10, por lo que esas las
tiene Ana y Ernesto debe tener las de $8 y $9.

Solucién del problema 4. La respuesta es (b).
Consideremos tres casos:

= El nimero tiene dos digitos iguales a 2. Solo se pueden los niimeros 225, 252 y
522.

= El nimero tiene dos digitos iguales a 5. Solo se pueden los niimeros 255, 525 y
552.

= El ndmero tiene tres digitos diferentes. Sea a el otro digito. El digito a puede ir
en las unidades, en las decenas y en las centenas, por lo que tiene 3 posibilidades
de aparecer. Ademds, como el digito tiene que ser diferente a 2 y a 5, hay 8
maneras de elegir a a. Esto nos da 3 x 8 = 24 nimeros. Pero estamos contando
los nimeros 025 y 052, que no tienen tres digitos, por lo que nos quedan 22
nimeros.

Por lo tanto, hay 3+ 3422 = 28 nimeros de tres digitos con al menos un 2 y al menos
un 5.

Solucién del problema 5. La respuesta es (e).
Sumando las tres expresiones obtenemos

A +6a+b>+2b+c2+4c=T7—-7—14= 14,
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lo cual puede reescribirse como (a +3)2 + (b+1)% + (¢+2)? = 0, de donde a + 3 =
b+1=c+2=0ya=—-3,b=—1yc=—2.Porlo tanto, a® + b> + ¢*> = 14.

Solucién del problema 6. La respuesta es (c).
Si d es la diferencia comun, tenemos que d = (@ — b) — (a + b) = —2b, luego

(@—b)—2b=aby ab—2b:%,

las cuales son equivalentes a a = b(a+3) y a = b*(a—2), de donde b(a+3) = b*(a—2)

y a4+ 3 = b(a — 2) (pues b no puede ser 0). Si a — 2 = 0, tendriamos que a + 3 = 0,
: : _ a+3

lo cual no es posible, por lo que a — 2 # 0y despejando obtenemos que b = 5.

Por otro lado, tenemos que a = b(a + 3). si @ + 3 = 0 tendriamos que a = 0, lo cual

no es posible y despejando obtenemos que b = —%-. Igualando los dos valores para b

a+3"
obtenemos que

a+3  a
a—2 a+3
la cual es equivalente a a® — 2a = a® + 6a + 9, porloque a = —2 y b = —2. Luego,
tenemos que la diferencia es —2b = g = j—g. La sucesién queda
69 21 27 a 75
ot 10 ¢ 100 710 b 40
PPN 75448 _ 123
y el quinto término es 2f28 = 125,

Solucion del problema 7. La respuesta es (a).
Nombremos a los puntos como se muestra en la figura, siendo E y G los centros de los
circulos.

C

A D B
Como GI y EJ son perpendiculares a C'B, tienen que ser paralelas y obtenemos que
los tridngulos C'EJ y CGI son semejantes con razon % = 2. Luego, g—g =20

EC =2GC. Como GE = 3 c¢m, tenemos que 3 = CE — GC' = GC. Finalmente, la
altura desde C mide CG+ GE +ED =3+ 3+2=8cm.
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Solucién del problema 8. La respuesta es (d).

Notemos que [V1]| = |v2] = [V/3] = 1 (3 valores igualesa 1)y [V4]| = |/5] =
V6] = [V7] = |V8] = 2 (5 valores iguales a 2). Esto contintia hasta [/81] =
|V82] = --- = |[v/99] = 9 (19 valores iguales a 9) y [v/100| = 10. Luego, la suma
buscada es igual a

3(1) +5(2) + 7(3) + 9(4) + 11(5) + 13(6) + 15(7) + 17(8) + 19(9) + 10
= 3410+ 21+ 36+ 55+ 78+ 105+ 136 + 171 + 10
= 625.

Solucién del problema 9. La respuesta es (d).

Quitando de las ganancias de Pedro y Juan el sueldo base de $7000, obtenemos que el
dinero de las ventas de Juan fue de $7000 y el de Pedro $10500, por lo que las ventas
de Pedro superan a las de Juan en $3500. Asi, los $7000 de Juan es el 100 %. No es
dificil ver que los $3500 representan el 50 % de las ventas de Juan. Por tanto, las ventas
de Pedro superan a las de Juan en un 50 %.

Solucién del problema 10. La respuesta es (a).

Puesto que el drea de un cuadrado es igual al cuadrado de la longitud de su lado, el drea
de cada uno de los tres terrenos es 10,000 m?, 40,000 m? y 40,000 m?. Asi, la suma
de las dreas de los tres terrenos es 90, 000 m?, por lo que el lado del nuevo terreno debe
medir 300 m.

Solucion del problema 11. La respuesta es (b).
Después de que se le entregd % de la herencia de Jorge a su esposa, quedaron % del
total. De esto, su sexta parte representa
4/5 2
6 15
del total, que es la parte de la herencia que le tocé al hermano de Jorge. Por tanto, la
porcion total de la herencia de Jorge que se reparti6 a su esposa y a su hermano es

1 n 2 3 n 2 5 1
5 15 15 15 15 3
La otra parte de la herencia de Jorge, o sea, 2 del total, fue lo que se repartié entre sus
12 hijos. Por ello, la porcién de la herencia de Jorge que le tocé a cada uno de sus hijos
es

2/3 1

12 18’

Solucion del problema 12. La respuesta es (a).

De la factorizacién 120 = 23 x 3 x 5, podemos ver que las tinicas posibilidades para
que tres digitos multiplicados resulten en 120 son (3,5,8) o (4,5, 6) en algdn orden.
Sin embargo, en la segunda posibilidad ningtin par de digitos suma 13, pues4+5 =9,



Soluciones a los problemas de practica 23

446 =10y 5+ 6 = 11, por lo que este caso es imposible. En la primera posibilidad,
s6lo los digitos 8 y 5 suman 13, por lo que éstos deben ser los digitos de las unidades
y decenas en algin orden. Por ello el nimero es 385 o 358, y en cualquier caso la
respuesta es 3.

Solucién del problema 13. La respuesta es (d).

En 14 turnos o menos, un jugador a lo mds puede avanzar 3 x 14 = 42 casillas. Como
el juego comienza en la casilla #1, a lo mas llegaria a la casilla #43, por lo cual es
imposible ganar en 14 turnos o menos. Si en 15 turnos un jugador avanzé 3 casillas en
todos sus turnos, habrd avanzado 45 casillas, por lo que terminaria en la #1 sin tocar
la #45; por otra parte, si en al menos uno de los 15 turnos avanzé sélo una casilla,
el jugador habria avanzado a lo mds 3 x 14 + 1 x 1 = 43 casillas, terminando a lo
mds en la #44. Lo anterior demuestra que es imposible ganar en menos de 16 turnos.
Sin embargo, si es posible ganar en 16 turnos, por ejemplo: si el jugador en dos de los
turnos avanza una casilla por turno, y en los 14 restantes avanza 3 casillas por turno,
habrd avanzado 1 x 2 + 3 x 14 = 44 casillas, por lo que terminard en la #45.

Solucién del problema 14. La respuesta es (c).
Probaremos que M = 36. Si a y b son los digitos de M, entonces la propiedad que
carateriza a M es

10a + b = 2ab.

Asf, b es par y podemos considerar los casos b = 2,4,6,8. Si b = 2, la igualdad de
arriba resulta en 10a + 2 = 4a, que se simplifica en 6a + 2 = 0, la cual no tiene
solucién, pues a es un digito; si tomamos b = 4, obtenemos la ecuacién 2a + 4 = 0,
la cual tampoco tiene solucién; tomando b = 6, obtenemos 6 = 2a y 3 = a, que nos
da la solucién M = 36; finalmente, si b = 8, obtenemos la ecuacién 8 = 6a, que
tampoco tiene solucién. por lo tanto M = 36. Como M = 36 es multiplo de 3, no es
multiplo de 8, no es un cubo perfecto, no es mayor que 40 y M + 1 = 37 si es primo,
hay exactamente 2 afirmaciones verdaderas.

Solucion del problema 15. La respuesta es (e).

Aproximadamente, la regién que la vaca puede alcanzar es un cuarto de circunferencia
con centro en la esquina donde la vaca estd amarrada y radio la longitud de la cuerda.
Por ello, el drea que la vaca puede alcanzar es igual a

1
Azz'ﬂ"f‘,

donde 7 es la longitud de la cuerda. Por otra parte, el drea del corral es 100 m?2, y
como la vaca puede alcanzar la mitad del 4rea del corral tenemos que A = 50m?2. Asf,
tenemos que 50m? = 172, por lo que 200m? = 2. Por lo tanto, la respuesta es

r = Qﬂ_ﬂ m
Solucién del problema 16. La respuesta es (c).
Notemos que si rotamos el mosaico en 60° en el sentido de las manecillas del reloj y

después 40° en el sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces el mosaico fue
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rotado 20° y sigue cabiendo perfectamente en el lugar del que se retird. Puesto que
360° = 18 x 20°, podemos rotar 18 veces el mosaico en 20° en torno a su centro y
en cada rotacion el mosaico cabe perfectamente en el lugar del que se quité. Si fijamos
nuestra atencién en uno de los lados del mosaico mientras se va rotando 18 veces
en 20°, vemos que ese lado coincidira con otros lados del mosaico en cada rotacién.
Esto nos muestra que el mosaico tiene al menos 18 lados. Si consideramos el poligono
regular de 18 lados, éste cumple que al rotarse 40° o 60° concide consigo mismo otra
vez, por lo que 18 es el minimo nimero de lados que puede tener.

Solucion del problema 17. La respuesta es (b).
Veremos que no hay solucién paran = 1,2, 3,4, 5, 6. Observemos que 0 < 1—70 <<
% < 1, asf que no puede ser n = 1. Puesto que

175 7<m<11<2
2 10 10 " n 2’

no puede ser n = 2. Como

2 7 m 11 3

351707 13

vemos que no hay solucién en el caso n = 3. De la misma manera, las desigualdades

2 7 m 11 3
15107 BT
3 7 m 11 4
55107 155
4 7 m 11 b5
61707 °"13"%6

nos dicen que no hay solucién en los casos n = 4, 5 y 6, respectivamente. Pero para

n = 7 tenemos que
7 5 11

0°7 15
Por tanto, el menor valor de n es 7.

Solucion del problema 18. La respuesta es (c).

Si la minima cantidad de nimeros fuera 49, podriamos dividir a los nimeros en siete
bloques cada uno con 7 nimeros. Por hipétesis cada uno de estos bloques tiene suma
menor a 15, por lo tanto la maxima suma en cada bloque es de 14 (porque todos los
numeros son enteros). Luego la suma de todos los nimeros es a lo mds 14 - 7 = 98,
entonces la suma no puede ser 100. Si tenemos 50 nimeros 2’s es claro que esta lista
cumple las condiciones, por lo tanto 50 es el minimo nimero posible.

Solucion del problema 19. La respuesta es (c).

Podemos ver que con 4 circunferencias es posible. La inica forma de que se cumpla es-
to con 4 circunferencias es que haya tres circunferencias tangentes en forma de tridngu-
lo y la cuarta sea tangente a las tres ya sea en el espacio que queda entre ellas o en la
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parte exterior de estas. Sin embargo para tener una quinta circunferencia con dicha
condicion tendria que estar en la parte exterior o interior de las tres circunferencias que
forman el tridngulo, pero de ambas maneras ya no son tangentes la circunferencia de
afuera y la de adentro.

Solucién del problema 20. La respuesta es (b).
Como el lado derecho es una diferencia de cuadrados, tenemos:

(109 + 25) — (10°%* — 25)?
= (10%%* 425 4 10524 — 25)(105%4 4 25 — 10°2* 4 25)
= (2-10%%)(50) = 100 - 10524
— 10626

de donde z = 626.

Solucién del problema 21. La respuesta es (d).

Si sacamos 9 pelotas verdes, 8 azules y una roja tendriamos 18 pelotas, pero atin no ten-
emos 2 de cada color. Sin embargo, sin importar cémo saquemos 19 pelotas, al menos
2 de ellas tienen que ser rojas (pues con las verdes y azules mdximo juntamos 17) y
andlogamente al menos 2 de ellas serdn azules y 2 de ellas verdes. Asi, la respuesta es
19.

Solucién del problema 22. La respuesta es (c).

El tridngulo ADC tiene la misma altura que el tridngulo ABC' (en el vértice A), pero
la mitad del lado, de modo que tiene la mitad del drea de ABC. Del mismo modo, el
tridngulo ADFE tiene la misma altura que el tridngulo ADC (en el vértice D), pero la
mitad del lado, de modo que tiene la mitad del drea de ADC'. Asi, el tridngulo ADFE
tiene un cuarto del area del tridngulo ABC, y por tanto el drea del tridngulo ABC' es
4-16 = 64.

Solucion del problema 23. La respuesta es (b).

Para eliminar los nimeros después del digito decimal, necesitamos en primer lugar que
¢ = 0. Fijando ¢ = 0, tenemos ahora que b debe ser 0, pero ya que determinamos esto,
a puede ser cualquier digito. Esto quiere decir que hay 10 valores posibles para k. Si
tomamos ¢ = 1y a = 2, vemos que a + b + ¢ no es constante, pues en un caso vale
1 y en otro caso vale 2. De la misma manera si a = 1 no todos son pares, y mds aun,
vemos que no necesariamente a = b = c. Finalmente, para verificar que 37 divide a k,
observemos que k = 100a + 10a + a = 111a = 37 - 3a.

Solucion del problema 24. La respuesta es (c).

Trasladando los triangulos, podemos hacer coincidir A con D'y F' con C porque AC' =
DF = 2. Ademds, E'y B estarian sobre la misma linea que A por ser suplementarios
los dngulos 45° y 135°, de modo que tendriamos un tridngulo donde A es el punto
medio de uno de sus lados puesto que AB = DFE = 1. Por lo tanto, las dreas de los
tridngulos ABC'y DEF son iguales y la razén buscada es igual a 1.
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Solucién del problema 25. La respuesta es (d).
Tenemos que

1 1 1
8 ~ Z1db+d Prdatd
1 1
T w22 1da+4b  (h-2F14dbtda
. L,
= a+b)  4(a+b)
o
 2(a+b)’

Luego, a + b < 4. Este valor maximo se obtiene si y s6lo si a = b = 2. Por lo tanto, la
respuesta es 4.

Solucion del problema 26. La respuesta es (c).

Resolviendo las desigualdades (n+5)? < 2n? < (n+6)? obtenemos que 50 < (n—>5)?2
y (n— 6)2 < 72.Luego,8 <n—5yn—6 < 9,estoes, 13 < n < 14. Por lo tanto,
13 y 14 son los tnicos nimeros que satisfacen el problema.

Solucion del problema 27. La respuesta es (d).
Si el lado del tridngulo I mide x;, entonces por el teorema de Pitagoras la altura, hq,

del tridngulo I mide
2 3
=t (3) = e

Z1 hy

Z1
2

Pero entonces la longitud del lado del tridngulo II, z2, es ‘/ngzrl y la altura, hs, del

2
tridngulo II es @hl. Luego, el drea, A,, del tridngulo II es % = (?) % =

%Al, donde A; es el drea del triangulo I. Andlogamente, A3 = %AQ y Ay = %Ag,
donde A3 y A4 son las dreas de los triangulos IIT y IV, respectivamente. Como A; =
2 cm?, tenemos que

Solucién del problema 28. La respuesta es (c).
Ya que 13 divide a 6(m +11n) = (6m+n)+ 13(5n), se sigue que 13 divide a 6m +n.
De manera andloga, ya que 11 divide a 6(m + 13n) = (6m + n) + 11(7n), se sigue
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que 11 también divide a 6m + n. Por lo tanto, 11 - 13 = 143 divide a 6m + n, de
modo que 6m + n = 143k para algdn entero k. Como 6(m + n) = 143k + 5n =
6(24k+n) — (k+n), 6 debe dividir a k 4 n, de donde k +n > 6. Ahora, 6(m +n) =
143k + 5n = 138k + 5(k + n) > 138 + 30 = 168. En consecuencia, m +n > 28y
este valor minimo se alcanza con m = 23y n = 5. Asi, la respuesta es 28.

Solucién del problema 29. La respuesta es (a).
Extendamos APy AQ hasta cortar al segmento BC' en los puntos M y N, respectiva-
mente.

A

&
&
<
Q

Por el criterio de congruencia ALA, los tridngulos rectingulos ABP y M B P son con-
gruentes, lo cual implica que el tridngulo ABM es isésceles. Luego, BM = AB =
2 cm. De manera andloga, el tridngulo AC'N es is6sceles y por lo tanto NC' = AC =
2v/2 em. Por otra parte, tenemos que 4 = BC' = BN + MN + MC, de donde
MN = 4 — (BN + MC). Ademés, 4 = BC = BN + NC = BN + 22y
4 =BC =BM + MC =2+ MC, de donde 8 = BN + MC + 2 + 24/2. De aqui,
BN + MC = 6 —2v/2. Por lo tanto, M N = 4 — (6 — 21/2) = 2/2 — 2. Finalmente,
como P es el punto medio de AM (pues los tridngulos rectangulos ABP 'y M BP son
congruentes) y () es el punto medio de AN (pues los tridngulos rectangulos ACQ y
NCQ son congruentes), por el teorema de Thales obtenemos que M N = 2P(Q) y por

lo tanto PQ) = @ = @ =2 —-1cm.

Solucién del problema 30. La respuesta es (b).

La suma de los nimeroses 1 +2 43+ --- 4+ 7 = &28 = 28. Llamemos x al nimero
central, como queremos que la suma de cada uno de los tridngulos sombreados sea la
misma, 28 — x tiene que ser divisible entre 3. Luego, los posibles valores de x son 1, 4
0 7. Veamos cada caso:

1. Si z = 1 entonces la suma de los nimeros en los vértices de cada tridngulo es
1+ %7 = 10. Los otros dos nimeros en cada uno de los tridngulos tienen que
sumar 9, entonces la tnica eleccién posible es para uno de los tridngulos 7'y 2,
para el segundo 6 y 3, finalmente para el tercer tridngulo serd 4 y 5.

2. Si x = 4 entonces la suma de los nimeros en los vértices de cada tridngulo
sombreado es 4 + % = 12. Los otros dos nimeros de cada tridngulo tienen que
sumar 8, entonces la tinica eleccion posible de los nimeros restantes es 7'y 1 para

uno de los tridngulos, 6 y 2 para el segundo tridngulo y para el tercer tridngulo 5
y 3.
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3. Si z = 7 entonces la suma de los nimeros en los vértices de cada tridngulo
sombreado es 7+ 23—1 = 14. Los otros dos nimeros de cada uno de los tridngulos
son5y 2,4y 3,y finalmente 6 y 1.

En el centro podemos colocar 3 nimeros distintos. Para cada uno de estos niimeros
centrales tenemos tres tridngulos distintos que pueden ser permutados de 3! formas
distintas. En los otros dos vértices del tridngulo los dos nimeros se pueden permutar,
luego, tenemos en total 23 = 8 posibles acomodos para los tres tridangulos. Por lo tanto,
el niimero de configuraciones distintas es 3 x 3! x 23 = 3 x 6 x 8 = 144.



Problemas de Entrenamiento

Esta es la seccidn interactiva de la revista y su construccién sélo es posible con la
participacion entusiata de todos sus lectores. Los siguientes 10 problemas que presen-
tamos carecen de solucién pues estdn esperando a que tud los resuelvas. Acepta el reto y
resuelve uno o todos los Problemas de Entrenamiento 'y una vez que lo logres, envianos
tus soluciones cuanto antes para que puedan salir publicadas con tu nombre impreso.

Las soluciones de los problemas de esta seccion se escogerdn de entre las participa-
ciones recibidas por parte de la comunidad olimpica de todo el pais.

Con el fin de dar tiempo a nuestros lectores para la redaccién y envio de sus tra-
bajos, las soluciones de los problemas presentados en cada nimero de la revista, se
publican 3 nimeros después. Para ello, ponemos a tu disposicién nuestra direccién:
revistaomm@gmail.comy ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu con-
tribucién, inmediatamente nos pondremos en contacto contigo para comentar y en su
caso, publicar tu trabajo.

Problemas de Entrenamiento.
Ano 2014 No. 1.

Problema 1. En un tridngulo ABC, sea D un punto sobre el segmento BC' tal que
BD =14c¢m, AD = 13¢my DC = 4 cm. Sabiendo que AB = AC, calcula el drea
del tridngulo ABC.

Problema 2. Dado un nimero natural N, multiplicamos todos sus digitos. Repetimos
este proceso con el nimero obtenido cada vez hasta obtener un nimero de un solo
digito, al cual le llamaremos el primitivo de N. Por ejemplo, como 3 -2 -7 = 42y
4 -2 = 8, concluimos que el primitivo de 327 es 8. Encuentra el mayor nimero natural
tal que todos sus digitos son diferentes y su primitivo es impar.
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Problema 3. En un pizarrén estén escritos los niimeros 12,22, 32,42, ..., 20142, Fran-
cisco y Sergio borran alternadamente un nimero del pizarrén, hasta que s6lo quedan
dos nimeros. Si la diferencia entre ellos es multiplo de 2015, gana Sergio y en caso
contrario, gana Francisco. Si Francisco es el primero en jugar, ;quién tiene estrate-
gia ganadora? (se dice que un jugador tiene estrategia ganadora si puede asegurar su
victoria sin importar c6mo juegue su rival).

Problema 4. Un tridngulo ABC' es tal que su dngulo en A es de 60°. Sean Dy F
puntos sobre los lados AB y AC respectivamente de manera que BD = DE = EC.
Sea O el punto de intersecciéon de BE y DC'. Demuestra que O es el circuncentro del
tridngulo ABC.

Problema 5. Demuestra que:

a) 31 75—+ 3 31 77—+ -+ 3 3 L 3 > 3.
V124 1.2+ V22 V324 /3-4+ V42 /99924 /999-1000+ v/10002 2

el

b)\'a/—2 31 3= 1 3 31 =+ "+ 3 3 ! 3 <2

22+ V/2:3+V32 | V424 V45452 V99824 ¥/998-999+ /9992 2
Problema 6. La FIFA desea cambiar la modalidad del mundial. En el torneo partici-
pardn 32 equipos, los juegos de cada ronda se decidirdn por sorteo y en cada partido
entre dos equipos exactamente uno, el ganador (no hay empates), pasard a la siguiente
ronda. La FIFA tiene un ranking de los 32 equipos ordendndolos de mejor a peor. En la
primera ronda del torneo se realizardn 16 partidos y los 16 ganadores pasan a la segun-
da ronda, en la segunda ronda se jugaran 8 partidos y los 8 equipos ganadores pasan
a la tercera ronda asf hasta que en la cuarta ronda habrd 2 partidos y los ganadores
jugarén la final. Supongamos que si un equipo A estd en mejor posicion en el ranking
de la FIFA que un equipo B entonces si A y B juegan, A le gana a B, por ejemplo el
equipo 1 en el ranking siempre gana. Bajo esta suposicion, ;cudl es el peor equipo que
puede disputar la final?

Problema 7. Determina el mayor nimero real m tal que (2% + y?)% > m(z3 + y3)?2
para cualesquiera niimeros reales positivos x, ¥.

Problema 8. Sea m un entero positivo. Demuestra que

- (2m)!
Z (n!(m — n)!)?2

n=0

es el cuadrado de un entero.

Problema 9. Todos los miembros de un senado son divididos en .S comisiones. Cada
comision tiene al menos 5 senadores y cualesquiera dos comisiones tienen un niimero
diferente de senadores. Después de la primera sesion se crean nuevas comisiones (tam-
bién cada una con al menos 5 senadores) y algunos senadores se quedan sin estar en
alguna comisién. Resulté que cualesquiera dos senadores que estaban en una mis-
ma comision, ya no estdn en la misma comisién. Demuestra que al menos 45 + 10
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senadores se quedaron fuera de las comisiones. Y muestra cémo puede darse exacta-
mente que 45 + 10 senadores se queden fuera.

Problema 10. Sea ABC un tridngulo acutdngulo con gravicentro G tal que ZAGB =
2/ ACB. Demuestra que ZACB > 60°.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Ano 2013 No. 2.

A continuacién presentamos las soluciones de los problemas de entrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 2, afio 2013. Recuerda que en el siguiente nimero de la revista
aparecerdn las soluciones de los problemas de entrenamiento propuestos en Tzaloa 3,
afio 2013, por lo que todavia estds a tiempo para que tus trabajos puedan salir publica-
dos dédndote todo el crédito que mereces.

Problema 1. En el tridngulo rectangulo ABC, M es el punto medio de la hipotenusa
BC'y H es el pie de la altura trazada desde A, sobre BC'. Consideramos a la recta
que pasa por M y es perpendicular con AC' y nos fijamos en su intersecciéon P con la
circunferencia circunscrita del tridngulo AMC'. Si BP corta a AH en K, demuestra
que AK = KH.

Solucién. Tenemos que AB y M P son ambos perpendiculares con AC'y como BM =
MC, tenemos que M P corta a AC en su punto medio D. De aqui se sigue que M P
es un didmetro de la circunferencia circunscrita del tridngulo AM C, por lo que M C
es perpendicular a PC.

4 B
K
H
P L s
C
Entonces, los tridngulos M C'D y M PC' son semejantes y tenemos que %—g = %.
Entonces, como M es el punto medio de BC, tenemos que % = %, y como

ademas /DMB = /BM P, entonces los tridngulos DM B y BM P, también son
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semejantes. De aqui, se sigue que Z/CBD = /BPM = /ABK. Por otra parte,
los tridangulos BAH y BC A son semejantes, pues ZAHB = ZABC. Luego, como
/ZCBD = ZABK y BD es mediana en el tridngulo BAC, se sigue que BK debe
ser mediana del tridngulo BH A, por lo que K es el punto medio de AH. Por lo tanto,
AK = KH.

Problema 2. Hay 13 monedas idénticas en apariencia pero sélo 12 de ellas pesan lo
mismo, y no se sabe si la décimo tercera moneda pesa mas o menos que las demds.
Muestra que es posible determinar la moneda diferente utilizando tres pesadas en una
balanza de platillos.

Solucion. De las 13 monedas seleccionemos dos grupos de 4 monedas: Ay, Ay, Ag, Ay
y By, Bs, B3, By y las pesamos. Sobran 5 monedas, C1,Cy, Cs,Cy y Cs, y tenemos
dos posibilidades:

1. Labalanza estd equilibrada. En este caso la moneda estd en las 5 restantes. Ahora
pesamos A1, As, A3y Cy, Cy, Cs. Tenemos dos posibilidades:

= La balanza esta en equilibrio. Luego la moneda diferente es C4 0 C5 y con
una pesada mds, por ejemplo Cy con A;, podemos determinar si Cy es la
moneda diferente o lo es C5.

= La balanza esta desequilibrada. Entonces supongamos, sin pérdida de ge-
neralidad, que el grupo C1C>C3 es mas pesado que A; Az As. Luego la
moneda diferente es Cy, Cy o C3 y pesa mds que las otras. Entonces, con
una tercera pesada, por ejemplo C; y Cy podemos determinar cudl de las
tres monedas pesa més.

2. La balanza estd desequilibrada. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el
grupo A; As A3 A4 es mds pesado que By By B3 By. Luego, las monedas C; para
¢ = 1,...5 no son las monedas de peso distinto. Ahora pesamos A; A3 B; y
A3 B5Cy. Tenemos tres posibilidades:

s Estd en equilibrio. Entonces la moneda diferente es A4, B3 0 B4. Hacemos
la tercera pesada con Bs y By, si estd en equilibrio la moneda diferente es
Ay y si estd en desequilibrio la moneda diferente es la que pesa menos.

s Elgrupo A; A3 B es mds pesado que A3 BoC1 . Entonces como A; Ay A3 Ay
es mas pesado que By By B3 By, la moneda diferente es Ay, A2 0 Bs. En
la tercera pesada tomamos a Ay y Ao, si la balanza estd en equilibrio, en-
tonces la moneda mds pesada es By, de lo contrario la moneda diferente es
la més pesada de las dos.

= El grupo A; A3 B; es mas ligero que A3 B>C'. Entonces como A; Ay A3 Ay
es mds pesado que BBy B3B4, la moneda diferente es B; o As. En la
tercera pesada consideramos a By y (. Si estd en equilibrio la moneda
distinta es As, de lo contrario es Bj.
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Problema 3. Un entero positivo n es bueno si es divisible entre todos sus factores
primos al cuadrado. Por ejemplo, el 72 es bueno ya que sus factores primos son 2 y 3,
y 72 es miiltiplo de 22 y de 32. Demuestra que hay una infinidad de parejas de niimeros
enteros consecutivos buenos.

Solucién. Primero notemos que si a y b son buenos, entonces ab es bueno. Esto se debe
a que si p es un factor primo de ab podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
p divide a a. Como a es bueno, se tiene que p? divide a a y con esto, p? divide a ab.
Luego, ab es bueno.

Ademads, todos los cuadrados perfectos son buenos, ya que si p es un factor primo,
deberd aparecer al menos dos veces en la descomposicion en primos del cuadrado.

Ahora, supongamos que a y a + 1 son ambos buenos. Como 4 es bueno, se tiene que
4a(a + 1) es un nimero bueno. Y 4a(a+ 1) +1 =4a?> +4a+1 = (2a + 1)? es un
cuadrado perfecto y por tanto también es bueno. Luego, 4a(a+ 1) y 4a(a+ 1) + 1 son
buenos y son mayores que a + 1. Asi, siempre que tengamos una pareja de nimeros
buenos consecutivos, podemos encontrar otra mds grande. Y como 8, 9 es una pareja de
nimeros consecutivos tales que ambos son buenos, se demuestra que hay una infinidad
de parejas de nimeros buenos consecutivos.

Problema 4. En la figura, AC mide 2 ¢cm, B es el punto medio de AC'y los tridngulos
ABD y BCE son equilateros. Si Py @ son los centros de ABD y BC'E, respectiva-
mente, encuentra el radio de la circunferencia que pasa por P, Q y B.

D E

Solucién. Los centros Py @ de los tridngulos ABD y BCE son los centroides de
los tridngulos, los cuales satisfacen que PQQ = AB = 1cm. Como BP y B(@ son
radios de las circunferencias circunscritas de los tridngulos ABD y EBC, tenemos
que BP = BQ@ y en consecuencia el triangulo B P(Q) es is6sceles. Ademads, como BP
y BQ son las bisectrices de los dngulos ZABD y ZEBC, respectivamente, tenemos
que ZPB@ = 30° + 30° 4+ 60° = 120°, yaque ZDBE = 60°. Luego, Z/BP(Q =
/BQP = 18021207 — 300,

Si inscribimos el tridngulo BP(Q) en una circunferencia, llamemos F' al punto diame-

tralmente opuesto a B. Luego, como BPF'Q es ciclico, ZPF(@Q = 180° — ZPBQ =
60°y ZBPF = /BQF = 90°, ya que BF es un didmetro.



34 Problemas de Entrenamiento

A B C

Entonces, ZPQF = ZQPF = 60°. Por lo tanto, el tridngulo PQF es equilitero
de lado 1 y el radio de su circuncirculo es dos tercios de la longitud de la altura. La

longitud de la altura de un tridngulo equildtero de lado 1 es /1 — i = @ Ahora,
2. V3 _ V3
3772 3

Problema 5. Durante el afio 2011 una libreria, que abria los siete dias de la semana,
vendi6 por lo menos un libro por dia y un total de 600 libros en el afio. Demuestra
que existe necesariamente un periodo de dias consecutivos donde se hayan vendido
exactamente 129 libros.

Solucién. Denotemos por a; el total de libros vendidos hasta el final del i-ésimo dia.
Por ejemplo, a5 es el total de libros vendidos hasta el quinto dia y ass — as; es el
total de libros vendidos entre los dias 35 y 32 (inclusive). Entonces a; < as < a3z <
-+ < azes < azes = 600. Ahora veamos que existen a; y a;, con 4, j €nteros positivos
menores o iguales que 365,y j > 14, tales que a; — a; = 129.

Sumemos 129 a cada término de a1 < as < ag < --- < ages < azgs = 600, entonces
tenemos que,

a1 +129 < as +129 < a3z +129 < --- < azes + 129 < ages + 129 = 729.

Si denotamos por b; cada uno de estos términos tenemos que, b; = a; + 129 y que,
by < by < b3 < --- < bsgg < bges = 729. Luego hay 730 términos: 365 términos a;
y 365 términos b;, con a; # a; parat # j y con by # b; para k # [. Como estos 730
enteros positivos estdn entre 1 y 729, entonces por el principio de las casillas tenemos
que existen dos valores que son iguales. Como cada a; es distinta y cada b; es distinta,
entonces existe una a,, que es igual a una b,,, es decir, a,,, = a, + 129, de donde,
am — a, = 129. Por lo tanto, existe un periodo de dias consecutivos, m — n dfas,
donde se vendieron exactamente 129 libros.

Problema 6. Sean ABC un tridngulo acutdngulo y J un punto en su interior. Supong-
amos que las reflexiones de H sobre cada uno de los lados del tridngulo estdn sobre el
circuncirculo de ABC. Demuestra que J es el ortocentro de ABC'.

Solucién. Esta es una propiedad del ortocentro. Lo que este problema pide es demostrar
que esta propiedad solo la tiene el ortocentro. Sean H el ortocentro, D, E'y I los pies
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de las alturas y X, Y y Z las intersecciones de AH, BH y C'H con el circuncirculo
del tridngulo ABC, respectivamente.

C

~

b
:Nﬁj =
o

Como C'AZ B es ciclico, tenemos que LZABZ = ZACZ. Por otro lado, como CEF B
es ciclico (yaque ZCEB = ZCFB = 90°) se sigue que LZABH = LACZ. Luego,
/ABH = ZABZ ylos tridngulos ABH y ABZ son congruentes por el criterio ALA,
dedonde HF = FZ y Z es lareflexion de H sobre el lado AB. Analogamente puede
verse que las otras dos reflexiones estan en el circuncirculo. Por otro lado, como Z es
la reflexion de H sobre AB, se tiene que ZAHB = ZAZB = 180° — ZBCA (la
ultima igualdad es porque AZ BC' es ciclico).

Ahora, volvamos al problema.

~

S
N -
D
ool

Llamemos X, Y y Z a las reflexiones de .J sobre los lados BC, CA 'y AB, respecti-
vamente. Como Z es la reflexion de J sobre AB, se tiene que LAJB = LAZB =
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180°—ZBC A. Luego, J estd sobre el circuncirculo del tridngulo ABH (pues LZAJB =
/AH B). Analogamente, J estd sobre el circuncirculo del tridngulo BC' H. Estos cir-
cuncirculos se cortan en exactamente dos puntos: H y B. Como J es un punto del
interior, .J tiene que ser igual a [ y terminamos.

Problema 7. Se tienen 14 cartas. Cada una de ellas tiene escrito un +1 o un —1.
Luego, las cartas se meten en 14 sobres. Si es posible preguntar cudl es el producto de
los niimeros contenidos en tres sobres, ¢ cudl es el minimo nimero de preguntas que se
necesitan hacer para saber el producto de los 14 nimeros?

Solucién. Veamos que 6 es el minimo. Hacemos preguntas para 4 grupos de 3 cartas
diferentes y con ello podemos saber cudl es el producto de 12 nimeros. Quedan dos
numeros: x e y. Para esto, hacemos las preguntas que nos digan cudnto valen los pro-
ductos abx y aby (donde a y b son nimeros en otras cartas). Si abz = aby tenemos
que z = yyazy = 1ysiabx # aby tenemos que x # y y xy = —1. Luego, podemos
conocer el valor de xy con dos preguntas y con ello, el producto de las 14 cartas.
Basta probar que no se puede lograr con 5 o menos preguntas. Como cada pregunta
involucra tres nimeros, son necesarias al menos 5 preguntas (con cuatro preguntas
involucrarfa a lo mas 12 nimeros). Asi, basta ver que no se puede con exactamente 5
preguntas.

Supongamos que se puede con 5 preguntas. Como 5 - 3 = 15 y cada niimero debe estar
en al menos una pregunta, tenemos que hay exactamente un nimero que aparecié en
dos preguntas y que todos los demds aparecen en exactamente una pregunta. Sea x ese
nimero y digamos que se preguntaron los productos abx y cdx (donde a, b, ¢, dy x
son todos de diferentes cartas). Como las otras tres preguntas fueron para los otros 9
nimeros, deberfamos de poder determinar abcdzx a partir de abx y cdx. Esto no siempre
es posible, ya que si abx = cdx podemos deducir que abed = 1, pero x podria ser +1
o —1. Luego, no es posible lograrlo con 5 preguntas y concluimos que son necesarias
al menos 6 preguntas.

Problema 8. Demuestra que si (z, y, z) es una solucién del sistema de ecuaciones

= 2’ +pr+q,
z = yY4+py+a,
x = Z24pzty,

para ciertos valores de p y ¢, entonces z%y + 3%z + 2%z > 22z + y?z + 2%y.

Solucién. Si multiplicamos cada una de las ecuaciones del sistema por y, z, x, respec-
tivamente, obtenemos,

= 2y + pry + qy,
2 = yrtpyz+az,
? = 2%z + pxrz + qx.

Sumando estas tres ecuaciones obtenemos

x2+y2—|—z2:x2y+y2z—|—z2x+pxy+pxz—|—pyz+q:17—|—qy+qz. (1)
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Por otra parte, si multiplicamos cada una de las ecuaciones del sistema original por z,
x, y, respectivamente, obtenemos

Yyz = :v22+pgcz+qz,
Zr = yzx + pxry + qx,
vy = 2y+pyz+aqy.

Sumando estas tres ecuaciones obtenemos
xy—i—:vz—l—yz:x2z+y2x+z2y+pxy+pxz+pyz—|—qx+qy+qz. 2
Restando (2) de (1) obtenemos
w2 P 22— (xy + 2z Fyz) = 2%y oyl + 222 — (%2 +yie + 2.

Por lo tanto, demostrar que 2%y + y?z + 2%z > 22z + y?z + 2%y es equivalente a
demostrar que 2% + y? + 22 > 2y + w2 + y=z. Pero esta tltima igualdad es cierta ya
que 22 + 3% > 22y, 22 + 22 > 2wz y y? + 22 > 2yz2.

Problema 9. Cada lado de un cuadrado de 1 x 1 es la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo externo. Sean A, B, C'y D los vértices de estos tridngulos rectdngulos y
sean O1, Oz, O3y O4 los incentros de dichos tridngulos. Demuestra que:

= El drea del cuadrildtero ABC'D es menor que 2.

» El drea del cuadrilatero O1 02030, es menor que 1.

Solucién. Comenzaremos probando el siguiente resultado.
Lema. El drea de cualquier cuadrildtero trazado dentro o sobre un circulo de radio R
siempre es menor o igual que 2R?.

Demostracion. Sea ABC'D un cuadrildtero dentro o sobre un circulo de radio Ry
centro O. Supongamos que los rayos OA y OB cortan a esta circunferenciaen A’ y
B’, respectivamente. Entonces, el drea del tridngulo ABO es:

S(ABO) = %AO - BOsen(ZAOB) < %AO -BO < %OA’ -OB' = %RQ.
y el drea del cuadrilitero ABC'D es
S(ABCD) = S(ABO) + S(BCO) + S(CDO) + S(DAO)
1 1 1 1
cip2iip2,tp2, 1p2
_2R +2R +2R +2R
=2R?,

con lo que el lema queda demostrado y podemos regresar al problema.
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Llamemos K LM N al cuadrado dado y O a su centro. Comenzamos notando que los
puntos A, B, C'y D estan sobre semicirculos de didmetro 1. Sea P el punto medio del
lado K L. Entonces, AO < OP + AP = % + 1 = 1. De forma anéloga, obtenemos
que BO < 1,CO < 1y DO < 1, lo que significa que los puntos A, B, C'y D estan
sobre o en el interior de la circunferencia con centro en O y radio » = 1. Finalmente,
por el lema concluimos que S(ABCD) < 2.

Para la segunda parte, comencemos considerando que O es el incentro del tridngulo
AKL.

A

01

kUﬂ

Entonces, dado que O; esta sobre las bisectrices del tridngulo rectangulo AK L, tene-
mos que para cualquier posiciéon de A, ZO1 LK + ZO1 KL = 45° y por lo tanto la
medida del dngulo Z K O; L es constante e igual a 135°.

Ahora, si nos fijamos en el cuadrildtero O; LM K, observamos que /KO L+/LMK =
135°4-45° = 180°, por lo que concluimos que es conciclico y O; estd sobre la circun-

ferencia con centro en O y radio r = @ Entonces, O0O; = @ De forma andloga,

obtenemos que 002 = 003 = 004 = @ Aplicando nuevamente el lema, obtene-
mos que S(0102050,4) < 1.

Problema 10. Para cada entero positivo n sea P(n) el nimero de polinomios cuadraticos
p(z) = ax? + bx + c cuyas rafces son nimeros enteros y los coeficientes a, b, ¢ son
ndmeros del conjunto {1,2,...,n}. Demuestra que n < P(n) < n? paratodon > 4.

Solucién. Como las ecuaciones cuadriticas 2> + kx +k —1 =0parak = 2,3,...,n
y 222 +4x + 2 = 0, 22 + 42 + 4 = 0 tienen raices enteras, podemos concluir que
P(n) > n.

Sea f un polinomio que satisface las condiciones dadas. Escribamos a f en la forma
f(z) = a(z + a1)(x + az) con a1 y az nimeros enteros, y a,a(a; + az),aajas
nuimeros del conjunto {1,2,...,n}. Como a > 0y aajas > 0, a; y az deben ser
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ambos positivos o ambos negativos. Si a; < 0y as < 0, entonces a; + a2 < 0y en
consecuencia, a(a; + az) < 0 lo cual es una contradiccién. Luego, a; > 0y az > 0.
Tenemos entonces que 1 < a < n,a; > 0,a2 > 0y 1 < aajas < n, de donde
1<a;<nyay< aZl

Ahora, si a y a1 son nimeros del conjunto {1,2,...,n}, hay [ ;2-| valores posibles
para ag, pues 1 < ag < ¢ |x] denota el mayor entero que es menor o igual
que x, esto es, |z] es el umco enterotal que z — 1 < [z < ).

De aqui, P(n) = Z LLJ y por lo tanto
aaq

1<a<n
1<a1<n
n 1 1 1 1 1\2
P(n) < = = — “l=n(14z4=+-+=) .
(n)* Z aai n( Z a1><z a) n( +2+3+ +n)
1<a<n 1<a;<n 1<a<n
<ai;<n

Demostraremos por induccién en n que 1 + 1 5+ i 3+ + < Lonsin>T1.
Sin = 7, tenemos que 1 + % + -+ Z = 363 Ahora, ?23 < /T siy sélo si
3632 < 7(140?) lo cual es cierto, pues 363 = _ 131 769y 7(140%) = 137, 200.

Supongamos que la desigualdad es cierta para algin & > 7. Entonces,

1 1
(1+—+-~-+—) <Vk+—
k+1

2 k k—i—l

Ahora, basta demostrar que Vk + k+1 < Vk+1,estoes, VkE+1—Vk > k+r1

Esta iiltima desigualdad es equivalente a la desigualdad k + 1 > vk + vk + 1 pues
_ 1

VE+1-—Vk= NEsEe Por lo tanto,

k+1>VE4+VE+1e (k+1)2>VE+VE+1)2 o k2> 20/k(k+1).

Ahora, como k£ > 0, por la desigualdad media aritmética - media geométrica tenemos
que 24/k(k+1) <2k+1yesclaroque 2k +1 < k?sik > 3, pues k> =2k —1 > 0
equivale a (k — 1)? > 2 la cual claramente se cumple si k > 3.

Por lo tanto,

1 1\?
P(n)gn(1+§+-~-+—) <n(vn)*=n? si n>"7.
n

Sélo falta analizar los casosn =4,n =5y n = 6.

= Para P(4) tenemos que a,a(a1 + a2),aa1az € {1,2,3,4}. Sin pérdida de ge-
neralidad, podemos suponer que a; < ao. Luego, tenemos las posibles ternas
(a,a1,a2) = (1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,2,2) y (2,1,1). Asi, P(4) =

= Para P(5) debemos tener que a, a(a1 + az),aa1az € {1,2,3,4,5}, de modo
que ademds de las ternas encontradas en el caso n = 4 tenemos la terna (1, 1, 4).
Asi, P(5) = 6.
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= Para P(6) debemos tener que a, a(a1 +az), aaras € {1,2,3,4,5,6},de manera
que ademds de las seis ternas encontradas en los dos casos anteriores tenemos
las ternas (1,1, 5),(1,2,3) y (2,1, 2). Asi, P(6) = 9.

Como P(4) =5 < 4%, P(5) = 6 < 5% y P(6) = 9 < 62, concluimos que P(n) < n?
sin > 4.

Reto: Haciendo un andlisis mds detallado de la solucién anterior, demuestra que

2
P(n)g% si n>5.



Concurso Nacional 2013
272 Olimpiada Mexicana de

Matematicas

Del 24 al 30 de noviembre de 2013 se llevé a cabo en Huasca de Ocampo, Hidalgo,
el Concurso Nacional de la 27% Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la partici-

pacidn de todos los estados de la Republica.

Los 20 alumnos ganadores del primer lugar (ordenados por estados) fueron:

Arturo Arellano Arias (Campeche).

Luis Enrique Chachén Ochoa (Chihuahua).
José Nieves Flores Mdynez (Chihuahua).
Luis Carlos Garcia Ramos (Chihuahua).
Jorge Pat De la Torre Sanchez (Coahuila).
Zeus Caballero Pérez (Distrito Federal).
Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco).
Juan Carlos Ortiz Rhoton (Jalisco).

Miguel Angel Prado Godoy (Jalisco).
Oscar Samuel Henney Arthur (Michoacén).
Juan Carlos Castro Fernandez (Morelos).
Joseandres Hinojoza Ortufio (Morelos).
Marlet Morales Franco (Nayarit).

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Leon).

Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Le6n).
Diego Fajardo Rojas (Puebla).

Jorge Luis Marroquin Lépez (Puebla).

Pablo Meré Hidalgo (Querétaro).

Sandra Berenice Mendoza Pefitiiuri (Sonora).
Luis Xavier Ramos Tormo (Yucatan).
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Los 7 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemadtica de Centroamérica y el
Caribe fueron:

Arturo Arenas Esparza (Chihuahua).

José Nieves Flores Mdynez (Chihuahua).
Antonio Lépez Guzman (Chihuahua).

Karol José Gutiérrez Sudrez (Colima).

Saiil Adridn Alvarez Tapia (Distrito Federal).
Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco).
Jesis Emilio Dominguez Rusell (Sinaloa).

Los 7 alumnos preseleccionados para la Competencia Internacional de Matematicas
(IMC) fueron:

Sergio Felipe Lopez Robles (Colima).

Victor Hugo Almendra Hernandez (Distrito Federal).
Leonardo Ariel Garcia Moran (Jalisco).

Juan Carlos Castro Fernandez (Morelos).

Rodolfo Flores Jiménez (Puebla).

Fernando Isai Sdenz Meza (Tlaxcala).

Juan Eduardo Castafiedo Hernandez (Zacatecas).

Las 9 alumnas preseleccionadas para la Olimpiada Europea Femenil fueron:

Nayeli Reyes Moreno (Baja California).

Myriam Hernandez Ketchul (Baja California Sur).
Naomi Mastache Lépez (Guerrero).

Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco).

Alka Xavier Earathu (Morelos).

Marlet Morales Franco (Nayarit).

Maria Cecilia Rojas Cuadra (Puebla).

Sandra Berenice Mendoza Pefidiiuri (Sonora).
Katya Denisse Ortega Luna (Tlaxcala).

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado los estados de la Republica apoyando a sus concursantes.
Con el propésito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados que
obtuvieron los primeros 10 lugares en el Concurso Nacional de la 27 OMM.

1. Chihuahua.
2. Nuevo Ledn.
3. Jalisco.
4. Yucatan.

5. Morelos.

6. Puebla.

7. Distrito Federal.
8. Michoacan.

9. San Luis Potosi.
10. Sonora.
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En esta ocasion, el premio a la Superaciéon Académica se llamé Copa “Fray Diego
Rodriguez”, y fue ganado por Chihuahua. El segundo y tercer lugar de este premio lo
ocuparon Puebla y Michoacén, respectivamente.

A continuacion presentamos los problemas del Concurso Nacional 2013. Los alumnos
tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para resolverlos.

Problema 1. Se escriben los niimeros primos en orden, p; = 2,p2 =3,p3 =5, ....
Encuentra todas las parejas de niimeros enteros positivos a y b con a — b > 2, tales que
Pa — Db divide al nimero entero 2(a — b).

(Problema sugerido por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval)

Problema 2. Sea ABCD un paralelogramo con angulo obtuso en A. Sea P un punto
sobre el segmento BD de manera que la circunferencia con centro en P y que pasa por
A,cortealarecta ADen AyY,ycortealarecta ABen Ay X.Larecta AP intersecta
aBCen@QyaCD en R, respectivamente. Muestraque /X PY = /XQY +/ZXRY.

(Problema sugerido por Daniel Perales Anaya)

Problema 3. ;Cual es la mayor cantidad de elementos que puedes tomar del conjunto
de ndmeros enteros {1,2,...,2012,2013}, de tal manera que entre ellos no haya tres
distintos, digamos a, b, c, tales que a sea divisor o multiplo de b — ¢?

(Problema sugerido por Marco Antonio Figueroa Ibarra)

Problema 4. Un cubo de n x n x n esta construido con cubitos de 1 x 1 x 1, algunos
negros y otros blancos, de manera que en cada uno de los subprismas de n x 1 x 1,
del xnx1lydel x 1 x n hay exactamente dos cubitos negros y entre ellos hay
un nimero par (posiblemente 0) de cubitos blancos intermedios. Por ejemplo, en la
siguiente ilustracidn, se muestra una posible rebanada del cubo de 6 x 6 x 6 (formada
por 6 subprismas de 1 x 6 x 1).

Muestra que es posible sustituir la mitad de los cubitos negros por cubitos blancos para
que en cada subprismaden x 1 x 1,de 1 x n x 1 yde 1 x 1 x n haya exactamente un
cubito negro. (Problema sugerido por Maria Luisa Pérez Segui)
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Problema 5. Una pareja de enteros es especial si es de 1a forma (n,n—1) o de la forma
(n—1,n) con n un entero positivo. Muestra que una pareja (n, m) de enteros positivos
que no es especial, se puede representar como suma de dos o mds parejas especiales
diferentes si y s6lo si los enteros n y m satisfacen la desigualdad n +m > (n — m)2.
Nota: la suma de dos parejas se define como (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d).

(Problema sugerido por Rogelio Valdez Delgado)

Problema 6. Sea A; A ... Ag un octagono convexo, es decir, un octigono donde todos
sus dngulos internos son menores que 180°. Ademads los lados del octagono tienen la
misma longitud y cada par de lados opuestos son paralelos. Paracadai = 1,...,8,
definamos el punto B; como la interseccion del segmento A;A; 4 con el segmento
A;_1A;11,donde A3 = A; y Bjyg = Bj, para todo niimero entero j.

Muestra que para algin nimero %, de entre los niimeros 1, 2, 3 y 4, se cumple que

|Ai Ay

3
<2,
|BiBiya| — 2

(Problema sugerido por Jesus Jerénimo Castro)



Olimpiadas Internacionales

XXVIII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Del 20 al 28 de septiembre de 2013 se 1levé a cabo la XX VIII Olimpiada Iberoameri-
cana de Matemiticas en la ciudad de Panam4, Panamad. La delegacion mexicana estuvo
integrada por los alumnos: Diego Alonso Roque Montoya y Kevin William Beuchot
Castellanos, ambos de Nuevo Leodn, Juan Carlos Ortiz Rhoton de Jalisco y Luis Xavier
Ramos Tormo de Yucatdn. Juan Carlos y Luis Xavier obtuvieron medalla de oro con
examen perfecto, mientras que Diego Alonso y Kevin William obtuvieron medalla de
plata. México ocupd el tercer lugar de entre los 20 paises participantes. Los profesores
que acompafiaron a la delegacion fueron Marco Antonio Figueroa Ibarra (lider) y Luis
Eduardo Garcia Herndndez (colider). Los profesores José Antonio Gémez Ortega y
Maria Luisa Pérez Seguf participaron como coordinadores en esta olimpiada.

A continuacién presentamos los problemas de la XX VIII Olimpiada Iberoamericana de
Matematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolver-
los.

Problema 1. Un conjunto S de enteros positivos distintos se llama canalero si para
cualesquiera tres nimeros a, b, ¢ € S, todos diferentes, se cumple que a divide a bc, b
divide a ca y c divide a ab.

1. Demostrar que para cualquier conjunto finito de enteros positivos {c1, co, ..., ¢ }
existen infinitos enteros positivos k, tales que el conjunto {kc1, kca, ..., kep }es
canalero.

2. Demostrar que para cualquier entero n > 3 existe un conjunto canalero que
tiene exactamente n elementos y ningiin entero mayor que 1 divide a todos sus
elementos.

Problema 2. Sean X, Y los extremos de un didmetro de una circunferenciaI' y N el
punto medio de uno de los arcos XY de I'. Sean A y B dos puntos en el segmento XY
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Lasrectas N Ay N B cortan nuevamente a I" en los puntos C'y D, respectivamente. Las
tangentes a I' en C'y D se cortan en P. Sea M el punto de interseccién del segmento
XY conel segmento N P. Demostrar que M es el punto medio del segmento AB.

Problema 3. Sea A = {1,2,3,...,n} con n > 5. Demostrar que existe un conjunto
finito B de enteros positivos distintos tal que A C By tiene la propiedad:

[[+=3

reB reB

es decir, el producto de los elementos de B es igual a la suma de los cuadrados de los
elementos de B.

Problema 4. Sean I una circunferencia de centro O, AE un didmetro de I' y B el punto
medio de uno de los arcos AFE de I'. El punto D # E esté sobre el segmento OF. El
punto C es tal que el cuadrilatero ABC'D es un paralelogramo con AB paralelo a C'D
y BC paralelo a AD. Las rectas EB y C'D se cortan en el punto F'. Larecta OF corta
al arco menor £B de I' en el punto I. Demostrar que la recta E1 es la bisectriz del
angulo BEC.

Problema 5. Sean A y B dos conjuntos tales que:
1. AU B es el conjunto de los enteros positivos.
2. AN B es vacio.

3. Si dos enteros positivos tienen como diferencia a un primo mayor que 2013,
entonces uno de ellos estd en A y el otro en B.

Hallar todas las posibilidades para los conjuntos A y B.

Problema 6. Una configuracion es un conjunto finito S de puntos del plano entre los
cuales no hay tres colineales y a cada punto se le asigna algin color, de modo que si
un tridngulo cuyos vértices estdn en S tiene un ngulo mayor o igual a 120°, entonces
exactamente dos de sus vértices son de un mismo color. Hallar el nimero maximo de
puntos que puede tener una configuracion.



Problemas y Soluciones de
Concursos Internacionales

XV Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribe

La XV Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Caribe, se realiz6 del 22 al 30
de junio de 2013 en la ciudad de Managua, Nicaragua. La delegaciéon mexicana estuvo
integrada por los alumnos: Kevin William Beuchot Castellanos, de Nuevo Ledn; Luis
Xavier Ramos Tormo, de Yucatdn; y Jorge Pat De la Torre Sdnchez, de Coahuila. Los
tres participantes obtuvieron medalla de oro y México ocupé el primer lugar entre los
13 paises participantes. Los profesores que acompafiaron a la delegacion fueron Miguel
Raggi Pérez (lider) y David Guadalupe Torres Flores (colider).

A continuacién presentamos los problemas y soluciones de la XV Olimpiada Matem4-
tica de Centroamérica y el Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas
y media cada una para resolverlos.

Problema 1. Juan escribe la lista de parejas (n,3™) conn = 1,2,3, ... en un pizarrén.
A medida que va escribiendo la lista, subraya las parejas (n, 3") cuando n y 3™ tienen
la misma cifra de las unidades. De las parejas subrayadas, ;cudl ocupa la posicién
20137

Solucién de Kevin William Beuchot Castellanos. Veamos el dltimo digito de 3™ con
n un entero positivo. Médulo 10 tenemos que 3' = 3,32 = 9, 3% = 7, 3t =1,
de donde 3*+" = (3*%)3" = (3*)*3" = 1¥3" = 3", de donde concluimos que
3™ = 3™ (mod 10) siy s6lo si n = m (mod 4).

El minimo comin multiplo de 4 y 10 es 20. Luego, si n = 3™ (mod 10), tenemos que
n+20=n = 3" = 3" (mod 10), por lo que n + 20 = 3""2° (mod 10). Por lo
tanto, basta encontrar los enteros positivos n entre 1 y 20 tales que n y 3" terminan en
el mismo digito. Como 3" solo puede terminar en 1, 3, 7 0 9, basta revisar 1, 3, 7, 9,
11,13, 17y 19.
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Utilizando que 3* = 1 (mod 10) obtenemos que los tnicos que cumplen son el 7
y el 13. Asi, el 7 ocupard la primera posicion, el 13 la segunda, el 27 la tercera y
asi sucesivamente. De donde concluimos que el 7 4 20k ocupa la posicién 2k + 1 y el
13 + 20k ocupa la posicion 2k + 2.

Por lo tanto, el nimero en la posicién 2013 termina en 7 y como de 2k + 1 = 2013
se obtiene que £ = 1006 y 20k + 7 = 20127. Por lo tanto, la pareja buscada es
(20127, 320127),

Problema 2. Alrededor de una mesa redonda estdn sentadas en sentido horario las
personas Py, P, ..., Pyy13. Cada una tiene cierta cantidad de monedas (posiblemente
ninguna); entre todas tienen 10000 monedas. Comenzando por P; y prosiguiendo en
sentido horario, cada persona en su turno hace lo siguiente:

1. Si tiene un nimero par de monedas, se las entrega todas a su vecino de la izquier-
da.

2. Si en cambio tiene un nimero impar de monedas, le entrega a su vecino de la
izquierda un nimero impar de monedas (al menos una y como maximo todas las
que tiene), y conserva el resto.

Pruebe que, repitiendo este procedimiento, llegard un momento en que todas las mone-
das estén en poder de una misma persona.

Solucién de Jorge Pat De la Torre Sanchez. Notamos que si en algiin momento todas
las personas tienen una cantidad par de monedas, en a lo mds una vuelta se tendrd que
una persona tiene todas las monedas. Esto es cierto, pues la primera de estas personas
le dard todas sus monedas al de la izquierda queddndose sin monedas y como el de
su izquierda sigue teniendo una cantidad par de monedas, esto volverd a suceder hasta
que todas las monedas lleguen a una persona. Luego, basta demostrar que en algin
momento todas las personas tendrdn una cantidad par de monedas.

Sea I la cantidad de personas que tienen una cantidad impar de monedas. Demostraremos
que si I es positivo, después de alguna cantidad finita de pasos, reduce su valor. Luego,
en algin momento [ serd 0 y terminamos.

Si una persona P; tiene una cantidad impar de monedas en su turno pasard una cantidad
impar de monedas a la persona de al lado. Si esta persona también tenia una cantidad
impar de monedas, ahora ambos tendrdn una cantidad par y la cantidad I se redujo.
De otro modo P; ahora tiene una cantidad par de monedas y sucede lo mismo con
la siguiente persona, pues ella pasard una cantidad impar de monedas a su izquierda y
asf sucesivamente hasta que aparezca otra persona con una cantidad impar de monedas,
después de lo cual, todas las involucradas terminardn con una cantidad par de monedas
y la cantidad I se reduce.

Solo basta ver que siempre que I sea positivo, habrd al menos dos personas con una
cantidad impar de monedas. Esto es cierto, pues como hay 10000 monedas, no puede
haber solo una persona con una cantidad impar de monedas.

Problema 3. Sea ABC'D un cuadrildtero convexo y M el punto medio del lado AB.
La circunferencia que pasa por D y es tangente al lado AB en A corta al segmento
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DM en E. La circunferencia que pasa por C' y es tangente al lado AB en B corta al
segmento C'M en F'. Suponga que las rectas AF' y BFE se intersecan en un punto que
pertenece a la mediatriz del lado AB. Demuestre que A, E'y C son colineales si y s6lo
si B, F'y D son colineales.

Solucién de Luis Xavier Ramos Tormo. Sea 7 la interseccién de las rectas AF' y
BE. Sean C; y Cy los circuncirculos de los tridngulos DAE y BC'F. Como T estd en
la mediatriz del segmento AB tenemos que TA=TBy /TAB = /T BA.

La potencia de M con respecto a C; es M A? y con respecto a Co es M B2, como
MA = M B se tiene que M esté en el eje radical de C; y Ca. Luego, MA? = MD -
ME = MC-MF = MB-2.

Supongamos que A, F'y C son colineales. Se tiene que LZACM = ZECM. De
MA? = MC - MF se tiene que % = % y como LZMAF = ZMCA, por el
criterio LAL deducimos que los tridngulos M AF'y M C A son semejantesy /M AF =
LMCA. Luego, ZM AF = ZM CE. De la misma manera concluimos que ZM BE =
ZMDB.

De manera similar, como M D - ME = MC - M F tenemos que %—g = % y como
ZEMF = ZCMD por el criterio LAL tenemos que los tridngulos CM Dy EMF
son semejantes, de donde ZMFE = ZCDE de donde el cuadrilitero CDEF es
ciclico. Luego, ZECF = ZEDF.

Por todas estas igualdades tenemos que

LMDB = /ZMBE=/ZMBT =/MAT =/MAF
LACM = LECF = ZEDF,

de donde los puntos D, F'y B son colineales. Andlogamente se puede ver que si estos
puntos son colineales también lo son A, F'y C, por lo que el problema queda resuelto.

Problema 4. Ana y Beatriz alternan turnos en un juego que se inicia con un cuadrado
de lado 1 dibujado en un tablero infinito. Cada jugada consiste en dibujar un cuadrado
que no se sobreponga con la figura ya dibujada, de manera que uno de sus lados sea
un lado (completo) del rectingulo que estd dibujado. Gana el juego aquella persona
que logre completar una figura cuya drea sea multiplo de 5. Si Ana realiza la primera
jugada, ;existe una estrategia ganadora para alguna jugadora?
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Solucién de Luis Xavier Ramos Tormo. Mostraremos que no existe una estrategia
ganadora para Ana ni para Beatriz. Es decir, demostraremos que ninguna de las dos
jugadoras puede ganar sin importar cémo juegue la otra. Esto es equivalente a mostrar
que tanto Ana como Beatriz siempre podran evitar que la otra gane.

En cada caso tenemos un rectangulo de a x b, cuya drea es ab. Como 5 es primo, para
que el drea sea multiplo de 5, es necesario que 5 divida a @ o a b. Denotaremos por
(a, b) un rectdngulo de dimensiones a y b.

Si tenemos un recténgulo (a, b) tenemos dos opciones: agregar un cuadrado de lado
a, en cuyo caso obtenemos el rectdngulo (a,a + b) o agregar un cuadrado de lado b,
obteniendo el rectdngulo (a + b, b).

Supongamos que Ana gané sin que Beatriz pueda evitarlo y sea (a, b) el rectdngulo
antes de que Beatriz jugara por dltima vez. Luego, Beatriz eligi6 (a + b, b) o (a,a+b).
De estos dos, los rectdngulos que Ana puede obtener son: (a + 2b,b), (a + b, a + 2b),
(a,2a+b) o (2a+b,a+b). Luego, alguno de los ndmeros a, b, a+b, 2a+bo a+2b
tiene que ser multiplo de 5. Claramente a y b no son multiplos de 5, pues eso implicaria
que alguien hubiera ganado antes. De manera similar, a + b no puede ser mdltiplo de 5
o Beatriz hubiera ganado en el turno anterior. Luego, 2a +b o a+ 2b deben ser multiplo
de 5.

Si a + 2b no es miltiplo de 5, Beatriz debi6 haber elegido (a + b,b), de donde Ana
hubiera elegido (a + 2b,b) o (a + 2b, a + b), sin ganar. Veamos qué pasa si a + 2b es
multiplo de 5. Si 5 también divide a 2a + b, 5 dividirfaa (a 4+ 2b) — (2a +b) =b—a
y también a (2a + b) + 2(b — a) = 3b, de donde 5 divide a b, lo cual es falso. Luego,
5 no divide a 2a + b y si Beatriz elige (a,a + b) obliga a Ana a elegir (a,2a + b) o
(2a 4+ b, a + b) sin ganar. Por lo que Beatriz siempre puede evitar que Ana gane y de
una manera similar demostramos que también Ana puede evitar que Beatriz gane.

Nota: en este razonamiento se utiliza el movimiento anterior al ganador. Esto es posible
a menos que Ana gane en su primer turno, pero esto no es posible ya que la tnica
posible jugada es (2, 1) la cual no hace que gane.

Problema 5. Sea ABC' un tridngulo acutdngulo y sea I' su circuncirculo. La bisectriz
del dngulo A cortaa BC en D, a ' en K (distinto de A), y a la tangente a I" por B en

AD
X. Demuestre que K es el punto medio de AX si y s6lo si Do = V2.

Solucién de Jorge Pat De la Torre Sanchez. Sea « = ZCBK. Por dngulos inscritos
y dado que AK es la bisectriz de ZBAC tenemos que

a=/LCBK = /ZCAK = Z/ZKAB = Z/K(CB,

de donde los tridngulos ADC'y BDK son semejantes y % = %. Como BX es

tangente a I' tenemos que ZCBX = ZBAC = 2a, por lo que BK biseca al dngulo

ZCBX. Luego, por el teorema de la bisectriz, tenemos que % = % y por potencia

del punto X a T tenemos que XB? = XK -XAo % = g—)‘?.
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Supongamos que K es el punto medio de AX. Tenemos que BX? = XK - XA =
XK(2XK)=2XK?0BX =+/2XK, de donde

BX BD AD
V2= 5% = DK = Do’

que es a lo que queriamos llegar. Por otro lado, si g—g = /2, tenemos que /2 =
% = % = %. Como BX = v2K X tenemos que XK - XA = BX? de donde
2KX? =KX -AX, porloque AX = 2K X y K es el punto medio de AX.

Problema 6. Determine todas las parejas de polinomios no constantes p(z) y g(x),
cada uno con coeficiente principal 1, grado n y n raices enteras no negativas, tales que

p(z) —q(z) = 1.

Solucion de Kevin William Beuchot Castellanos. Sean a1, as, .. ., a, las raices en-
teras de p y by, b, ..., by, las raices enteras de ¢. Tenemos que p(z) = (x — a1)(x —
asg) - (x—an)yqx) = (& —b1)(x —ba) - (x —by,). Como paracadal < i <n
tenemos que 0 = p(a;) = ¢(a;) + 1, de donde ¢g(a;) = —1 paracada 1 < i < n.
Luego, (a; —b1)(a; —b2) - - - (a; —b,) = —1. Entonces, no es posible que a; = b; para
algunos 1 < 4, j < n, de hecho, como a; — b; es entero, se tendrd que a; — b; = +1 0
a; =bj £ 1paracadal < 14,5 <n.

Supongamos que no todos los a; son iguales. Luego, deben existir 1 < 4, j, k < n tales
que a; +1 = b; = ar, — 1 (pues de otromodo se tendriaque a; +1 =as +1=--- =
an+1=bjoa1—1=ay—1=---=a,—1=b;jparacadal < j < n).Paratodos
los demds b,. se tiene que tener que b, = a; = 1. Si b, = a; — 1 tendriamos que

bT:ai—lzbj—2:ak—3,
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lo cual es una contradiccién pues b, — ay, = £1. Luego, todos los b, deben ser iguales
entre si e iguales a a; + 1. Por lo tanto, todos los a; son iguales o todos los b; son
iguales.

Supongamos que todos los b; son iguales e iguales a b. Tenemos que p(z) = g(z)+1 =
(x — b)™ + 1, el cual debe tener n raices enteras. Si y = = — b tenemos que y™ + 1
debe tener n raices enteras. Luego, como y™ = —1 es necesario que y = =£1, pero si
y = 1 tendriamos que y* = 1™ = 1 # —1, por lo que y = —1 es la uUnica opcién
(y para que esto sea posible n tiene que ser impar). Supongamos que n > 3. Al ser
n impar, se tiene que y" +1 = (y + 1)(y" ' —y" 2 + ... —y + 1), por lo que
y" ' — 972 4+ ... —y+ 1 debe tener n — 1 raices iguales a —1, pero como (—1)* es
igual a 1 si¢es pary —1 si ¢ es impar, se tiene que

(_1)7171_(_1)7172_'_..._(—1)4—1:1+1+...+1+1:n¢0,

n

por lo que —1 no vuelve a ser raiz y n tiene que ser 1. En este caso, encontramos las
soluciones p(x) = = — (b — 1) y g(x) = a — b para todo entero b > 1 (para que
b—12>0).

Supongamos ahora que todas las a; son iguales e iguales a a. En este caso p(z) =
(x —a)"yq(z) = (x — a)™ — 1, 1a cual tiene que tener n raices enteras no negativas.
Como en el caso anterior obtenemos que y = = — a tiene que ser £1. Tenemos que

y'-1=(y- D"y Ty + ),
de donde y = 1 es una solucién. Notamos que y = 1 no vuelve a ser solucién, pues
1" 1n 2141 =n#£0,

por lo que el resto de las soluciones tienen que ser —1. Para que —1 sea solucién de
y™ — 1, es necesario que n sea par. En este caso tenemos que

Yy -1=(y-Dy+DE" 2 +y"+ R+ 1)

Sin > 4 notamos que —1 no vuelve a ser raiz, pues

-2
()" () (1P L= TS 2 1>,

por lo que n = 2. Luego,

pa) = (z-a)y
glz) = (z-a)’-1=(r—(a+1))(—(a—1))

los cuales cumplen las condiciones para cualquier a > 1 entero. Esto concluye la
demostracion.
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Competencia Internacional de Matematicas

La Competencia Internacional de Matemadticas (IMC) se realiza en el mes de julio. La
participacién es por invitacioén y cada pafs invitado puede asistir con un maximo de
dos equipos, los paises que han sido sede o lo serdn préximamente pueden llevar hasta
cuatro equipos y el pais sede hasta diez. Cada equipo consiste de 4 estudiantes, un tutor
y un lider. Hay dos categorias: primaria y secundaria, México sélo ha participado en la
categoria de secundaria.

La IMC es muy diferente a las otras olimpiadas internacionales de matemadticas en las
que participa México ya que hay participacién individual y por equipo y los exdmenes
son el mismo dia. La prueba individual consiste de un examen de 15 preguntas, las
primeras doce son de respuesta sin justificacion y las dltimas tres son de argumentacion
completa, las primeras valen 5 puntos y las tltimas 20 puntos cada una por lo que
120 es la maxima puntuacioén. El examen dura dos horas. En este examen se otorgan
medalla de oro, medalla de plata, medalla de bronce, mencién honorifica y constancia
de participacidn en razén 1:2:3:4:5. De esta manera aproximadamente el 40 % de los
alumnos reciben medalla y dos terceras partes reciben distincion.

El examen por equipos tiene muchas especificaciones pero esencialmente son 10 pro-
blemas a resolver en una hora, en algunos momentos individualmente y en otros de ma-
nera colectiva, cada problema vale 40 puntos por lo que 400 es la mdxima puntuacién
del equipo. Antes del examen se hace un sorteo en donde los equipos son agrupados
en bloques (se trata de que estén cerca de 15 paises por bloque). Se otorga un oro, dos
platas y tres bronces por bloque.

En el afio 2013, la Competencia Internacional de Matemadticas se llevé a cabo del 30 de
junio al 5 de julio en Burgas, Bélgica. Se particip6 con dos equipos. El equipo A estu-
vo integrado por Kevin William Beuchot Castellanos, de Nuevo Ledn; Olga Medrano
Martin del Campo, de Jalisco; Antonio Lépez Guzman y Arturo Arenas Esparza, am-
bos de Chihuahua. El equipo B estuvo integrado por Karol José Gutiérrez Sanchez,
Sergio Felipe L6pez Robles, ambos de Colima; José Nieves Flores Mdynez, de Chi-
huahua; y Juan Carlos Castro Ferndndez, de Morelos. Por equipos, México A obtuvo
medalla de plata y México B medalla de bronce. Individualmente, Kevin William ob-
tuvo medalla de plata, Arturo obtuvo medalla de bronce y Olga, Karol José, Antonio
y Sergio Felipe obtuvieron mencién honorifica. Acompafiaron a los equipos: Fernando
Campos Garcia, Eréndira Jiménez Zamora, Martin Eliseo Isafas Castellanos y Hugo
Villanueva Méndez.

A continuacién presentamos los problemas y las soluciones de la Competencia Inter-
nacional del afio 2013 en la que participéd México.
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Examen individual

Seccion A

Problema 1. En este problema, letras distintas representan digitos distintos y letras
iguales representan al mismo digito. El ndmero de tres cifras ABB es 25 unidades
menor que el ndmero de tres cifras CDC. Si el nimero ABBCDC es el cuadrado de
un entero positivo, ;cudl es este entero positivo?

Solucién. La suma ABB + 25 = C' DC muestraque C' = A+ 1,y que hay acarreo del
digito de las decenas al digito de las centenas. Luego, debemos tener B = 7,8 0 9. De
aqui, C' = 2,3 04. Yaque ABBCDC es un cuadrado perfecto, la tinica posibilidad es
C = 4 (pues ningtin cuadrado perfecto termina en 2 o 3). Se sigue que B = 9, A = 3,

D =2y +/399424 = 632.

Problema 2. Una casa de 30m x 30m estd en la esquina noreste de una granja de
120m x 120 m. El propietario quiere dividir, utilizando dos vallas en forma de V, la
parte restante en tres parcelas con forma de V que tengan la misma area, como se
muestra en la figura. Cada segmento de la valla es perpedicular al lado del terreno y
dos segmentos de la misma valla, tienen la misma medida. ;Cudntos metros mide el
lado de la valla mds pequefia?

Solucién. El 4rea total de las tres parcelas es 120 x 120 — 30 x 30 = 13500 m?2. Luego,
el drea de cada una es &300 = 4500 m2. Ahora, la casa y la parcela mds cercana
forman un cuadrado de drea 4500 4+ 900 = 5400 m?2. Por lo tanto, cada lado de este
cuadrado tiene longitud v/5400 = 30+/6 m, de manera que la longitud de la valla mas
pequefia mide 30v6 x 2 = 606 m.

Problema 3. ;De cudntas maneras se pueden acomodar las seis letras de la palabra
MOUSEY en un arreglo, de manera que no contengan la palabra YOU o la palabra
ME? Por ejemplo, la palabra MOUSEY es uno de los arreglos posibles.

Solucién. El niimero total de arreglos es 6! = 720. Si aparece la palabra ME, entonces
el nimero de arreglos es 5! = 120. Si aparece la palabra YOU, entonces el niimero de
arreglos es 4! = 24. Si aparecen ambas palabras YOU y ME, el niimero de arreglos
es 3! = 6. Por lo tanto, el nimero de arreglos que no contienen la palabra YOU o la
palabra ME es 720 — 120 — 24 4+ 6 = 582.
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Problema 4. ;Cudntas parejas (a,b) de enteros positivos existen tales que a < by

2 (\/1;5 + 4/ 1—1)5) es un entero?

Solucion. Sea k = 2 ( % + 4/ %) Entonces \/% = g - % de donde

515 B R
b a a 4

15 es un niimero racional % donde p y ¢ son primos relativos. Entonces

Luego, 4/
ap? = 15¢* y en consecuencia p? divide a 15, lo que significa que p = 1. Luego,

/15 _ 1 4 5 _ 1 i
a =g De manera andloga tenemos que 4/ 3> = - para algin entero © > ¢q. Se

sigue que £ = % +1 <2 Porlotanto, k =1,2,304.
Si k = 1, tenemos que ¢ + ; = 5 de donde (¢,7) = (4,4) o (3,6).

(2,2).
Si k = 3, tenemos que % + 1 =2 dedonde (¢,r) = (1,2).
Si k = 4, tenemos que % + 1 =2dedonde (¢,r) = (1,1).
Por lo tanto, los valores correspondientes para a y b son (a, b) = (240, 240), (135, 540),
(60, 60), (15,60) y (15,15), para un total de 5 parejas.

Si k = 2, tenemos que % + 1 =1 de donde (¢, )

Problema 5. La figura muestra un cuadrado cuyo lado mide 80 cm. Contiene dos
semicirculos que se tocan el uno al otro en el centro del cuadrado y un pequefio circulo
que es tangente al cuadrado y a los semicirculos. ;Cudntos centimetros mide el radio
del circulo pequefio?

Solucién. Sea O el centro del cuadrado y sea P el centro del circulo mds pequefio.
Tenemos que OP es una tangente comun a ambos semicirculos, y pasa por el punto
medio N de un lado del cuadrado. Sea M el centro de uno de los dos semicirculos.
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Entonces, M es punto medio de un lado del cuadrado. Luego, ON = OM = 40cm.
Si r es el radio del circulo mas pequefio, tenemos que M P =40+ ry OP = 40 —r.
Aplicando ahora el teorema de Pitdgoras en el tridngulo M PO, obtenemos

1600 cm? = OM? = MP? — OP? = (MP — OP)(MP + OP) = (2r)(80) cm?,
de donde r = 10 cm.

Problema 6. ;Cudl es la longitud mds grande de un bloque de enteros positivos con-
secutivos, cada uno de los cuales es la suma de los cuadrados de dos enteros positivos?

Solucién. Notemos que 72 = 62462, 73 = 32482y 74 = 52472 forman un bloque de
3 enteros positivos consecutivos con la propiedad deseada. Demostraremos que ésta es
la maxima longitud de tales bloques. La suma de dos cuadrados impares es congruente
con 2 médulo 4, la suma de un cuadrado impar y un cuadrado par es congruente con 1
mdbdulo 4, mientras que la suma de dos cuadrados pares es congruente con 0 médulo
4. Por lo tanto, los enteros positivos que son congruentes con 3 médulo 4 no pueden
expresarse como la suma de los cuadrados de dos enteros positivos, y entre cada cuatro
enteros consecutivos uno de ellos es congruente con 3 médulo 4.

Problema 7. El tridangulo rectangulo isdsceles AP(Q estd inscrito en el rectdngulo
ABCD, de manera que el vértice P del dngulo recto estd en BC'y @ en CD. Si
BP =1emy ZAPB = 60°, jcudntos centimetros cuadrados mide el drea del tridngu-
lo ADQ?

A D

60°
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Solucién. Observemos que /C'PQ = 180° — ZAPQ — ZAPB =180° — ZABC —
/ZAPB = ZPAB. Luego, los tridngulos ABP y PC(@) son semejantes, y como tienen
la misma hipotenusa, son congruentes también. Cada uno es la mitad de un tridngulo
equildtero, de tal manera que CQ = BP = 1c¢my AB = PC = /3 c¢m. Por lo tanto,
el drea del tridngulo AQD es £AD - DQ = (V3 +1)(vV3 — 1) = 1em?,

Problema 8. Lea tiene un anillo de diamantes, uno de oro y otro de marfil. Se los
puso en la mano derecha y cada anillo puede estar en cualquiera de los cinco dedos.
Cuando hay dos o tres anillos en el mismo dedo, si el orden en que estdn puestos
es diferente, entonces se cuentan como maneras distintas de ponérselos. ;De cudntas
maneras diferentes puede Lea ponerse los anillos?

Solucién. Los tres anillos pueden ser ordenados de 3! = 6 maneras. Insertemos 4 se-
paradores entre los anillos para determinar cudl anillo va en cudl dedo. El nimero de
maneras de colocar los separadores es (314) = 35. Por lo tanto, el nimero total pedido
es 6 - 35 = 210.

Problema 9. Sean a, b y c enteros positivos. Si el maximo comun divisorde b+c, c+a
y a + b es k veces el maximo comun divisor de a, b y ¢, jcudl es el maximo valor de
k?

Solucion. Sea d el maximo comun divisor de a, b y ¢. Entonces, el mdximo comiin
divisor de 2a, 2b 'y 2c es 2d. Ahora, kd divide a cada uno de los nimeros b+ c,c+ay
a + b. Luego, también divide a (¢ + a) + (a + b) — (b + ¢) = 2a. De manera andloga,
kd divide a 2by a 2c. Por lo tanto, kd debe dividir al mdximo comun divisor de 2a, 2b
y 2¢, esto es kd | 2d. De aqui, k < 2. El valor mdximo k = 2 se obtiene, por ejemplo,
cona =b=c=1.Entoncesb+ c=c+a = a+ b= 2y sumaximo comun divisor
iguala2es2-dcond = 1.

Problema 10. En el tridngulo ABC, BC = 4cm, CA = 5emy AB = 3cm. Tres
circulos con centros en A, B 'y C, respectivamente, son tangentes entre si. Un cuarto
circulo es tangente a estos tres circulos y los contiene a todos, como se muestra en la
figura. ;Cudntos centimetros mide el radio del cuarto circulo?
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Solucién. Sean a, by c los radios de los circulos con centros en A, B y C, respectiva-
mente. Comoa +b=3,b+c=4yc+a=>5,tenemosquea =2,b=1yc=3.
Completemos el rectingulo ABC'D y extendamos los lados DA, DB y DC' hasta
intersectar a los circulos de centros A, By C en los puntos E, F'y G, respectivamente.

G

Entonces DE = DA+a=BC+2=6cm, DF =DB+b=CA+1=6cmy
DG = DC + ¢ = AB + 3 = 6 cm. Por lo tanto, un circulo con centro en D y radio
6 cm contrendrd y serd tangente a los tres circulos dados.

Problema 11. Los enteros positivos ¢ < b son tales que “TH) y Vab son nimeros
enteros positivos con los mismos dos digitos pero en orden inverso. ;Cudl es el menor

valor para a?

Solucién. Escribamos @ + b = 24y ab = G2. Entonces a y b son las raices de
la ecuacién z2 — 24z + G? = 0. Usando la férmula cuadritica, obtenemos a =
A—VA?2 —G?2yb=A+VA?2 —G?,dedondeb—a = 2,/(A + G)(A — G). Luego,
(A + G)(A — G) es un cuadrado perfecto. Sean A = 10p + ¢ y G = 10g + p, donde
p > g son digitos. Entonces (A+G)(A—G) = 99(p+¢q)(p— q). Para que este nimero
sea un cuadrado perfecto, 11 debe dividira (p+ ¢)(p — q). Yaque 1 <p —¢ < 8§, 11
no puede dividir a p — g. Luego, debe dividira p+¢. Yaque 3 < p+ ¢ < 17, debemos
tener que p+ ¢ = 11. Esto significa que p — ¢ también es un cuadrado perfecto. Ya que
p + q es impar, también loes p — g y por lotantop — g = 1 (pues 1 < p — g < 8).
De aqui, p = 6y ¢ = 5, de modo que A = 65, G = 56y VA% — G? = 33. En
consecuencia, s6lo hay una pareja de enteros positivos con la propiedad deseada, a
saber a = 65 — 33 = 32y b = 65 + 33 = 98. En particular, el tinico valor de a es 32.

Problema 12. Una fabrica produce piezas de metal de dos formas. La primera consiste
en un cuadrado de 2 x 2. La segunda forma, como se muestra en la figura siguiente, es
un cuadrado de 2 x 2 a la que le falta una de las cuatro celdas. Estas piezas de distinta
forma se cortan de una hoja metdlica de 7 x 7 y ninguna de las 49 celdas puede ser
desperdiciada. ;Cudl es el menor nimero de piezas de la segunda forma que se pueden
obtener de una hoja metdlicade 7 x 77
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Solucién. Cada pieza de metal puede cubrir a lo més una de las 16 celdas sombreadas
en la figura de la izquierda. Luego, debemos obtener al menos 16 piezas de metal. Atdn
si son todas de la segunda forma, ya cubren 16 x 3 = 48 casillas. Por lo tanto, debemos
tener s6lo una pieza de metal de la primera forma y 15 piezas de metal de la segunda
forma. La figura de la derecha muestra una posible forma de hacer los cortes.

’_L ]

| || L]

Seccion B

Problema 1. Considera la expresion,

1 1 1 1\2 1 1\? 1\2
144+ —F (14 =) +l=F++=) +--+(=]) .
2 n 2 n 2 n n

Empezando en el segundo paréntesis, la expresion se obtiene quitando el primer suman-
do de la expresion al interior del paréntesis anterior. ;Cudl es el valor de la expresion
cuando n = 20137

Solucién. Si desarrollamos los cuadrados, obtenemos dos tipos de términos:

2
L. (%) , 1 < j < n.Deestos hay j, con suma igual a 5.

2.2(4) (%), 1 <4 < j < n.De estos hay i, con suma igual a %
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Luego, toda la expresion es igual a

1 1
1+-4+--+ -
2 n
1 1
+14+-+-4+ -
2 n
1 1
2(= 4=
+ (2+3
1 1
29( =4 =
+2(5+3
1
+2(_)
n

6

4
=24+ -+ -+ —
n

2 3
= 2n.

t=n—153=n

2n

Cuando n = 2013, la respuesta es 2(2013) = 4026.

Problema 2. En la siguiente figura, ABC'D es un cuadradoy /PCB = ZQDC =
/ZRAD = ZSBA. Si el drea de ABCD es el doble del area de PQRS, cuéntos

grados mide ZPC B?

D

B

C

Solucién. Es facil ver que los tridngulos PC'B, QDC, RAD y SBA son congruentes
entre si. Luego, PQ RS también es un cuadrado. Sea O el centro comin de ABCD 'y
PQRS 'y sea M el punto medio de BC'. Entonces OM = MC.

A

D
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Ya que M es el circuncentro del tridngulo PC'B, tenemos que M C = M P. Como el
areade ABCD es el cuadrado de BC, y el area de PQRS es el doble del cuadrado de
OP, tenemos que (2MC)? = 2(20P)?, de donde MC = OP. Se sigue que OPM
es un tridngulo equildtero. Ahora

/PMB=/0MB — ZOMP =30° = ZPCB + ZCPM.

Finalmente, como M C = M P, los dngulos ZPC'B'y ZC PM son iguales, y cada uno
mide 15°.

Problema 3. Hay ocho monedas en una fila todas mostrando dguila. En cada movimien-
to, se pueden voltear dos monedas adyacentes siempre que ambas muestren dguila o
ambas muestren sol. ;Cudntos arreglos distintos de dguila y sol se pueden obtener des-
pués de cierto nimero de movimientos?

Solucién. Sea m el nimero de monedas en las posiciones 1,3,5y 7, las cuales mues-
tran dguila, y sea n el nimero de monedas en las posiciones 2,4,6 y 8, las cuales
muestran dguila.

Observemos que al inicio m—n = 0. En cada movimiento, o bien ambos m y n aumen-
tan en 1, o ambos disminuyen en 1. Luego, m — n = 0 todas las veces. Consideremos
las monedas en las posiciones 1,3,5 y 7. Podemos elegir 0,1,2,3 o 4 de ellas para
mostrar dguila, de 1, 4, 6, 4 y 1 formas, respectivamente. Entonces, debemos elegir los
nimeros correspondientes de monedas en las posiciones 2, 4, 6 y 8 para mostrar sol.
Se sigue que el niimero de arreglos distintos es a lo méds 12 + 42 + 62 4 42 4 12 = 70.
Demostraremos que cada uno de estos arreglos puede ser obtenido. Debe haber dos
monedas adyacentes las cuales o bien ambas muestran dguila o ambas muestran sol.
Consideremos el primer tal conjunto desde la izquierda. Después de voltearlas, la mo-
neda izquierda en este par y la moneda a su izquierda muestran ambas dguila o mues-
tran ambas sol. Podemos continuar volteando hasta que las primeras dos monedas (de
izquierda a derecha) muestren ambas dguila o muestren ambas sol. En el dltimo ca-
so, las volteamos de manera que ambas muestren dguila. Ahora dejamos solas estas
dos monedas. En la parte que queda del arreglo, tenemos todavia (m — 1) — (n —
1) = 0 monedas y podemos continuar volteando hasta que todas las ocho monedas
muestren dguila. Ya que los movimientos son reversibles, todos los 70 arreglos pueden
ser obtenidos.

Examen en equipo

Problema 1. Coloca los nimeros 0, 1,2,3,4,5,6,7,8y 9 en cada uno de los circulos
del siguiente diagrama. Nimeros consecutivos no pueden estar en circulos que estén
conectados por un segmento. La suma de los nimeros que estdn en los circulos dentro
del perimetro de cada rectdngulo debe ser igual al ndmero indicado al interior de él.
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Solucién. Como la suma de los diez digitos es 45 y la suma de los seis digitos en
el rectdngulo de la derecha es 37, tenemos que la suma de los cuatro digitos de la
izquierda es igual a 8. Ahora, 8 puede ser la suma de (0,1,3,4) o (0,1,2,5). Esta
ultima es imposible, pues 1 estaria al lado del 0 o del 2. Para obtener el 10 no podemos
tener disponibles simultdneamente al 0 y al 1, por lo que el 10 solo puede ser la suma
de (0,2,3,5) 0 (1,2, 3,4). Esta dltima es imposible pues el 2 quedaria al lado del 1 o
del 3. Ahora, el digito hasta la izquierda tiene que ser el 1 o el 4. Si fuera el 4, el 15
tendria que ser obtenido con la suma de 1, 3, 5 y otro digito, que tendria que ser otro 5.
Luego, el digito hasta la izquierda es el 1 y obtenemos parcialmente:

Quedan los digitos 6, 7'y 9. Notemos que el 8 no puede ir al lado del 7 o del 9, por lo
que tiene que quedar al lado del 6. Como el 6 no puede ir al lado del 7, la tinica manera

es la que sigue:

Problema 2. Las medidas de los lados, en centimetros, de un tridngulo rectangulo son
enteros primos relativos. La recta que une al centroide y al incentro es perpendicular a
uno de los lados. ;Cudl es el mayor perimetro, en centimetros, que puede tener dicho
tridngulo?
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Solucién. Sea ABC dicho tridngulo con ZC' = 90°. Sea G el centroide y sea I el
incentro.

B
IG

I

C A

Si AC = BC, entonces AB = /2AC que no es entero. Luego, AC' # BC. Su-
pongamos que BC' < AC. Entonces, la bisectriz de ZC' intersecta AB en un punto
mds cerca de B que de A. De manera andloga, ya que AB > BC' , la bisectriz de
/B intersecta AC' en un punto més cerca de C' que de A. De aqui se sigue que [
estd dentro del tridngulo GBC, de tal manera que el lado al cual GI es perpendicular
debe ser BC, y por lo tanto GI es paralela a AC'. Ahora, la distancia desde G a AC'
es %BC, y la distancia desde I a AC es igual al inradio r de ABC. Sean BC = a,
CA=0by AB = c. Entonces r = %b’c y también 7 = g. Luego, ¢ — b = 5. Ahora,
a? = ¢ —b* = &(c +b) de donde ¢ + b = 3a. Resolviendo para b y ¢ obtenemos
que b = %a yc= %a. Los valores enteros primos relativos sona = 3, b =4y c = 5.
Como estos valores son tinicos, el maximo perimetroes 3 +4 + 5 = 12 cm.

Problema 3. Una ficha se coloca aleatoriamente en alguno de los nueve circulos del
siguiente diagrama. Después se mueve aleatoriamente a otro circulo siguiendo una
linea. ;Cudl es la probabilidad de que después de este movimiento la ficha esté en
un circulo negro?

Solucién. Si la ficha se coloca ya sea en un circulo del primer renglén (el de mas
arriba), o bien en un circulo del dltimo renglén (el de mds abajo), o bien en los circulos
de los extremos del renglén de en medio, entonces no se podrd mover a un circulo
negro. Si la ficha se coloca en el circulo de en medio del renglén de en medio, la
probabilidad de que se mueva a un circulo negro es %. Si la ficha se coloca en el circulo
blanco de la izquierda del renglén de en medio, la probabilidad es 1. Y si la ficha se
coloca en el circulo blanco de la derecha del renglén de en medio, la probabilidad es

2. Por lo tanto, la probabilidad buscada es §(1 + 2 + 2) = 25,
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Problema 4. En el tridngulo ABC, ZA = 40° y /B = 60°. La bisectriz de ZA corta
aBCen D,y F esel punto en AB tal que ZADF = 30°. ;Cuéntos grados mide
ZDFC?

A

B D C

Solucién. Sea I el incentro del tridngulo ABC'y supongamos que la prolongacion de
C1 intersecta a AB en el punto P.

A

B D C

Notemos que ZADC = 80° = LACD. Luego, Z/PID = ZICB + ZADC = 120°.
Se sigue que BDIP es un cuadrildtero ciclico, de manera que ZADP = ZABI =
30°. Esto significa que P coincide con F', y porlo tanto ZDFC = Z/DPI = ZDBI =
30°.

Problema 5. El primer digito de un entero positivo con 2013 cifras es 5. Cualesquiera
dos digitos adyacentes forman un multiplo de 13 o de 27. ;Cudl es la suma de todos
los posibles valores del ultimo digito de dicho nimero?

Solucion. Los miltiplos de 13 de dos digitos son 13, 26, 39, 52, 65, 78y 91, y los multi-
plos de 27 de dos digitos son 27,54 y 81. Luego, el segundo digito debe ser 4 o 2. De
hecho, debe ser 2 pues ninguno de los multiplos comienza con 4. El tercer digito es 7 o
6. Si es 7, debe estar seguido por el 8 y entonces tenemos el ciclo 1,3,9,1,3,9,....En
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este caso, el digito en la posicién 2013 serd 3. Si el tercer digito es 6, entonces el cuar-
to digito es 5 otra vez. Luego, es posible que tengamos el ciclo 5,2,6,5,2,6,...y el
digito en la posicion 2013 serd 6. Si cambiamos de 6 a 7 en el ultimo paso, entonces el
digito en la posicion 2013 serd 7. Pero si intercambiamos antes, el digito en la posicién
2013 serd 3. Por lo tanto, la suma buscadaes 3 + 6 + 7 = 16.

Problema 6. En un torneo, cualesquiera dos participante juegan entre si. Ningtin juego
puede terminar en empate. El registro del torneo muestra que para cualesquiera dos
participantes X y Y, existe un jugador Z que le gand a ambos. En tal torneo,

1. prueba que no puede haber seis participantes;

2. muestra que puede haber siete participantes.

Solucién.

1. Digamos que tenemos a los participantes: Beatriz, Carla, Denise, Elena, Fiona y
Gema. Cada una de ellas jugd 5 veces. Supongamos que Beatriz gané al menos
la misma cantidad de veces que las otras cinco. Como hubo 15 juegos, Beatriz
debi6 haber ganado al menos tres veces. Si ella derrot6 a todas excepto quizds
a Carla, nadie hubiera derrotado tanto a Beatriz como a Clara, lo cual es una
contradiccion y Beatriz gand exactamente tres veces, digamos a Elena, a Fiona y
a Gema. En el juego entre Carla y Denise podemos asumir que Carla gané. En-
tonces, nadie derroté a Beatriz y a Carla. Luego, no puede haber seis jugadores.

2. Supongamos que Alicia se une a la competencia. Pongamos a las siete jugado-
ras en orden alfabético en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de una
mesa redonda. Los resultados del torneo se pueden ver como sigue: cada jugador
derrot6 al primero, segundo y cuarto jugador a partir de €l en el orden de las
manecillas del reloj. Consideremos cualesquiera dos jugadores. Si ocupan asien-
tos adyacentes podemos suponer que son Beatriz y Carla. Si ocupan asientos
separados por un asiento, podemos asumir que son Carla y Elena. Y si ocupan
asientos separados por dos asientos, podemos suponer que son Beatriz y Elena.
En cada caso, Alicia derrota a ambos jugadores. Como cada caso es equivalente
a uno de estos tres, el torneo tiene la propiedad deseada y si puede haber siete
jugadores.

Problema 7. En un pentdgono ABCDE, /ABC = 90° = /DFEA, AB = BC,
DE = EAy BE = 100 cm. {Cudntos centimetros cuadrados mide el &reade ABC D E?

A
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Solucién. Sean H y K los puntos sobre la recta C'D tal que BH y EK son ambos
perpendiculares a BE. Sea P el punto sobre BE tal que BP = BH. Entonces, los
triangulos BHC'y BP A son congruentes, de donde /BHC = BPA.

Ahora, /DKFE =180°—ZBHC = 180°—- £ZBPA = ZAPE yaque BH y EK son
paralelas. Luego, los tridngulos APFE y DK E son congruentes y por lo tanto EK =
PEyBH+ EK = BP + EP = BE = 100 cm. Se sigue que el drea de ABCDE
es igual al drea de BHKE, que es igual a 1 BE(BH + EK) = $ BE? = 5000 cm?.

Problema 8. Un juego entre dos jugadores comienza con una ficha en cada una de las
casillas de un tablero de 100 x 100. En cada jugada, el jugador en turno tiene que quitar
un ndmero positivo de fichas, que deberdn proceder de los cuadrados que formen una
region rectangular que no podra tener ningtin cuadrado vacio. El jugador que quite la
dltima ficha, pierde. A continuacién se muestra un ejemplo de una partida en un tablero
de 4 x 4, donde el primer jugador perdi6. ;Qué jugador tiene la estrategia ganadora, el
primer jugador o el segundo?

_— —_— —_—

Solucién. El primer jugador gana quitando todas las fichas de un rectdngulo de 98 x
100, dejando solo las del primer y el tiltimo renglén. Todos los movimientos siguientes
serdn en rectdngulos que consisten en cuadrados adyacentes o en el primer renglén o
en el dltimo. En este momento, cada uno de estos dos renglones contiene al menos dos
fichas que son adyacentes. Podemos suponer que el primer movimiento del segundo
jugador es en el primer renglén. Si después de ese movimiento sigue habiendo dos
fichas adyacentes en el primer rengldn, el primer jugador copiard esa jugada en el
dltimo renglén. Por simetria, podemos suponer que el segundo jugador siempre juega
en el primer renglén y que el segundo lo hace en el dltimo. Debe haber un momento en
el que, después de un movimiento del segundo jugador, no haya dos fichas adyacentes
en el primer renglén. Entonces, este movimiento debi6 haber sido en el dltimo bloque
con al menos dos fichas adyacentes en el primer renglén. Tenemos tres casos:
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1. Elsegundo jugador quitd todas las fichas del bloque. El primer jugador quitara to-
das las fichas del bloque correspondiente, salvo una en un extremo.

2. El segundo jugador quit6 todas las fichas del bloque excepto una de un extremo.
El primer jugador quitara todas las fichas del bloque correspondiente.

3. El segundo jugador quité todas las fichas del bloque salvo los dos extremos. El
segundo jugador quitard todas las del bloque correspondiente, salvo una en un
extremo.

Después del turno del primer jugador, habrdn quedado una cantidad impar de fichas,
cada una de las cuales no tiene fichas a sus lados, por lo que cada uno de los siguientes
turnos serd de quitar solo una ficha. Luego, el segundo jugador eventualmente perdera.

Problema 9. En una vitrina de 5 x 5 hay 20 gemas: 5 rojas, 5 amarillas, 5 azules
y 5 verdes. En cada fila y en cada columna hay una casilla vacia y las otras cuatro
contienen gemas de distinto color. Doce personas estdn admirando las gemas. Mirando
a lo largo de una fila o una columna, cada persona informa el color de la gema en la
primera casilla, o si la casilla estd vacia, el color de la gema en la segunda casilla. Sus
informes se registran en el siguiente diagrama, donde R, Am, Az y V corresponden a
rojo, amarillo, azul y verde, respectivamente. En el diagrama que se te di6 para registrar
tu respuesta, escribe R, Am, Az oV en 20 de las 25 casillas para indicar el color de la
gema que estd en ella.

R Am R
R Az
Vv Az
R Am
Az Az \%4

Solucién. Si en el segundo cuadrado de abajo hacia arriba en la primera columna hu-
biera una gema, tendria que ser de color rojo, por lo que arriba en esa columna no
podria decir “R”. Luego, esa casilla tiene que estar vacia y la de hasta arriba debe ser
rojay eso solo deja una posibilidad a esa columna. Como la dltima columna no puede
tener una gema roja hasta arriba, debe tener un espacio vacio ahi. Esto deja una tnica
posibilidad para esa columna y el tablero queda parcialmente asi:
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R Am R
R | R Az
Am R
VIV Az | Az
R Am | Am
Az Vv
Az Az Vv

El cuadrado de abajo en la columna de en medio debe estar vacio, por lo que el segundo
cuadrado debe contener una gema azul y la de hasta arriba una gema amarilla. La gema
roja tiene que estar en el cuadrado central, por lo que la gema verde debe estar en el
segundo cuadrado desde arriba. Las demds gemas se deducen facilmente y se llega a:

R Am R
R|R |V [Amn| Az Az

Am| Az | V R
VIV R [Am| Az | Az

Az | Am R |V

Az Az \%4

Problema 10. Cuatro estampas diferentes estan en un bloque de 2 x 2. La figura mues-
tra los 13 posibles sub-bloques adyacentes que se pueden obtener de este bloque si
se quitan 0 o mds estampas. Los cuadros sombreados representan estampas que se
quitaron. ;Cudntos sub-bloques adyacentes de estampas distintos se pueden obtener de
un bloque de 2 x 4 con ocho estampas diferentes?

H H BH H & BH & B
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B & & B &

Solucién. Consideramos la dltima columna en una configuracién de 2 x n. Sea a, el
nimero de bloques conectados que contienen las dos estampas de la tltima columna,
b, el nimero que solo contienen la estampa de arriba, ¢,, el nimero de los que solo
tienen la estampa de abajo y d,, los que no tienen ninguna de las dos.

Es facil ver que a; = b; = ¢; = 1 mientras que d; = 0. El problema nos dice que
az = 4yqueby = co = do = 3. Paran > 3 podemos agregar una columna de
dos estampas a cada bloque conectado de 2 x (n — 1) en donde la columna n — 1 no
estd vacia, a menos que sea un bloque vacio. Luego, tenemos que

p =0p-1+by1+cyp 1+ 1

De manera similar se tiene que

by = an-1+by 1+ 1,
Cn = Gp-1tcp—1+1y
dn = ap-1-+ bnfl +cCn—1+ dnfl-

Usando estas relaciones llegamos a que ag = 11, b3 = c3 = 8, ds = 13, aq4 = 28,
by = ¢4 = 20y dy = 40. Por lo tanto, el nimero buscado es a4 + by + c4 + dy = 108.

542 Olimpiada Internacional de Matematicas

La 54* Olimpiada Internacional de Mateméticas (IMO) se llevé a cabo en Santa Marta,
Colombia, del 18 al 28 de julio de 2013, con la participacién de 528 estudiantes prove-
nientes de 97 paises. México ocupé el 17° lugar, siendo este el mejor lugar que México
ha ocupado en esta olimpiada. La delegacion que represent6 a México estuvo integrada
por los alumnos: Juan Carlos Ortiz Rothon y Addn Medrano Martin del Campo, ambos
de Jalisco; Diego Alonso Roque Montoya, Kevin William Beuchot Castellanos, ambos
de Nuevo Le6n; Enrique Chiu Han del Distrito Federal y Luis Xavier Ramos Tormo
de Yucatdn. En esta ocasion Enrique, Juan Carlos y Diego obtuvieron medalla de plata
y Luis Xavier, Kevin William y Adédn obtuvieron medalla de bronce. Los profesores
que acompafiaron a la delegacién fueron Leonardo Ignacio Martinez Sandoval (lider),
Rogelio Valdez Delgado (colider) y David Cossio (Observador B). El profesor Florian
Luca participé como coordinador en esta olimpiada.

Gracias a estos resultados, México fue invitado por primera ocasién a participar en
la competencia Romanian Master of Mathematics que se llevard a cabo en febrero de
2014 en Rumania. A este evento sélo son invitados los mejores 20 paises de la IMO
del afio anterior.
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A continuacién presentamos los problemas y soluciones de la 54 Olimpiada Interna-
cional. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 horas cada una para resolverlos.

Problema 1. Demostrar que para cualquier par de enteros positivos k y n, existen k
enteros positivos mi,ma, . .., my (no necesariamente distintos) tales que

2k 1 1 1 1
1+ =(1+—)({1+—) - (1+—).
n mi meo my

(Problema sugerido por Japén)

Solucién de Luis Xavier Ramos Tormo. Probaremos por induccién fuerte en k& el
resultado. El caso base es facil, pues si £ = 1, entonces m; = n de modo que 1 +
an—*l =1+ % Supongamos que para toda ¢ tal que 1 < ¢ < k se cumple el problema.
Veamos ahora que se cumple para k + 1.

m Sinespar,n = 2rconr € N. Asi,

2kt 1 2kl — 14 2r (2’f+1—1+2r> <2k+1+2r—2>

1 _— = =
+ 2r 2r 2k+1 4 29 — 2 2r

(2 =14 2r) (24 —1
o\ 2kl 4 2p -2 r
<1+ ! ) 2l

Definamos my; = 2! 4+ 27 —2. Tenemos m;, € N pues r > 1y por hipéStesis
k
podemos expresar a 1 + % como (1 + mi1> (1 + mi2> e (1 + m%) Ast,

1+2k+1_1—<1+ ! )<1+ 1)<1+ 1) <1+ 1)
m’r 2k+1 4 29 — 2 my ma my/

= Sinesimpar,n = 2r + 1. De aqui,

ek S (2k+r> <2r+2>

2r+1 2r+1 r+1 2r+1
= (12! (1 + )
B r+1 2r +1
y tomamos myy1 = 2r 4 1y por hipétesis de induccién expresamos a 1 4
como (1 + %) (1 + n%) e (1 + m%) y entonces

ok+1 _q 1 1 1 1
1+ —=(1+ 1+ — ) {1+ —)---(1+—].
n 2r+1 mq mo mg

2k—1
r+1
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En cualquier caso, completamos la induccién, por lo que el problema es cierto para
toda k € N, que era lo que queriamos probar.

Problema 2. Una configuraciéon de 4027 puntos del plano, de los cuales 2013 son
rojos y 2014 azules, y no hay tres de ellos que sean colineales, se llama colombiana.
Trazando algunas rectas, el plano queda dividido en varias regiones. Una coleccién de
rectas es buena para una configuracién colombiana si se cumplen las dos siguientes
condiciones:

= ninguna recta pasa por ninguno de los puntos de la configuracion;
= ninguna regién contiene puntos de ambos colores.

Hallar el menor valor de k tal que para cualquier configuracién colombiana de 4027
puntos hay una coleccién buena de k rectas.
(Problema sugerido por Australia)

Solucién de Juan Carlos Ortiz Rhoton. La respuesta es 2013. Primero muestro una
configuracion colombiana sin coleccién buena de 2012 rectas o menos. Trazo un 4026-
dgono convexo y coloreo sus vértices alternadamente rojo y azul. Afiado un punto azul
arbitrario. Primero muestro el siguiente lema:

Lema. Toda linea intersecta a lo mds 2 veces a un poligono convexo.

Demostracion. Supongamos que lo intersecta 3 o mds. Si empiezo a recorrer la linea
desde lejos, iniciamos fuera y terminamos fuera, asi que intersectd al poligono un
nimero par de veces (pues cada vez se cambia de “dentro” a “fuera” o viceversa).
Asi, lo intersecta minimo 4 veces. Me tomo el segmento AB donde A es un punto de
la linea de la primera vez que estuvo adentro y B de la segunda vez que estuvo aden-
tro. Entre ellos hay un punto C de la primera vez que estuvo afuera. Asi, A y B estdn
dentro del poligono y C no. Pero C estd en el segmento AB. Esto es una contradiccién
pues el poligono es convexo. De este modo, el lema es cierto.

Como cada lado del poligono es de la forma RA (R un punto rojo y A un punto azul),
debe haber una linea buena que lo intersecte, de lo contrario habria una regién con un
punto rojo y uno negro. Pero toda linea intersecta a lo mds 2 lados, de modo que hay al
menos 2013 lineas en la configuracion.

Ahora muestro que siempre se puede con 2013 lineas para acabar. Muestro algo mds
general, que si en una configuracién hay m rojos y k azules, con LmT*kJ lineas es
suficiente, asumiendo que m + k es impar. Lo hago por induccién sobre m + k.

Sim + k = 1, es obvio pues no trazo ninguna linea ya que sélo hay 1 punto. Ahora
supongamos que m + k = x funciona y lo demostraré para m + k = x + 2. Me tomo
la envolvente convexa de los x 4+ 2 puntos. Sobre esta o hay dos puntos de distinto
color consecutivos, o todos son del mismo color. En el primer caso, supongamos que
tengo un punto a rojo y uno azul b seguidos en la envolvente convexa. Me olvido de
ellos y trazo las [ 3| lineas que sirven para los x puntos restantes. Si a y b quedaron
en distintas regiones, entonces basta con trazar una linea muy pegada a ab que divida
a esos puntos del resto. Tenemos que a y b quedaran en regiones solos y habré usado
[£] +1 = [ Z2] lineas.
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Si a y b quedaron en la misma regién, supongamos sin perder generalidad que todos
los otros puntos en esa regién son rojos. Trazo una linea muy pegada a b que lo divida
del resto de los puntos y claramente esta configuracion es buena y de nuevo usamos
| ££2] lineas.

Si todos los puntos de la envolvente convexa son del mismo color, supongamos que
son azules. Me tomo dos de ellos seguidos, digamos a y b y me olvido de ellos. Trazo
la configuracién buena para los x puntos restantes y afiado una linea muy cercana a ab
que los divida del resto de los puntos. Esta configuracion sirve y usé L%J lineas.

Estos casos terminan la prueba inductiva. Finalmente, notemos que con m = 2013,
k = 2014 vemos que m + k es impar asi que necesito solamente LmT*kJ = 2013 lineas
para hacer una configuracion buena.

Problema 3. Supongamos que el excirculo del tridngulo ABC opuesto al vértice A es
tangente al lado BC en el punto A;. Andlogamente, se definen los puntos By en CA'y
C1 en AB, utilizando los excirculos opuestos a B y C' respectivamente. Supongamos
que el circuncentro del tridngulo A; B1C; pertenece a la circunferencia que pasa por
los vértices A, B 'y C. Demostrar que el tridngulo ABC' es rectdngulo.

El excirculo del tridngulo ABC opuesto al vértice A es la circunferencia que es
tangente al segmento BC, a la prolongacion del lado AB mds alld de B, y a la prolon-
gacion del lado AC mds alld de C. Andlogamente se definen los excirculos opuestos a
los vértices By C.

(Problema sugerido por Rusia)

Solucién. Denotemos los circuncirculos de los tridngulos ABC'y A1 B1Cy por Qy T,
respectivamente. Denote el punto medio del arco C'B de €2 que contiene a A por Ay, y
defina By, Cy de manera andloga. Por hipétesis el centro @) de I" estd sobre ).
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Lema. Se tiene que AgB; = ApC1. Ademds, los puntos A, Ag, By y C; son concicli-
cos. Finalmente los puntos A y Ag estdn en el mismo lado con respecto a B;C. Re-
sultados andlogos se cumplen para By C.

Demostracion. Consideremos primero el caso A = Ag. Entonces el tridngulo ABC' es
isosceles en A, lo que implica que AB; = AC, y las restantes afirmaciones del lema
son obvias. Supongamos entonces que A # Ay de ahora en adelante.

De la definicién de Ay se tiene que AgB = AyC. Es conocido y fécil de demostrar
que BCy = CBj. Ahora, se tiene que ZC1BAg = LABAy = LACAg = £B1CAy.
Luego, los tridngulos AgBC1 y AgC Bj son congruentes. Esto implica que AgB; =
AoC1, estableciendo la primera parte del lema. También se sigue que LA C1 A =
£ ApB1 A, pues son los dngulos exteriores de los vértices correspondientes Cy y By de
los tridngulos congruentes AgBC1 y AgC B;. Por esta razén los puntos A, Ag, By y
C1 son los vértices de un cuadrildtero ciclico donde AAy y B1C4 son lados opuestos.

Regresando a la solucion del problema, se tiene que los puntos A, By y Cp estan
en el interior de un semicirculo de T", de donde el tridngulo A; B;C1 es obtusangulo.
Supongamos sin pérdida de generalidad que el angulo en B; es obtuso. Luego Q y B3
estdn en diferente lados de A;C; obviamente, 1o mismo se tiene para los puntos B y
Bj. Luego, los puntos () y B estdn del mismo lado con respecto a A;C}.

Note que la mediatriz de A;C} intersecta a {2 en dos puntos que estdn en diferentes
lados de A; C;. Por la primera afirmacion del lema, ambos puntos By y ) estdn entre
esos puntos de interseccién; como ellos estdn del mismo lado con respecto a A;Ch,
ellos coinciden, es decir, By = Q).

Ahora, por la primera parte del lema nuevamente, se tiene que Q Ay y QCp son medi-
atrices de B1C1 y A; Bi, respectivamente. Luego,

/C1BoA, = /CyByBi + /B1ByA; = 2/AyByBy + 2/B1ByCh
= 2/A¢ByCy = 180° — ZABC,
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recordando que Ay y C son los puntos medios de los arcos CB y BA, respectiva-
mente. Por otro lado, por la segunda parte del lema se tiene que

LC1ByA) = LC1BA, = LABC.

De las dltimas dos igualdades, se tiene que ZABC = 90° y la solucién estd completa.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo acutiangulo con ortocentro H, y sea W un punto
sobre el lado BC, estrictamente entre B y C'. Los puntos M y N son los pies de las
alturas trazadas desde B y C respectivamente. Se denota por w; la circunferencia que
pasa por los vértices del tridngulo BW N, y por X el punto de w; tal que WX es un
didmetro de w;. Andlogamente, se denota por we la circunferencia que pasa por los
vértices del tridngulo CW M, y por Y el punto de wy tal que WY es un didmetro de
ws. Demostrar que los puntos X, Y y H son colineales.

(Problema sugerido por Tailandia)

Solucién de Adan Medrano Martin del Campo. Sea D el pie de la altura desde A
a BC. Entonces AD | BC,CN | AB, BM 1 AC.Deaqui, DHNBy DHMC
son ciclicos, de modo que por potencia desde A,

AN-AB = AH-AD,
AM-AC = AH-AD.

Luego, sea w la circunferencia de didametro BC. Como /BNC = ZBMC = 90°,
entonces N y M estdn sobre w. Asi, el eje radical de w; y w debe ser BC'y el eje
radical de wy y w debe ser C M. Claramente BN y C'M se cortan en A, por lo tanto el
centro radical de w, w1, ws es A. Asi, AW es eje radical de wy y wo.

Sea Z la segunda interseccion de w; y wg. Tenemos pues que BNZW es ciclico,
asi que por potenciaen A, AN-AB = AZ-AW = AH-AD.Como AH-AD = AZ-
AW, entonces HZW D es ciclico, pero ZHDW = 90°, de modo que ZHZW = 90°
y por tanto HZ | AW.

También como W X y WY son didmetros de wy y wa, entonces L X ZW = LY ZW =
90°. Asi,YZ | AWy XZ 1 AW.

De aqui es claro que XY H se encuentran sobre la linea perpendicular a AW por A.
Esto muestra que X, Y, H son colineales, como queriamos.
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w2 W

w1

Problema 5. Sea Q¢ el conjunto de los niimeros racionales mayores que cero. Sea
f : Q<0 — R una funcién que satisface las tres siguientes condiciones:

1. f(x)f(y) > f(zy) paratodos los z,y € Qo;
2. flx+y) > f(x)+ f(y) para todos los z,y € Q=o;
3. existe un nimero racional a > 1 tal que f(a) = a.

Demostrar que f(x) = z paratodo z € Q0.
(Problema sugerido por Bulgaria)

Solucién de Enrique Chiu Han. Primero notamos que por la segunda condicidn, se
tiene que f(nb) > nf(b) para todo entero positivo n y b un racional positivo. Probemos
primero un lema.

Lema. Si f(n) = n paratodan € Z*, entonces f(z) = z paratoda z € Q.
Demostracién. Tenemos que param, n € Z+

wt (£) - s (2) 2 (2) 2 (2)

Esto demuestra que f (2) = mf (). Conm = n, 1 = f(1) = nf (1), de modo
que f (%) = =, asf, f () = 2, como queriamos probar.
Tenemos 3 casos:

= f(b) < 0 paraalginb € Q. Aqui paratodan € Z* tenemos que f(n)f(b) >
f(nb) > nf(b), de modo que f(n) < n, pero ademds af(n) = f(n)f(a) >
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f(na) > na, por lo que f(n) > n pues a > 0. De este modo f(n) = n para
todan € Z* y acabamos.

m f(b) = 0 para algin b € Q. Este caso es imposible, pues se tendria que

0= f()f (%) > fla)=a>1.
= f(z) > 0 paratodo z € Qs¢. Mostraremos las siguientes propiedades:

e f es creciente. Supongamos que no lo es. Entonces existen x, y con = > y

y f(z) < f(y). De aqui tendriamos que f(z) > f(y) + f(z —y) >
f(z) + 0 = f(x), una contradiccién.

e f(a*) < a¥ paratoda k € Z*. Lo demostraremos por induccién en k. La

base es f(a) < a 'y suponiendo que cierto k € Z* cumple, tenemos que:

ak-l—l

F@*h) < fla)f ( -

>§a.ak}:ak}+l

lo cual completa la induccion.

e f(n) > nparatodon € Z*. Esto sucede pues

af(n) = f(n)f(a) = f(na) = nf(a) = na
y dividimos entre a de ambos lados pues a > 0.

Ahora, supongamos que existe m € Z™* con f(m) > m, digamos f(m) = m+e
con € un nimero real positivo. Tendriamos que, para cualquier entero positivo
k, f(km) > kf(m) = km + ke. Notemos que como f(a®) < a® para todo
s € Z* y a > 1, existen nimeros x = a® tan grandes como queramos tales que
fz) <.

Elijo k suficientemente grande, tal que k¢ > m. Tenemos que, para £ € Z™,
los intervalos [¢m, fm + (e] cubren a todos los reales mayores o iguales a km,
entonces existe s € Z™ tal que

tm < a® < fm+ Lle
para algtn /, luego,
f@®) <a® <tm+Le < f(lm).

Pero esto dirfa que fm > a° pues f es creciente. jContradiccion! Entonces
f(m) = m para todo entero positivo m y acabamos.

Problema 6. Sea n > 3 un niimero entero. Se considera una circunferencia en la que
se han marcado n + 1 puntos igualmente espaciados. Cada punto se etiqueta con uno de
los nimeros 0, 1, ..., n de manera que cada nimero se usa exactamente una vez. Dos
distribuciones de etiquetas se consideran la misma si una se puede obtener de la otra
por una rotacién de la circunferencia. Una distribucién de etiquetas se llama bonita si,
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para cualesquiera cuatro etiquetas ¢ < b < ¢ < d, cona + d = b + ¢, la cuerda que
une los puntos etiquetados a y d no corta la cuerda que une los puntos etiquetados by
c. Sea M el nimero de distribuciones bonitas y N el niimero de pares ordenados (z, y)
de enteros positivos tales que  + y < n 'y med(zx, y) = 1. Demostrar que

M =N +1.

(Problema sugerido por Rusia)

Solucion. Notemos que hay exactamente N fracciones irreducibes f1 < fo < ... <
fn en (0,1) cuyos denominadores son a lo mds n, ya que la pareja (z, y) conz+y < n
y (z,y) = 1 corresponde a la fraccién % Escribamos f; = ‘5—1 paral <7 < N.
Comencemos construyendo N + 1 distribuciones bonitas. Sea o € (0, 1) que no sea
ninguna de las N fracciones de arriba. Considere un circulo de perimetro 1. Sucesiva-
mente marque los puntos 0, 1, ..., n, donde 0 es arbitrario y la distancia en el sentido
de las manecillas del reloj de ¢ a i + 1 es o El punto k estard a una distancia {ka}
de 0 en la direccién de las manecillas del reloj, donde {r} denota la parte fraccional
de r. Llamemos a tal arreglo circular ciclico y denotémoslo por A(«). Si el orden de
los puntos, con respecto a las manecillas del reloj, es el mismo en A(«a;) y A(as),
consideramos que es el mismo arreglo circular. La siguiente figura muestra el arreglo
circular A(2 + €) de [0, 13] donde € > 0 es muy pequefio.

Si0<a,b,c,d<nsatisfacen a + ¢ = b+ d, entonces ac + ca = b + da de donde
la cuerda de a a c es paralela a la cuerda de b a d en A(«). Por lo tanto, en un arreglo
ciclico todas las k-cuerdas son paralelas. En particular, todos los arreglos ciclicos son
bonitos.

Ahora, mostraremos que hay exactamente /N + 1 arreglos ciclicos distintos. Para ver
esto, veamos cémo cambia A(«) cuando « crece de 0 a 1. El orden de los puntos p y
q cambia precisamente cuando cruzamos un valor « = f tal que {pf} = {qf}; esto
s6lo puede pasar si f es uno de las IV fracciones fi, fo,..., fn. Por lo tanto, hay a lo
mds N + 1 arreglos ciclicos diferentes.
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Para mostrar que todos son distintos, recuerde que f; = a;/b; y sea ¢ > 0 un nimero

muy pequefio. En el arreglo A( f; +€), el punto k se encuentra en %()dbl) +ke. Por

1 bi—
’bi"..’ bl

del circulo. Los puntos que se agrupan enseguida del punto bﬁ contienen los nimeros

lo tanto, los puntos se agrupan en b; conjuntos enseguida de los puntos 0

congruentes a ka; ! médulo b; listados en la direccién de las manecillas del reloj en
orden creciente. Se sigue que el primer nimero después de 0 en A(f; + €) es b;, y
el primer ndmero después de 0 menor que b; es a; ! médulo b;, lo cual determina de
manera unica el nimero a;. De esta manera podemos recuperar f; del arreglo ciclico.
Notemos también que A(f; 4 €) no es el arreglo trivial, donde se colocan los niimeros
0, 1,...,n en el sentido de las manecillas del reloj. Se sigue entonces que los N + 1
arreglos ciclicos A(e), A(f1 +¢€),..., A(fn + €) son distintos.

Notemos la siguiente observacion , la cual serd util mas adelante: sif; < a < fi11
entonces 0 estd inmediatamente después de b;11 y antes de b; en A(«).

De hecho ya se ha visto que b; es el primer nimero después de 0 en A(f; + ¢) =
A(«). De manera andloga se puede ver que b;41 es el ultimo nimero antes de 0 en
A(fiv1 —€) = A(a).

Finalmente, mostremos por induccién sobre n que cualquier distribucién bonita de
[0,n] es ciclica. Para n < 2 el resultado es claro. Ahora supongamos que todas las
distribuciones bonitas de [0, n — 1] son ciclicas, y consideremos una distribucién bonita
A de [0, n]. El subarreglo A, 1 = A\{n} de [0,n — 1] obtenido al borrar n es ciclico;
digamos A,,—1 = Ap—1().

Sea o un niimero entre fracciones consecutivas % < Z—; de entre las fracciones irre-

ducibles de denominador a lo mds n — 1. Existe a lo mds una fraccién - en (%, Z—j),

yaque%< < Hlpara0<i<n-—1.

Caso 1. No ey;dslte un:f fraccién con denominador n entre % y 2’—2.

En este caso el dnico arreglo ciclico que extiende A,,_1 () es A, («). Sabemos que A
y A, («) sélo pueden diferir en la posicién de n. Suponga que n estd inmediatamente
después de x y antes de y en A,,(a). Como los puntos vecinos de 0 son ¢; y g2 por la
observacion x, tenemos que x,y > 1.

En A, (a), lacuerdade n— 1 a x es paralela y adyacente a la cuerdade n a x — 1, luego
n — 1 estaentre z — 1 y x en el sentido de las manecillas del reloj como se muestra en
la figura anterior. Andlogamente, n — 1 estd entre y y y — 1. Por lo tanto, z, y, x — 1,
n — 1y y — 1 se encuentran en este orden en A,,(«) y por lo tanto en A (posiblemente
cony=xz—lox=y—1).

Ahora, A s6lo puede diferir de A, («) en la posicién de n. En A, como la cuerda de
n —1aaxylacuerdade n a x — 1 no se intersectan, n estd entre x y n — 1. De
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manera andloga se tiene que n estd entre n — 1 y y. Entonces n debe estar entre x 'y y
y A = A, («). Por lo tanto A es ciclico como se deseaba mostrar.

Caso 2. Existe exactamente un ¢ con 2 < L< B.

En este caso existen exactamente dos arreglos ciclicos A, (o) y A (a2) de los nimeros
0, L,..., n que extienden a A,_1(«), donde 2+ < a; < Lyl <ay< L2 En
Ap—1(a), 0 es el dnico nimero entre g2 y ¢1 por *. Por la misma razén, n se encuentra
entre g2 y Oen A, (), yentre 0y ¢1 en Ay, (az).

Haciendo z = ¢2 y y = ¢1, el argumento del Caso 1 implica que n debe estar entre x
y y en A. Por lo tanto A debe ser igual a A,,(a1) 0 a A, («2), y por lo tanto es ciclico.
Esto concluye la demostracién de que cada distribucién bonita es ciclica. Se sigue
entonces que hay exactamente N + 1 distribuciones bonitas de [0, n] como se deseaba
mostrar.
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Informacion Olimpica

A continuacién presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas de febrero a abril de 2014.
Febrero, 5 al 15, Guanajuato, Guanajuato
Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicacién de tres exdmenes
de entrenamiento.
Febrero, primera quincena
Envio de material a los estados (convocatoria, triptico y nombramiento de dele-
gado).
Febrero, segunda quincena

Publicacién del 25° nimero de la revista “Tzaloa”.

Marzo, primera semana

VII Romanian Master of Mathematics.

Marzo, 6 al 16, Pachuca, Hidalgo

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicaciéon de dos exdmenes
de entrenamiento, del examen de la XXV Olimpiada de la Cuenca del Pacifico y
del selectivo para la Olimpiada Europea Femenil de Matematicas.

Marzo, 17

Envio a los estados el examen eliminatorio propuesto por el Comité Organizador
de la OMM.

Marzo, 22

Aplicacién del examen eliminatorio en los estados registrados con este propésito
(puede aplicarse después).

Abril, 10 al 13, CIMAT, Guanajuato, Guanajuato

Curso de entrenadores.
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Abril, 10 al 16, Antalya, Turquia

IIT Olimpiada Europea Femenil de Matematicas.



Apéndice

Criterios 1 (Criterios de divisibilidad) Un niimero entero es divisible,
m entre 2, si el digito de las unidades es un niimero par.
w entre 3, si la suma de sus digitos es divisible entre 3.

» entre 4, si el niimero formado por los dos iiltimos digitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre 4.

= entre 5, si el digito de las unidades es 5 o 0.

n entre 6, si es divisible entre 2 'y 3.

= entre 8, si el niimero formado por sus ultimos tres digitos es divisible entre 8.
w entre 9, si la suma de sus digitos es divisible entre 9.

Definicion 2 (Divisibilidad) Sia y b son enteros, se dice que b divide a si a = bq para
algiin entero q, y se denota por b | a.

Teorema 1 (Propiedades de la divisibilidad) Sean a, b, ¢ y d niimeros enteros.
1. Sia|byb]|c entoncesa | c.
2. Sia|bya|c entoncesa | b+ c
3. Sia|bya|b+c entoncesa | c
4. Sia|byc|d, entonces ac | bd.
5. Sia| b, entonces a™ | b™ para todo entero positivo n.
6. Sia | b, entonces |a| < |b).

Teorema 2 (Induccion) El método de induccion se usa para demostrar que una proposi-
cion P(n) es verdadera para todo entero n > kg, donde kq es un entero fijo. El método
funciona de la siguiente manera:
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1. Caso base: Se demuestra que P (ko) es verdadera.

2. Hipdtesis de induccion: Se supone verdadera la proposicion P (k) para algiin
entero k > k.

3. Se demuestra que P(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces que P(n) es verdadera para todo entero n > ky.

Teorema 3 (Principio de las casillas) Si kn + 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene k + 1 objetos. En particular, si n + 1 objetos
son colocados en n casillas, entonces al menos una casilla contiene dos o mds objetos.

Teorema 4 (Suma de los angulos internos de un triangulo) La suma de los dngulos
internos de un tridngulo es 180°.

Teorema 5 (Teorema de Pitagoras) En un tridngulo rectdngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicién 3 (Congruencia de tridngulos) Los tridngulos ABC 'y A’B'C’ son con-
gruentes si los dngulos y los lados del tridngulo ABC son iguales a los dngulos y los
lados del tridngulo A’ B'C'.

Criterio 1 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 2 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de tridngulos
nos dice que si tenemos dos tridngulos con un lado igual y dos dngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce como dngulo-lado-
dngulo y lo denotamos como ALA.

Definicion 4 (Semejanza de triangulos) Los tridngulos ABC y A’B’'C’ son seme-
Jantes, si sus dngulos respectivos son iguales, es decir,

LABC = LA'B'C'
ZACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados homologos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B BC A

Criterio 3 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares de dngulos correspondientes de
los tridngulos ABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces los tridngulos son semejantes. A
esta relacion le llamamos dngulo-dngulo y la denotamos como AA.
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Teorema 6 (Teorema de Thales) Si ABC es un tridngulo y D, E son puntos sobre

los lados AB y C A, respectivamente, entonces los segmentos DE y BC' son paralelos
C 41 o AB _ AC

siysolo si 45 = 55

Teorema 7 (Desigualdad del triangulo) Los niimeros positivos a, b y ¢ son las medi-

das de los lados de un tridngulo si y solo si se cumplen las siguientes relaciones,

a+b > g
a+c > b,
b+c > a.

Definicion 5 (Bisectriz) Dado un dngulo / ABC su bisectriz es la recta que lo divide
en dos dngulos iguales.

Teorema 8 (Bisectrices) Las bisectrices internas de un tridngulo concurren en un
punto que es el centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo. El punto de con-
currencia se llama incentro.

Teorema 9 (Medida del angulo inscrito) La medida de un dngulo inscrito en una cir-
cunferencia es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, es decir, la mitad
del dngulo central que subtiende el mismo arco.

Definicion 6 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero es ciclico si sus cuatro vértices
estdn sobre una misma circunferencia.

Teorema 10 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y
solo si la suma de los dngulos opuestos es igual a 180°, es decir,

/DAB + /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
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