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Presentacon

Tzalod es la revista trimestral de la Olimpiada Mexicana de Mat@&a& (OMM). Su
publicacién es una iniciativa mas de la Sociedad MateEmaflexicana (SMM) pa-
ra contribuir al fortalecimiento del movimiento olimpigosu objetivo es brindar un
organo de difusion adecuado para satisfacer las nedesdie profesores y estudian-
tes de nivel medio superior, que cada afio se preparan yipartien los distintos
concursos de matematicas que se realizan tanto dentrofcensode nuestro pais.

Aunque la seleccion de los articulos, problemas, sohg&gpexamenes y demas infor-
macion que presentamos se realiza pensando especiakndateomunidad olimpica,
sus contenidos resultan también de interés para toddqueiguste de hacer matemati-
cas. El enfoque centrado en los razonamientos, el conterjmaesto con rigor pero sin
formalismos excesivos y el uso de matematica simple, spmak de las caracteristi-
cas que hacen del material expuesto un recurso valioso pafespres, estudiantes y
en general, para cualquier aficionado a las matematicas.

Tzaloa, Ao 2013, Nomero 2

La seleccion del material que preparamos para este sequndero del afio 2013
busca satisfacer las necesidades de nuestros lectorekdédds niveles. Es asi, que las
secciones’roblemas de Practicg Problemas de Entrenamieng&stan conformadas,
en su mayoria, con material clasificado en la categoreanmadio. Se busco que la
variedad de temas de estos problemas fuera equilibradaeya@sps haber cumplido
nuestra meta.

Bajo el tituloContando con dos digitpMarco Antonio Figueroa nos comparte un ex-
celente articulo donde trabaja con suficiente amplitud gnfoque poco usual el tema
de los sistemas binarios. A través de sus paginas podmecmsiar la estructura basica
de los sistemas posicionales y profundizaremos en lastedistizas particulares de los

1Tzaloa es un vocablo nahuatl cuyo significadoagsender
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sistemas binarios (base 2), incluyendo, entre otros, itaptes resultados de divisibi-

lidad. Estamos seguros que muchos de nuestros lectoresapneeste material, pues

es dificil conseguir bibliografia con el nivel y sobre tgdon el enfoque adecuado para
su aplicacion en la resolucion de problemas de olimpiada.

Con el fin de brindar un mayor apoyo a los estudiantes y profesque participaran
en los concursos estatales de este afio 2013, incluimoamlegxde la etapa semifinal
estatal que se aplico el afio pasado, en el marco de’|®@RBM. Examen elaborado
por Maria Luisa Pérez y Miguel Raggi.

Ademas, como todos los afos, publicamos el examen coonpdet soluciones del
Concurso Nacional 2012. Al incio de la seccion correspemtgi, incluimos los resul-
tados por estados de la repUblica y mencionamos los nordereslos los ganadores.
Asimismo, publicamos algunas de las soluciones mas dakiaque se presentaron
durante el concurso.

Por ltimo, en el ambito internacional presentamos efretadel concurséMC 10
de este afo y el examen de la XXV Olimpiada de la Cuenca défiacasi como
el examen con soluciones correspondiente a la XXVII Olimaitberoamericana de
Matematicas, concurso donde México obtuvo el sexto lugar

Meéxico y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 26 afios que la Sociedad Matematica Mexicamanido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de idatieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graciasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciérugbas profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus esfueraejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivgawsel movimento olimpi-
co, en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorimnatise han desarrollado
inumerables talleres de resolucion de problemas, doriddiastes y profesores traba-
jan con el Gnico afan de incrementar sus capacidades pazomamiento, el analisis
y la creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaittbn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana aterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matematica nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los caseos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidediesio el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
solida formacion matemética y muchos de los cuales hama®ecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio



Presentacon vII

27 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemateaesarrolla en 3 etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgazs nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 27 Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto de 1994. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efrngri semestre del ciclo escolar
2013-2014 vy, para el’Ide julio de 2014, no deberan haber iniciado estudios usiiver
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

http://www.ommenlinea.org

Para la primera etapa, los participantes deberan inssildirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la 2Dlimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
24 al 30 de noviembre de 2013 en el estado de Hidalgo. A losgposiugares de este
certamen se les invitara a la etapa de entrenamiento ycgatede las delegaciones
que representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2014:
la XXVI Olimpiada Matemética de la Cuenca del Pacifico, qadlevara a cabo en
el mes de marzo; la XVI Olimpiada Matematica de Centroaraéy el Caribe, que
se celebrara en el mes de junio en Costa Rica; ¥a8itnpiada Internacional de Ma-
tematicas, que se llevara a cabo en Sudafrica en el mediagyjla XXIX Olimpiada
Iberoamericana de Matematicas que se realizara en elerssptiembre en Honduras.
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Contando con dos dgitos

Por Marco Antonio Figueroa Ibarra

Nivel Intermedio

¢SAlguna vez te has preguntado por qué usamos diez digitagpcribir los nlmeros?
¢, Se podran escribir usando mas o usando menos de digs@i§i es asi, ¢por qué no
escribimos los nimeros con menos digitos? Asi nos @mdis que aprender menos
digitos en la primaria.

Ciertamente se pueden escribir todos los nUmeros conwaalgiimero de digitos
(a partir de dos digitos). Por ejemplo, el sistema de nuci@ranaya consistia en
escribir los nUmeros del 0 al 19 (los cuales pueden serderaios digitos) y con ellos
construian su sistema de base 20 (inspirados en la astr@anoontaban con 18 meses
de 20 dias y 5 dias sobrantes al afio). En este articulenfosaremos principalmente
en un sistema de numeracion muy importante y Gtil: el siatbinario, en el cual se
escriben los nUmeros con los digitos 0 y 1 solamente. Ulh@aajn muy importante
de este sistema numérico es que es usado por todas las edoqast Es por ello que
las memorias USB, las memorias RAM y demas memorias de cai@a vienen en
potencias de 2. ¢,0 has visto alguna memoria USB de 3, 5 o 6ygégah

Antes de comenzar, recordemos: ¢en qué consiste el sideemameracion decimal
que siempre utilizamos? El sistema de numeracion deciomdiste en un método de
numeracion posicional tal que cada posicion vale 10 vet&s que la de su derecha.
Es decir, la posicion de las unidades vale 1, la posiciblasielecenas vale 10, la de
las centenas vale 100, etc. En cada posicion ponemos ita dé&j 0 al 9 y con esto
podemos representar cualquier nimero usando s6lo i0glig

Notamos que no usamos nada en particular del nUmero 10nfesdeacer el mismo
planteamiento y numerar todos los nimerosdaaiigitos, dondel es cualquier entero
mayor que 1. El valor de cada posicion (contando de deredwmierda) esta dado por
la siguiente tabla.
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Posicion| k .| 4131 2]|1
Valor del o[ de | dt | d

Ya que tenemos los valores de las distintas posicionessit@o®s tened digitos
diferentes. Sd < 10, podemos usar los mismos digitos: 0, 1, 2,d.- 1. Pero si

d > 10, podemos usar los 10 digitos que ya conocemos y agregarmuevos. Por
ejemplo, en base 16 es usual usar los diez digitos conogildsdetrasA, B, C, D, E

y F. En base dos es usual usar el 0 y el 1. Asi, un nimessta escrito en base dos
N = &@-18k-2 - Si

n=a2+a 12!+ a22¢?%+ -+ a2t + ap2°.
Donde cada; es 0 0 1. Por ejemplo, el nUmero 13 queda de la forma
13=1-2°+1-22+0-2'+1-2°,

por lo que su representacion en base dos esyl(E0deces se agrega el sufijo dos para
distinguir la base: 113}. Un buen ejercicio es hacer la lista de los nimeros del 2 al 3
en base dos. Nota que, de la misma manera que en base 10 uror&smedltiplo de
10 si y s6lo si termina en 0, un nimero escrito en base 2pseréi y solo si termina
en 0. ¢ Como se veran los miltiplos de 4 y de 8 en base dasfig € veran los que
dejan residuo 2 al ser divididos entre 4? jEs muy facil debtual tener la lista de los
primeros nimeros en base dos!

¢Has notado que en algunos aparatos electrénicos comautamopas o celulares, el
boton de encendido tiene un dibujo formado por un circalown palito dentro de él?
Ese simbolo es una aplicacion muy sencilla del sistemarioinel cual representa un
1 dentro de un 0. El 0 indica apagado y el 1 indica encendidip.décho botbn sirve
para cambiar de apagado a encendido y viceversa.

Como convertir a base dos

Para comprender bien qué es el sistema binario es neceabepocomo podemos pasar
de un nimero escrito en binario al mismo numero en decinaeleyersa.

Para convertir un nmero binario a decimal, digamos=1101100% primero notamos
gue tiene siete digitos. Asi, las posiciones valen 641828, 4, 2 y 1 y el nimero
buscado es

1.64+0-32+1-16+1-8+0-4+0-2+1-1=64+16+8+1=89

Por otro lado, para convertir un nimero escrito en baseallease dos hay dos ma-
neras muy sencillas de hacerlo. Veamoslo con el mismo épemp= 89. Primero lo
dividimos entre 2:

89=2(44)+1

obteniendo 44 de cociente y 1 de residuo. Como 2(44) es papeesentacion binaria
termina en 0. Luego, la representacion binaria de-=8944)+ 1 debe terminar en 1.
iHemos encontrado el primer digitoleAhora, el nUmero 44, al ser escrito en binario,
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es el mismo que el 89 en binario pero sin el el digito de laafereAsi, podemos volver
a dividir entre 2 para encontrar el siguiente digito.

89=2(2(22)+ 0) + 1 = 23(22)+ (0)2! + (1)2°

Luego, la representacion binaria de 89 debe terminar ent@hgmos que continuar
con el 22. Asi, llegamos a

89 2(2(22)+0)+1

= 2(2(2(11+0)+0)+1

= 2(22(26+1)+0)+0)+1

= 222222+ 1)+1)+0)+0)+1

= 2(22(2(2(2(1) 0)+ 1) + 1)+ 0) + 0) + 1.

Luego, la representacion binaria de 89 es 10110Para ello s6lo usamos algunas
divisiones entre 2.

Otra forma de obtener la representacion binaria de un s usando el siguiente
resultado: dado que, en la representacion en base dosesGkan los digitos Oy 1;y
gue cada posicion es una potencia distinta de 2, obtenemed®do nimero tiene una
Unica representacion como suma de potencias distint@s Asi, escribiremos al 89
como suma de potencias de 2. La méas grande que no se pasalescofsideraremos
(es facil ver que si no la usamos, no alcanzaremos el nides®ado) y tenemos que
89 = 64+25, luego, la potencia mas grande que no se pasa de 25 es 66439 6+9.
Luego, elegimos la potencia 8 y queda 1, que es potencia der2e€lo, obtenemos
que

64+16+8+1=284+24+284+20
= 1-2%40-2541-2°+1-2240-22+0-2'+1-2°.

89

Luego, la representacion de 89 en base dos es 1011001

Notemos que el nUmero 89 tiene 7 digitos en base dos y gfifgitds en base 10. Asi,
la numeracion binaria tiene su pro (s6lo me tengo que agraios digitos) y su contra
(los nimeros resultan grandes). Por otro lado, si uso méged digitos, el pro sera que
los nUmeros resultan pequefos y el contra sera que me ¢eregaprender mas digitos.
Podemos pensar que el sistema decimal es algo intermedéoastds dos extremos.
Al pensar en la representacion en base 2 del nimero 2 mééden chiste: “hay 10
tipos de personas: las que saben contar en binario y las §ue no
Independientemente de la representacion en base dosnpsdaemostrar que todo
numero tiene una Unica representacion como suma de qiagsede 2. Es parte del
siguiente

Teorema. Todo entero positivan se puede escribir de manera Gnica como suma de
potencias distintas de 2.
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DemostracionPrimero demostremos que todo entero tiene al menos unaespae
cibn como suma de potencias distintas de 2. Lo haremos doedion, demostrando
gue todo nimero del 1 al'2- 1 se puede escribir como suma de potencias distintas de
2.

La base de induccion es= 1. El 1 se puede escribir como suma de potencias de 2:
1=20

La hip6tesis de induccion nos dice que todo numero entle?1— 1 se puede escribir
como suma de potencias distintas de 2.

A partir de esto, tenemos que demostrar que todo nimere 2nygr2™! — 1 se puede
escribir como suma de potencias distintas de 2. Ya sabermidkie®dos los nimeros
entre el 0y el 2— 1 como suma de potencias distinas de 2 y ninguna de estagasten
es 2. Asi, si a cada una de estas representaciones le sumdmbtRemos sumas de
potencias distintas de 2 para los nimeros erfitye22*1— 1. Esto concluye la induccion.
Ahora resta demostrar que la representacion es Unica.sesieja como ejercicio al
lector.

Contando con las manos

¢,Cuantos nimeros podemos contar con nuestras dos mamasAuhos, la respuesta
natural es que podemos contar hasta el nimero 10. Pero @adygrodemos contar
hasta el nimero 1023, y eso que comenzamos en 0. ¢, Comaoase $tgf?

Al contar del 0 al 10 con las manos lo hacemos pensando queucadde nuestros
diez dedos vale 1. Eso, si bien es sencillo, no resulta muyetoente. Por ejemplo
hay muchas maneras de representar al nUmero 2, pue{%oblay45 maneras de elegir
dos dedos de nuestras manos. Veamos si podemos darle vpleregiten representar
a un nimero de mas de una manera.

Comencemos con el primer dedo. Como queremos poder reaeséntumero 1, ha-
remos que ese primer dedo valga 1. Ahora, si hacemos quewid®gdedo también
valga 1 ya podemos representar el nimero dos, levantasdiok primeros dedos.
Pero, por otro lado, ya tenemos dos representaciones patenelro 1: levantar s6lo
el primero o levantar s6lo el segundo dedo. Asi, estamspatdiciando una repre-
sentacion. ¢ Qué tal si hacemos que el segundo dedo valis,2bn solo dos dedos
podemos representar cuatro numeros: los nUmeros del.(Yales ganancia, ¢,no?
Continuemos el proceso. Es facil ver que si el tercer deldoly2 o 3 volvemos a tener
nimeros con mas de una representacion. Luego, intestdarte el valor 4 y resulta
gue si toma ese valor, podemos representar con solo tres,dedumeros: del 0 al 7.
Notamos que el valor de cada dedo resulta una potencia de dos.

Seguimos esta construccion: el siguiente dedo vile 8, el siguiente 2 = 16 hasta
llegar a que el décimo dedo tiene que valee2512. Con ello, podemos representar
cualquier numero entre el 0 y el 1023 con nuestros diez dedos

jEsta representacion coincide con la numeracion bihRties estamos usando el hecho
de que todos los nimeros tienen una Unica representacio suma de potencias
distintas de 2.

¢Podremos lograr mas? jVeamos que no! Supongamos quedespdar valores a
los diez dedos de tal manera que con ellos puedas represggaie 1024 nimeros.
¢, Cuantas maneras diferentes hay de elegir los dedos qeele@antar? Como cada
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dedo puede estar levantado o no, y hay diez, hay exactam&nte 2024 maneras
diferentes de elegir los dedos a levantar. Si logro reptasemas de 1024 nameros,
por el principio de las casillas, habra dos nUmeros conidana representacion, jesto
contradice nuestra suposicion! Luego, la manera queahads elegido es 6ptima.

NUmeros fraccionaros y divisibilidad

Ya hemos dicho que no tiene nada de especial el haber eldgidmero 10 para nues-
tro sistema de numeracion. Asi que varios de los resudtgde en base 10 tenemos,
deben conservarse en base 2. Por ejemplo el siguienteno@raies racional si y sélo
si su expansion decimal es finita o infinita periddica. Hemglo, el nUmero 5 es
igual a 11 en base 2, % esigual a 11010101010..y m esigual a

11.001001000011111101101010100010 0010000101 10100011

Por otro lado, las reglas de divisibilidad entre 2, 5, 9, 1Q.yqlie resultan tan Gtiles
por lo sencillas que son, si usan que la base sea 10. En bssalgimnas reglas de
divisibilidad son:

= Un nUmero en base 2 es mdltiplo de 2 si y sblo si termina en 0.
= Un nmero en base 2 es mdltiplo de 4 siy sélo si termina en 00

= Un nOmero en base 2, digama@y_1ax_ - - - a18p €S multiplo de 3 siy soblo si 3
divide aay — ax_1 + ax_2 — - - - + (—1) ap.

Asi que la regla de divisibilidad por 3 en base 2 es exacttariammisma que la regla
de divisibilidad por 11 en el sistema decimal. De hecho laai#racion es exactamente
la misma.

Algunos ejercicios resueltos

Hay muchos problemas de olimpiada, tanto de teoria de misneemo de combinato-
ria, que pueden resolverse considerando la representaiciaria de algin nimero o
alguna idea similar. Presentamos algunos ejemplos resultector.

Ejemplo 1. Demuestra que entre cualesquieral enteros del conjuntd, 2, ..., 2n}
existen dos niumeros, digama¥ b, tales quea divide ab.

Solucibn. Escribamos cada uno de los enteros del conjih® 3, . . ., 2n} en la forma

k = 2*¥y con x un entero no negativoyeun entero positivo impar (nota que el nUimero
al ser escrito en binario termina en exactamergeros).

Comoy es un impar menor o iguallay tiene que ser un imparentreel 1y el 2 1.
Luego, hayn posibles valores pasa Como tengo que elegir+1 nimeros del conjunto,
por el principio de las casillas, habra dos de ellos con Emay. Es decir, dos de los
numeros seran*g e 2y. Sin pérdida de generalidad podemos suponenqudez de
donde 2y divide a Zy.

Ejemplo 2. Si escribimos en base dos todos los nUmeros del 1 al 1028sive.
¢ Cuantos unos usamos?
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Solucibn. Primero notamos que la representacion binaria de 1023111111, que

es el nimero mas grande que ocupa 10 digitos en binaregyd,dodos los nUmeros
del 0 al 1023 se pueden escribir con exactamente 10 digitpsrmitimos que hayan
ceros a la izquierda cuando sean necesarios.

Por otro lado, cualquier combinacion de diez digitosaaaub de ellos 1 0 0 nos darala
representacion binaria de cada nimero entre 0 y 1023. kkstaamente ¥ de estas
combinacionesy se usan 13° digitos. Por simetria, debe haber la misma cantidad de
unos que de ceros (pues estan consideradas todas ladigadés). Luego, se usaron
5.2%unos.

Ejemplo 3. Sean un entero positivo y sedda maxima potencia de 2 que divideka
Demuestra que el nimero de unos en la representacionebiear esn — m.

Solucion. Recordemos que el exponente de la maxima potencia de 2\jde dn! es

n n n
EJ * EJ " EJ L

Siagax-18k_2 . . . agazay €s la representacion binaria deotamos que, por la formula

de arriba, obtenemos quees (en base dos)

M = agak-18k-2 ... a3a2 + Adk-18k-2...a3 + - + Adk-1 + -
Ahora, volviendo a decimal y agrupando &s

m = a@?+2%+. 429 +a4@C+ 2+ + 29+ +2x(20)
= a@ N +a1@C -+ - ra(-1)
= (@2 t+a 12+ a2t +a20) - (kA + -+ ap+a)
= n-— m

ya que la suma de los digitos en binario es exactamentergmide unos.

Ejemplo 4. Demuestra que es posible eledirehteros del conjunt@®, 1,2, ...,3-1)
tales que no haya tres de ellos en progresion aritmética.

Solucibn. De la misma manera que en el Ejemplo 2, los nimerdsd). .., 3~ 1 son
todos los que se pueden escribir ¢odigitos en base 3 si permitimos que haya ceros
a la izquierda cuando sea necesario. De entre todos ekggrazhos los que sblo usan
los digitos 0 y 1. Como tenemdsposiciones, hay exactamentede estos nimeros.
Veamos que no hay tres nUmeros en progresion aritmética.
Tres numeroa < b < c estan en progresion aritméticacst b = b — a, 0 equivalente-
mente, sa + ¢ = 2b. Veamos que esto no sucede entre los nUmeros que elegimos.
Supongamos que hay tres nUmeros de entre los que elegimod) < c tales que
a+ ¢ = 2b. Denotemos los tres nimeros en binario

a k-1 ...apa1,
bbk-1 ... bobs,

CkCk—1...CoC1q.
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Como todos los digitog;, by son ceros o unos, al hacer la suma b en base tres,
en cada posicion la suma de los dos digitos no se pasa de 8wnla en base tres
tendra exactamente los digias+ by, ax-1 + bk_1, ..., a2 + by y a; + bs. Por otro lado,
los digitos de 2 son exactamentecg 2¢x_1,...,2C2 Y 2¢;, pues cada@ es 0 o0 2.
Luego, para cadase tiene que; + bj = 2¢;. Comoa;, b; y ¢; sblo pueden ser ceros o
unos, la Gnica manera que esto suceda eggudy; = ¢i. Luego,a=b = ¢, lo cual es
una contradiccion y concluimos que no hay tres enterosagresion aritmética entre
los Z nimeros elegidos.

Ejemplo 5 (IMO 2011). Sean > 0 un entero. Se tiene una balanzayesas con pesos
20,21 22 .. 21 Sevan a poner cada una de las pesas sucesivamente en ugo de lo
dos platillos de tal manera que el de la derecha siempre pese;de cuantas maneras

se puede hacer esto?

Solucibn. SeaA, el nimero que buscamos. Digamos que en algin momento ya pus
mos la pesa que pesé R al menos una mas. En ese momento, si ignoramos esa pesa
la diferencia entre los pesos de los platillos debe ser psitigm Asi, es irrelevante
donde esté la pesa que peSadlies si el platillo de la derecha pesa mas sin considerar
la pesa que pesd, XSeguira pesando mas si la ponemos en la derecha o enilertzau
Ahora, si ignoramos la pesa que peSaBtenemos exactamente un acomodo valido
paran — 1 pesas (simplemente consideramos que cada pesa pesedamitaque
pesa). Sabemos que eso se puede hacéy denaneras. Ahora, la pesa que pe8a 2
puede ser puesta en cualquier momento, salvo que cuandosdggurimera pesa, no
podemos poner esta pesa en el platillo de la izquierda.hasih — 1 posibilidades
para poner esa pesa (1 poniéndola la primera vez y 2 en caddeulos siguientes
turnos).

Luego,A, = (2n— 1)A,_1. ComoA; = 1y A; = 3, una sencilla induccion muestra que
An es el producto de todos los impares desde 1 hastal2

A continuacion dejamos unos ejercicios para el lector.

Ejercicios

1. Escribe cada nimero del 1 al 32 en binario. ¢ Como sabsimmsnimero en
binario es mltiplo de 4 u 8? ¢ Como son los que dejan reddser divididos
entre 47?

2. Searpp <ay <---<ayby <by<--- < b enteros no negativos tales que
2% 41 % ... 4 Q% =Py Dbz Ly OB
Demuestraquk =y quea; = by, ap = by, ..., a = bx.
3. Determina una funcioh: N — Rtal quef(1)=1y

1+f (%) sinesimpar,

f(n) =

1+f(3) sinespar.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Encuentra los (ltimos ocho digitos de la represeateginaria de 28,

. Demuestra que para cualquier entero positige cumple que

n+ 20 n+ 21 n+ 22
7ol Il Bl Il el IR}

. Matrtin tiene la lista de todos los nimeros de 25 digjtes se pueden formar

utilizando solo los digitos,2, 3y 4 y que tienen la misma cantidad de digitos 1
que de digitos 2. Jorge tiene la lista de todos los nUmer&€dligitos formados
por 25 digitos 1 y 25 digitos 2. Demuestra que la lista detidaiene la misma
cantidad de nUmeros que la de Jorge.

. Demuestra que cada entero positivo se puede escribir como

a-3+a;-3+ayF+-+a- 3

para cierto entero positiig donde cada; vale—1,0 0 1.

. Hay 2" soldados formados en fila, dondes un entero positivo. Los soldados

se reacomodan en otra fila de la siguiente manera: Los s@dpdoestén en
posicion impar se van al frente de la fila, conservando sarlagtre ellos; los
soldados en posicion par se van al final de la fila, respethrsdiigares entre
ellos. Por ejemplo, si hay ocho soldados formadds c, d, e, f, g, h, después
del reacomodo obtenemos la fdac, e, g, b, d, f, h. Demuestra que despuésrle
reacomodos los soldados estaran formados como al inicio.

. Demuestra que existe un entertal que es multiplo de 2004 y al ser escrito en

base dos tiene exactamente 2004 ceros y 2004 unos.

(OMM, 2011) Una cuadricula con lados de longitudés<2) y (2" + 1) se
quiere dividir en rectangulos ajenos con lados sobrafink la cuadriculay con
un namero de cuadraditos dex11 dentro del rectangulo igual a una potencia
de 2. Encuentra la menor cantidad de rectangulos en losegpeesie dividir la
cuadricula. Klota: El 1 es considerado una potencia A@ues2’ = 1.)

Demuestra que hay una infinidad de potencias de 2 de lafory2].

Sean un entero positivo. Determina la cantidad de nimeros qeré@s en base
2 tienen exactamentendligitos y son tales que la suma de los digitos en las
posiciones pares es igual a la suma de los digitos de lasiguss impares.

La sucesion de Fibonacci se define pgr= 0, F1 = 1y Fy2 = Fya + Fx
para todon > 0. Demuestra que todo entense puede escribir como suma de
nameros diferentes de Fibonacci tales que no hay dos decalfsecutivos.

Comenzamos con el estado iniciallf) dondea y b son enteros positivos. A
partir de este estado incial se aplica el siguiente algorgtimmpre quea > 0.

= Sib > acambiamosd, b) por (2a,b — a).
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15.

16.

= En otro caso, cambiamosg, p) por (@— b, 2b).

¢ Para qué estados iniciales el algoritmo termina? Si berngien cuantos pasos
termina? ¢ Qué sucedessy b no son enteros?

Supbn qud es una funcion definida en el conjunto de los enteros posital
quef(2k) = 2f(k)-1y f(2k+1) = 2f(k)+1. Siaes un entero positivo arbitrario
cuya representacion en base dos esta dada paai,an-1 . . . a2a189, demuestra
que

f@=bn-2"+by1-2" 1+ +by- 2+ by,

donde
b-—{l sia =1,
' -1 siag-=0.

Seaf una funcidn que a cada entero entre 0 y 2013 le asigha unroientero
no negativo tal que
f@m) = f(m),
fGm+1) = f@Bm)+1,
fBm+2) = f(@Bm).

Si f(0) = 0, determina el valor maximo que puede torhar
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Problemas de piactica

Para este segundo nimero del afilo hemos incrementadoafaptiicultad de los pro-
blemas, sin embargo, la mayor parte del material sigue gporaliendo a la categoria
principiante. Otra diferencia con respecto al nimerorantees que abandonamos el
formato deopcion multiple que se usa en las etapas inciales, para adoptar el forma-
to de pregunta abiertaque caracteriza a las etapas mas avanzadas de los concursos
olimpicos.

Ahora, te invitamos a poner en practica todas tus habiigadusar todos tus cono-
cimientos para encontrar la solucion de los 20 problemgsa@etica de este nimero.
Aungue en la siguiente seccion podras encontrar las essmide todos ellos, te reco-
mendamos que no la consultes sino hasta después que legyaolpor ti mismo a tu
propia solucion.

Problema 1.Un triangulo tiene dos angulos que mideri $a05’, y el lado entre ellos
mide 2cm ¢ Cual es el perimetro del triangulo?

Problema 2. Ana, Beto y Carmen juegan un juego en el que el perdedor tiaae q
triplicar el dinero de los otros dos jugadores (el perdedgia). Se jugaron tres rondas
y los perdedores sucesivos fueron Ana, Beto, y Carmen ernrdsn.&i cada jugador
termind con $27, ¢ cuanto dinero tenia cada personac# ti

Problema 3.Sean un nimero entero tal que ® n < 100. Diariamente, los precios
de las acciones de cierta empresa se incrementan o decagrneentb. ¢ Existe algin
valor den, tal que después de algunos dias, el precio de la acciélvara ser el
mismo?

Problema 4. Utilizando cada uno de los digitos2, 3,4,5,6,7,8y 9 una sola vez se
van a formar nUmeros primos cuya suma sea lo menor posibléodas las listas de
nimeros primos con esta propiedad.

Problema 5.¢En qué base (entera) el nUmero 221 es un divisor de 1215?
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Problema 6.Una circunferenci&; con centroO;, pasa poiO;, que es el centro de
otra circunferenci&,. Desde el punt€, sobreC1, trazamos las rectas tangentes,a
y llamamosAy B a los puntos (distintos d&) donde estas rectas cortan de nuegh.a
Demuestra quéB es perpendicular @,0;.

Problema 7. Encuentra todos los niimeros de la sucesipr= 321 + 21 paran
entero positivo, que son cuadrados perfectos.

Problema 8.Si a, by ¢ son nimeros reales tales aafe+ b + ¢ = 1, demuestra que,

1
-3 <ab+bc+cax<1.

Problema 9.Una cremeria dispone de 20 kilogramos de queso para la. \&umpan-
gamos que varios clientes hacen cola para comprar ese poodliterminar de des-
pachar a cada cliente, la encargada hace los calculos yiarlarcantidad exacta de
personas a las que podra surtir una porcidn de exactamlentemo peso que el prome-
dio despachado por cliente hasta ese momento. ¢ Es poséla gucargada siempre
anuncie que resta el queso exacto para 10 clientes? y eragstg @uanto queso queda
después de despachar a los primeros 10 clientes?

Problema 10.Los puntosA, By C estan sobre el borde de un estanque circular, ubi-
cados de forma quB esté justo al oeste dey ABC es un triangulo equilatero de 86
metros de lado. Una persona parte nadando désadinea recta haci2y después de
recorrerx metros da vuelta hacia el oeste y alcanza la orilla tras recona distancia
dey metros. Suponiendo que tant@omoy son ambos enteros positivos, determina el
valor dey.

Problema 11.Decimos que dos nimeros de 10 digitos gecinossi difieren en exac-
tamente uno de sus digitos (por ejemplo, 1234567890 y 17B2H son niUmeros ve-
cinos). Encuentra la maxima cantidad de nimeros que piggge un conjunto de
nameros de 10 digitos tal que no existan en &l dos que SEHMOS.

Problema 12.Seana, b y ¢ nimeros reales diferentes entre si y diferentes de 0 tales

que
1

1 1
a+-=b+=-=c+-.
b c a
Demuestra quiabd = 1.
Problema 13.SeaABC un triangulo rectangulo e@ y seanP, Q y R puntos sobre la
hipotenusaABtales queAP = PQ= QR=RB= %3. Demuestra que la interseccibh

(diferente deC) de los circuncirculos de los triangul6&£Cy BRCes el punto medio
deCQ.

Problema 14.Encuentra todas las parejasy) de nimeros enteros tales que

X4y = (x+Yy)>%
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Problema 15.En el inicio, las nueve casillas de un cuadrado de3contienen un
0. En cada paso, es posible elegir dos casillas que compartkdo y sumarles 1 o
—1 a ambas. ¢ Sera posible llegar, después de algunos pasosr los nueve nimeros
iguales a 2?

Problema 16. Al inicio de un juego entre dos jugadores, se escribe en elriiin
el nmero 2013!. Los jugadores, por turno, deben escogefiorero entero positivo
menor al del pizarron y divisible por a lo mas 20 primos. &inero escogido, se resta
del escrito en el pizarrdon, que entonces es reemplazada pderencia asi obtenida.
Gana el primer jugador que logre obtener 0 al término de swty, Cual de los dos
jugadores tiene una estrategia ganadora garantizada?dassulescribela.

Problema 17.SeanABC un triangulo con are8; y D, E y F los puntos medios de
BC, CAy AB, respectivamente. Seahun punto dentro del trianguldEF;y G, H e

I las reflexiones de los puntés By C sobre el puntdJ, respectivamente. Demuestra
que el area del hexago®dBGCHes 5.

Problema 18.Para cada entero positivp sead(n) su divisor impar mas grande. En-
cuentra la suma
d(1)+d(2) + d(3) + - - - + d(1024)

Problema 19.EI pUblico barajea un mazo de 36 cartas, mismo que estéafiomor

4 grupos, de 9 cartas cada uno, con las figuras: espadasastosly copas. El mago
va prediciendo, una por una, la figura de cada carta, comdozam la que esta hasta
arriba del mazo, e inmediatamente después de hacer catdiagia, ve la carta. El
disefio de la parte de atras de las cartas es una flecha.dtenésipuede examinar todo
el mazo previamente y sin cambiar el orden, puede acomodaiceata de manera que
la flecha de la parte trasera apunte hacia el mago o en sebfittaico, segn un sis-
tema acordado previamente con el mago. Encuentra un sisigengarantice al mago
acertar la prediccion en por lo menos 19 de las 36 cartas aebng Se podra disefiar
un sistema para garantizar el acierto en por lo menos 20creesst

Problema 20.Doce chapulines estan ubicados en 12 puntos distintoe solarcircun-
ferencia. Estos puntos dividen a la circunferencia en 18saml sonido de la sefal,
los chapulines brincan simultaneamente, de forma quewaalaalta, en direccion de
las manecillas del reloj, desde el extremo de su arco al puetlio de este. A partir
de la nueva posicion, cuando vuelve a sonar la sefial, lpgutines vuelven a saltar
siguiendo el mismo patron y asi sucesivamente contamusaltando con cada sonido
de la sefial. ¢ Es posible que algiin chapulin regrese asstiggooriginal después de
12 saltos?
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Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion te presentamos las soluciones que henpasaite para los 20 pro-

blemas de préactica que figuran en este nUmero de tu rebsta.cuenta que para cada
problema se incluye la explicacion que justifica su valid@aserva que, en todos los
casos, la argumentacion se basa en resultados conogides sazonamientos légicos
y que para ningn problema la solucion se presenta siersiost

Como siempre, las soluciones que presentamos no son rnaoesate las (nicas y
probablemente tampoco son las mejores, por lo que es mugl@agie ti hayas en-
contrado una solucion distinta pero igualmente validasg es el caso y no estas muy
seguro de su validez o simplemente la quieres compartir @eotros te invitamos para
gue nos escribasmevistaomm@gmail . com.

Solucion del problema 1.SeaD el pie de la altura desd& ComoBCDes un triangulo
que es la mitad de un equilatero, es facil ver Giz= 1cmy DB = v/3cm Ademas,
el trianguloDCA es rectangulo e isosceles. Lue§# = 1cmy AC = vV2cm Por lo

tanto, el perimetro del triangulo es-3v2 + V3cm

A

103
30

B 2cm c

Solucion del problema 2.SeanA,, B, y C, las cantidades de dinero que tienen Ana,
Beto y Carmen después denid@sima ronda, respectivamente. Tenemos4gue B; =
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Cs = 27. EntoncesA; = & = 9,B, = & = 9y C; = 27+ 18+ 18 = 63, de donde
A = % =3,C = 6—;’ =21yB; =9+ 6+42=57. Por lo tantoBy = %7 =19,

Co =% =7yA =3+38+ 14 = 55, lo que significa que Ana inicio con $55, Beto
con $19y Carmen con $7.

Solucion del problema 3.Supongamos que existe tal enterg que el precio de la

accion es el mismo despuésaécrementos b caidas. Sk es el valor inicial de la
accion, es facil ver que el valor final sera igugtlar 73:)* (1 - 13:)” x.
Igualando este valorxay multiplicando por 108"® obtenemos que

(100+ n)3(100- n)° = 10G**.

Es claro que los Gnicos divisores primos del lado derecho2sp 5, por lo tanto lo
mismo aplica para el lado izquierdo. Como 106 > 100 y 100- n < 200, veamos
cuantos nimeros entre 101 y 199 son divisibles Unicagremite los nUmeros primos
2y5.

La Gnica potencia de 2 entre 101y 199 es 128.

= El Unico nimero entre 101 y 199 que es igual a 5 veces unagatde 2, es
5x 32=160.

= No hay nUmeros entre 101 y 199 que sean 25 veces una poteria d
= El Gnico nimero entre 101 y 199 que es mdltiplo de 125, esgho 125.

Por lo tanto, los valores posibles deson 25, 28 y 60, de donde 180n = 75, 72 y

40, respectivamente. Como 75y 72 son divisibles entre 3pnsaluciones validas. Si

n = 60, entonces 16@° = 100*P®, pero esto no puede ser ya que la factorizacion en
primos del lado izquierdo tiene méas doses que cincos y lladelderecho tiene igual
namero de cincos que de doses. Por lo tanto, no existe mvejor de O< n < 100
para el cual se repitan los precios.

Solucion del problema 4.Una posible solucion es; 3,5,41,67 y 89, cuya suma es
207. Veamos que no podemos obtener una suma menor que estmddajue los
digitos 46 y 8 no pueden ser digitos de las unidades de los primos.o,.gaga uno
de estos digitos contribuira con al menos@My 80 a la suma final (esto, si aparecen
en las decenas; si aparecen en otro lugar, la suma seria)mlags otros 6 digitos
contribuiran con al menos42 + 3+ 5+ 7 + 9 = 27 a la suma final (esto si aparecen
en las unidades; si aparecen en otro lugar, la suma seria)nlayego, la menor suma
sera cuando,® y 8 aparezcan en las decenas y los otros seis en las uni@adas.

el ejemplo de arriba cumple eso, 207 es la menor suma. Altodalta ver cuantas
opciones hay tales que@ly 8 son digitos de las decenas y todos los demas digitos so
de las unidades.

Entre los primos con dos digitos hay tres que comienzan cdt,#43 y 47; dos que
comienzan con 6: 61y 67; y dos que comienzan con 8: 83 y 89. (Ronaoes primo,
debe ser el digito de las unidades de uno de estos primos €bimmico que cumple
eso es el 89, debe ser uno de los primos. El 1 tampoco es psingue tenemos que
tener al 41 o al 61. Veamos estos dos casos.
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1. Usamos al 41. Como ya fue usado el 1, tenemos que usar el@da ¢p lista:
2,3,5,41,67y89.

2. Usamos al 61. En este caso podemos usar tanto el 43 comoSilysamos el
43 tenemos la lista 2, 5, 7, 43, 61 y 89. Si usamos el 47 obtenénista 2, 3,
5,47,61y 89.

Luego, la menor suma es 207 y se logra con las tres listas getdas

Solucion del problema 5.Denotemos poa a la base buscada. Luego, tenemos que
1215 escrito en baseesa® + 2a’ + a+ 5y 221 es 2% + 2a + 1. Es claro que # 1.
Como 22 + 2a+ 1 debe ser divisor d& + 2a° + a + 5, también 22 + 2a + 1 debe ser
divisor de 2° + 4a%+ 2a+10. Entonces, al dividiré® + 4a? + 2a+ 10 entre 2%+ 2a+ 1

el residuo debe ser 0. Dividiendo, obtenemos que

2a° +4a® + 2a+ 10= (2a% + 2a+ 1)@+ 1) + (—a+ 9).

Es facil probar (ejercicio) que-a+ 9| < 2a®+2a+ 1 sia> 1. Luego, por el algoritmo
de la divisiort, —a+9 es el residuo de la division da2-4a+2a+10 entre 22+2a+1.
Porlo tanto~a+ 9 = 0y de aqua = 9. Finalmente, es facil ver que el nUmero 221 en
base 9 es divisor de 1215 en base 9. Asi, la respuesta es 9.

Solucion del problema 6.ComoCAYy CB son tangentes@,, tenemos queACO, =
/BCQ,. Ademas, como el angulo inscrithCQO, y el angulo centrat AO,0, com-
prenden el mismo arco, tenemos qued;0, = 2/ACQO;, = 2/BCO, = /B0, 05.

D N\
~
A
C
Ahora, si llamamo® al punto de interseccion d&B con O, 0;, tenemos qué;A =
01By O;D = O;D Yy por el criterio de congruencia LAL, concluimos que loatigulos

O;AD y O;BD son congruentes. Por lo tanto)ADO; = /BDO; y como su suma es
igual a 180, cada uno de ellos es igual a°9@or lo tantdD; 0, es perpendicular AB.

Solucion del problema 7.Tenemos que; = 4y a; = 29. Para toda > 3 tenemos
que 3! = 3 (mod 4) y 271 = 0 (mod 4). Entonces?3?! + 2! = 3 (mod 4) si

2Ver en el apéndice el teorema 2.
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n > 3. Como todo cuadrado es congruente con 0 0 1 modulo 4, tengueay = 4 es
el Gnico cuadrado perfecto de la sucesion.

Solucion del problema 8.Tenemos que,

(a+b+c)?
a? + b? + ¢ + 2ab+ 2bc+ 2ac
1+2(@b+bc+ca)

vV IV IV
o

ab+bc+ca

W
!
N =

Por otra parte,

(@a-b)2+(b-c)?+ (c—a)?
2(a@® + b? + ¢?) — 2(ab+ bc+ ac)
1-(ab+ bc+ca)

ab+ bc+ca

\YARIY,
P O O o

IN IV

Solucion del problema 9.Seaay la cantidad de queso que compredsimo cliente,

A+t _ . .
entoncesliak es la cantidad de queso promedio despachada a los prikeros

clientesy 26-(a;+: - -+a) la cantidad de queso que resta. Si después de despacharalo
primerosk clientes la despachadora declara que resta el queso exaatdgspachar a
10 clientes mas tenemos que

: ap+ -+ a
20~ (ag + -+ a) = 10 (B
de donde se sigue que
-+t a= 20
. &= 10
Y dado que esto sucede para cadembién tenemos que
_20k-1)
a+ct+ a1 = o9 -

Restando ambas expresiones tenemos que

200

* kK10

Entonces si gk-&simo cliente compra exactamente esa cantidad de qaesmdicion
del problema se satisface. Bajo esta suposicion tenengos qu

20-10

1179 10

a+---+a0=

Por lo tanto, quedan 2010 = 10kg de queso.



Soluciones a los problemas de farctica 19

Solucion del problema 10.SeakE el punto sobréAB donde el nadador vir6 hacia el
oeste para alcanzar la orilla BnTrazamos la rectAE y la prolongamos hasta cortar al
ladoAC enF y llegar a la otra orilla del estanque &nEntonces, comBE es paralela
con BC, tenemos qUAEF es un triangulo equilatero g F = AE = x. Ademas, por
simetria tenemos qUBE = GF =Y.

A
B \\/ C
Por la potencia d& con respecto de la circunferencia, tenemosAjdeEB = DE-EG,

es decirx(86— x) = y(x+Y). Si suponemos quees impar, entonceg86— x) también
es impar, lo cual es imposible pues, al mismo tienyfw;+ y) seria par. Por lo tantg;

debe ser par. Ahora, comxas par, entonces tenemos gquambién lo es, y la ecuacion
se reduce a

X1(43 - X1) = Ya(X1 + y1),
dondex; = %‘ Yy = % Sead = mcd(xl,yl). X1 =dx YY1 = dy2! entonces
X2(43— dXz) = dyZ(XZ + y2)

Como mcdk, y2) = 1, la Gltima ecuacion nos dice qdees divisible entrec,. Por lo
tanto, existe un enteid tal qued = xxd; y

43— x50 = y,0i (X2 + y2)

de donde se sigue que
43 = (X% + YoXo + y%) dl.

Como 43 es primo, concluimos qde= 1y que
43= X3+ YoXo + Y5.

Finalmente, por inspeccién simple, es facil ver que lasds soluciones enteras positi-
vas posibles sor, = 1,y, = 6 0x2 = 6,Y, = 1, en cualquiera de los casos, obtenemos
y=12.

Solucion del problema 11.Comenzamos observando que en total hag@ nimeros
distintos de 10 digitos. Si dos de ellos s@rvecinosentonces sus primeros 9 digitos
no pueden ser todos iguales. Por lo tanto, la cantidad deertsnde 10 digitos que
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podemos escoger (sin tomar dos que sean vecinos) no es magyta gantidad total
de nimeros de 9 digitos cualesquiera, la cuale4 .

Por otro lado, para cada nimero de 9 digitos, podemosagakfinal un tnico décimo
digito de forma que la suma de los 10 digitos resulte pibltle 10. Observemos que
si dos de los nimeros obtenidos de esta forma, difieren shee uno sélo de sus
digitos, entonces no es posible que la suma de los digitpea ambos casos, multiplo
de 10. Por lo tanto, en el conjunto asi formado no existenanas vecinos y entonces
podemos concluir que el maximo ex4.0°.

Solucion del problema 12.Tenemos que + i = b+ 1. Luego,
1 1 b-c

¢ b bc’
Analogamente tenemos gbe-c = €2 yc-a= Z;g’ Multiplicando estas tres igual-
dades y usando que- b, b - cy c — ason diferentes de 0, llegamos a qabg)? = 1.
Luego,labd = 1.
Solucion del problema 13.SeaM’ el punto medio d€ Q.

cC

A P Q R B

Como/BCA = 90, Q es el circuncentro del trianguldBCy los triangulosAQC y
CQBsonistsceles. Comd’ y P son los puntos medios dgCy QA, respectivamente,

el cuadrilaterc)APM'C es un trapecio isésceles y por lo tanto, ciclico. De la maism
manera, el cuadrilatel©M’RBtambién es un trapecio isbceles y por lo tanto, ciclico.
Luego,M’ = My M es el punto medio d@C.

Solucion del problema 14.Factorizandx + y de ambos lados, obtenemos que

(X+ Y0 = xy+Y?) = (X +y)(x +Y),

luego, six = —y siempre se cumple la igualdad. Por otro ladog siy # 0, podemos
cancelax + y y obtenemos

X —Xy+y? = X+Y,
completando cuadrados, esta Ultima igualdad es equtesden

(X1 +(y -1 + (x-y)* = 2,

Ahora, la Gnica manera de que 2 sea igual a la suma de tresadasdde enteros es
2=1+1+0.Si(x-17? = (y-12 = 1y (x—Y) = 0 obtenemos las soluciones
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(xy) =(2,2)y(0,0). Si (x—1)> = (x—y)?> = 1y (y— 1)*> = 0 obtenemos las soluciones
(2,1) y (0,1). Finalmente, siy(— 1> = (x-Yy)? = 1y (x - 1)?> = 0 obtenemos las
soluciones (12) y (1, 0).

Por lo tanto, las soluciones son (), (0,1), (1L 0), (1, 2), (21), (22) y (X,—X) para
todo enterox.

Solucion del problema 15.Coloreamos las casillas como un tablero de ajedrez.

Al inicio hay puros ceros, asi que la suma de los nUmeroserdsillas negras es
igual a la suma de nimeros en las casillas blancas. Ademi@nos que cada vez que
hacemos un cambio, se afectan exactamente un niUmero #a oagra y un nimero
en casilla blanca. Asi, la suma de los nUmeros en casibaseés siempre sera igual a
la suma de los nUmeros en casillas negras. Si el cuadrg@wdla tener puros nUmeros
2, la suma en casillas negras sera 10 y la suma en casillasallaera 8. Luego, no es
posible llegar a tener puros numeros iguales a 2.

Solucion del problema 16.SeaP el producto de los primeros 21 nUmeros primos. Ve-
remos que si el segundo jugador juega de forma que, al térieiicada turno, siempre
deja a su oponente un maltiplo & entonces tiene grantizada su victoria. Primero,
observamos que al incio del juego, el primer jugador recilvgéimero 2013!, mismo
gue es mltiplo d€. Ahora, si en cualquier turno el primer jugador recibe ejjueon

un nimero maltiplo d€®, digamosP, entonces no puede dejar al termino de su turno
otro miltiplo deP. Para ver esto, llamamosal nimero que escoge el primer jugador
y d a la diferencia que, en consecuencia, deja al segundo juda@nica forma de
gued sea mltiplo dé?, es quamtambién sea un miltiplo d@, pero eso es imposible
ya quem es, a lo mas, divisible entre 20 primos distintos. Por ladaal finalizar su
turno, el primer jugador no podria dejar una diferemgimdltiplo deP.

Por otro lado, dividimos entreP y tomamos el residun< P. Dado queP es el menor
namero que tiene 21 divisores primos distintos, entondexne, a lo mas, 20 diviso-
res primos distintos. Entonces el segundo jugador puedgescy el primer jugador
siempre recibé — r, que es multiplo d€. Por Gltimo, dado que el primer jugador no
puede dejar O después de su primer movimiento, siguiertd@etategia el segundo
jugador garantiza la victoria, pues al término de su tuiempre deja un multiplo de
P, cada vez menor y eventulamente terminara dejando 0 y daredijuego.

Solucion del problema 17.ComoU es el punto medio dAG, los triangulosAUC y
UGCtienen la misma area (pu&) = UG). De la misma manera, los triangulas B
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y UGBtienen la misma area. Sumando estas dos igualdades, olisqee
(CGBU) = (ACUB) = (CAU) + (ABU),

donde CGBU) denota el area del cuadrilateCé BU.

Cc

LY

Analogamente, tenemos queHCU) = (ABU) +(BCU)y (BIAU) = (BCU) +(CAU).
Luego,

(AIBGCH) = (CGBU)+ (AHCU)+ (BIAU)
(ACUB) + (AHCU) + (BIAU)
2[(ABU) + (BCU) + (CAU)] = 2(ABC) = 2S.

Solucion del problema 18.Sin es impar, se tiene qu#n) = n. Sin es par, se tiene
qued(n) = d(3). Luego,
d2)+d(2)+---+d(1024) = 1+3+---+1023+d(2)+d(4)+---+d(1024)
= 512 +d(1)+d(2)+---+d(512)

Y con el mismo argumento,

d(1) +d(2) + --- + d(1024) = 512+ 256 +d(1)+d(2)+--- +d(128)
= 512+ 256 + 128 +--- + 22 + d(1) + d(2)
410_1 40,2

3 3

= 1+4%+4'+... +4%=1+

Solucion del problema 19.En el caso de 19 cartas si es posible. Es facil disefiar un
sistema con el que, por cada 2 cartas, el asistente da ifatiea@xactas sobre la figura
gue tiene la segunda carta, pues el nimero de formas engjpertaéeras dos flechas
pueden estar es igual a2 = 4. Esto permite al mago garantizar el acierto en todas las
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cartas pares hasta la 34. Pero ademas, como el mago comocegasicion global del
mazo, si las dos Ultimas cartas tienen la misma figura, ebrpagde detectarlo y sin
necesidad de ayuda puede predecirlas con seguridad. Edeas® sus figuras sean
distintas, al haber ya sblo dos posibilidades, el asistem¢de usar la flecha de la carta
35 para indicar, su propia figura. De esta manera, se gaaitecierto en todas las
cartas pares mas el de la carta 35, registrando con sedumdainimo de 19 aciertos.
Para el caso de 20 cartas, también es posible, ahora vetermogtodo que garantiza
al menos 22 aciertos. El asistente examina todas las campases, excepto la nUmero
1. Como en total tenemos 17 cartas y 4 figuras, por el prindipias casillas, al menos
5 de ellas tienen la misma figura, digamo#\hora, el asistente puede usar las flechas
de las cartas 1y 2 para indicar cual es esa figuEntonces, si el mago siempre dice
la figurax para las cartas impares, garantiza 5 aciertos. Para |las gartes, a partir de
la cuarta, se puede usar el mismo sistema del caso antegiest® forma se garantizan
5+ 17 = 22 aciertos.

Solucion del problema 20.La respuesta es que no. Llamemos a cada salto simultaneo
de los chapulines uturno. Supongamos que algin chapul@, regresbd a su punto
inicial, digamosA, después de 12 turnos. Observamos que el orden en quecestan
locados los chapulines sobre el circulo no cambia. Entgrezela uno de los otros 11
chapulines tiene que haber saltado sobre el pArftd menos una vez) antes de que el
chapulinC, regrese a €l. Pero, en cada turno es imposible que mas depul pase

o0 brinque sobré\ y si ademas consideramos que en el primer turno ninglnudimap
paso6 sobré, podemos concluir que en 12 turnos, a lo mas 11 chapulinepdsado
sobreA. Por lo tanto, 12 turnos no son suficientes para que el clrepufegrese a su
posicion inicialA.
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Problemas de Entrenamiento

Tzaloa se construye con el esfuerzo de toda la comunidetpiih y esta seccion
esta especialmente diseflada para la paticipacion diecoses. De esta manera, en
cada nimero presentamos 10 problemas sin solucién anmeg a nuestros lectores
para que prepareny nos envien sus soluciones con el fin diegids.

Para dar suficiente tiempo a la preparacion, envio y sinale las soluciones, las res-
puestas de los problemas de entrenamiento de cualquiarnite la revista, se publi-
can con tres numeros de diferencia. Es asi, que en estera(iiizaloa 2, aho 2013), en-
contraras las respuestas de los problemas de entrenampieptiestos en Tzaloa 3, afio
2012. Las respuestas de los problemas de entrenamientoegstop en esta ocasion, se
publicaran en Tzaloa 1, afio 2014, por lo que alin tienegiiepara preparar y enviar-
nos tu trabajo. Recuerda que nuestra direccion eleca@srevistaomm@gmail . com

y que a través de ella estaremos recibiendo con gusto taslashtribuciones que nos
lleguen desde cualquier rincon del pais.

Problemas de Entrenamiento.
Afo 2013 No. 2.

Los siguientes 10 problemas estan buscando las soludjeesblo con tu participa-
cion podran ser halladas. Considera que estos problesnags magnifica oportuni-
dad para imponerte el reto de que la solucion salga pulalicad tu nombre impreso.
Las soluciones de los problemas de esta seccion se eanatgeentre las participacio-
nes recibidas por parte de la comunidad olimpica de todaisl p

Problema 1.En el triangulo rectangul&BC, M es el punto medio de la hipotenusa
BCy H es el pie de la altura trazada destlesobreBC. Consideramos a la recta
gue pasa poM y es perpendicular coAC y nos fijamos en su intersecciéhcon la
circunferencia circunscrita del trianguiddMC. Si BP corta aAH enK, demuestra que
AK = KH.
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Problema 2.Hay 13 monedas idénticas en apariencia pero soélo 12 demdsan lo
mismo, y no se sabe si la décimo tercera moneda pesa masas mee las demas.
Muestra que es posible determinar la moneda diferenteartitio tres pesadas en una
balanza de platillos.

Problema 3. Un entero positivan esbuenosi es divisible entre todos sus factores
primos al cuadrado. Por ejemplo, el 72 es bueno ya que susdagirimos son 2y 3,

y 72 es miltiplo de 2y de . Demuestra que hay una infinidad de parejas de nimeros
enteros consecutivos buenos.

Problema 4.En la figura,AC mide 2cm B es el punto medio dAC y los triangulos
ABDy BCEson equilateros. $ty Q son los centros d&BDy BCE, respectivamente,
encuentra el radio de la circunferencia que pas&pQy B.

D E

Problema 5. Durante el afio 2011 una libreria, que abria los siete digala semana,
vendio por lo menos un libro por dia y un total de 600 libraset afio. Demuestra
gue existe necesariamente un periodo de dias consecdtvale se hayan vendido
exactamente 129 libros.

Problema 6.SeanABC un triangulo acutangulo § un punto en su interior. Suponga-
mos que las reflexiones d¢ sobre cada uno de los lados del triangulo estan sobre el
circuncirculo deABC. Demuestra qué es el ortocentro d&BC.

Problema 7.Se tienen 14 cartas. Cada una de ellas tiene escritd wun-1. Luego,
las cartas se meten en 14 sobres. Si es posible preguntagscabproducto de los
naumeros contenidos en tres sobres, ¢cual es el minimenoide preguntas que se
necesitan hacer para saber el producto de los 14 nUmeros?

Problema 8.Demuestra que sk(y, 2) es una solucion del sistema de ecuaciones

y = X2+ px+0,
z = y+py+q,
X = Z+pz+q,

para ciertos valores dey g, entoncesy + y?z + 22x > X2z + y°X + 2°y.

Problema 9. Cada lado de un cuadrado dex1l es la hipotenusa de un triangulo
rectangulo externo. Seak B, C y D los vértices de estos triangulos rectangulos y
sean0y, O,, O3y O4 los incentros de dichos triangulos. Demuestra que:
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= El area del cuadrilaterABCDes menor que 2.

= El &rea del cuadrilater9,0,0304 es menor que 1.

Problema 10.Para cada entero positimseaP(n) el nUmero de polinomios cuadraticos
p(x) = ax’ + bx + ¢ cuyas raices son nimeros enteros y los coeficientes son
numeros del conjuntfd, 2, ..., n}. Demuestra qua < P(n) < n? para toda > 4.

Soluciones a los Problemas de Entrenamiento.
Afo 2012 No. 3.

A continuacibn presentamos las soluciones de los proldateaentrenamiento pro-
puestos en Tzaloa 3, afio 2012. En esta ocasion publicasitrabajos de: José Ramon
Tuirdn Rangel, quien nos envid sus soluciones para loBlgmas 1 y 2; German
Puga Castillo, quien nos comparte su solucion para el pnobl3; Gerardo Pérez
Suarez quien resuelve los probelmas 4, 7 y 10; asi comd&ittch Emmanuel Mora-
les Guzman quien nos envio, no una, sino dos solucionesgbaroblema 4. A todos
ellos Muchas Felicidadesy a hombre de la comunidad olimpica, nuestro respeto y
mas profundo agradecimento por compartirnos su origiabbjo.

Recuerda que en el proximo numero publicaremos las swilaside los problemas pro-
puestos en Tzaloa 4, afio 2012, asi que ésta es la GUlEmadla. ¢ Qué estas esperando?,
prepara tus soluciones y envialagesristaomm@gmail . com. Todavia estas a tiempo
para que tus trabajos puedan salir publicados dandotestaniédito que mereces.

Problema 1. (Intermedio) Encuentra todas las funciorf¢g) con las siguientes pro-
piedades:

1. f(X) es una funcion cuadréatica.
2. f(x+2)=f(X) + x+ 2.
3. f(2)=2.

Solucion de Jo€ Rambn Tuir an Rangel.Seaf(x) = ax? + bx+ c. Veamos que 0 es
unaraiz def (x), pues

2=1(2)=f0+2)=f(0)+0+2= f(0)+2= f(0)=0.

Comof(0) = ¢, concluimos que = 0. Asi f(x) = ax? + bx.

Por otra parte tenemos qfi¢t) = f(2+2) = f(2)+2+2 = 6 (puesf(2) = 2). Entonces
f(4) =6y f(2) = 2. Comof(4) = 16a+4by f(2) = 4a+2b, tenemos que X6+ 4b = 6

y 4a+ 2b = 2. Resolviendo este sistema de ecuaciones obtemm%y b= % Por

lo tanto, f(X) = %xz + %xy es facil ver qué (x) satisface las condiciones del problema.
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Problema 2. (Intermedio) Cada entero positivo se colorea con uno de duses:
verde o rojo, de tal manera que hay al menos un numero de cémta Ademas, se
cumple que la suma de dos numeros con colores diferentey@s y su producto es
rojo. ¢, De qué color es el producto de dos nimeros rojos?

Solucion de Jog€ Rambn Tuir an Rangel.Seana y b dos nimeros rojos y sgaun
numero verde. Entonces+ r es verde y4 + r)b es rojo asi como también es rojo
br. Si ab fuera verde, tendriamos qad + br = (a + r)b seria verde, lo que es una
contradiccion. Por lo tant@b es rojo. Luego, el producto de dos niumeros rojos es
rojo.

Problema 3.(Intermedio) Se&ABCun triangulo isbsceles cokB = AC. Si la bisectriz
del angulo eB intersecta &C en el puntd de tal manera quBC = BD+AD, ¢,cuanto
mide el angulo e\?

Solucion de German Puga Castillo.SeaA’ un punto sobre la extension del segmento
BD (conD entreBy A’) tal queDA’ = DA. SearB = /BACy 2« = /ABC = /BCA
LlamemosE a la interseccion del ladAB con la paralela 8C que pasapob y F a

la interseccion del ladBC con la paralela €A que pasa pob.

B F C
ComoBD + DA = BC, entonce®8D + A'D = BC, luego el triangulBA'C es isbsceles
conBA = BC. Para que la suma de los angulos en ese triangulo séaté86mos que
(BCA = /BAC = 3o+ 3B, yaque, 4 + 5 = 180.
Por otra parteF D es paralela &C y ED es paralela 8C entoncedC = DA’ =
AD = AEy /ADE = /AED = 2a. Ademas,/BED = 2a + 3, pero/EBD = a,
entonces BDE = a. Por lo tanto, el triangul&BD es isbsceles coBE = ED. Como
el trianguloABC es isbsceles ¥D es paralela 8C, entonceBE = DC, de donde
BE = ED = DC. Por lo tanto, los trianguloADE y FCD son congruentes (por el
criterio de congruencia LAL). LuegaDFC = /EAD.
Como/DFC es externo al triangulDF B, .DFC = /DBF + /BDF = a + 3o + 15 =
Sa+3p. Igualando conEADtenemos quéa+1p = B, de dondg = 5. Sustituyendo
este valor end + g = 180 llegamos a que = 20° y 8 = 100°.

Problema 4.(Intermedio) Demuestra que el digito de las decenas depzdacia de
3 es par.
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Solucion de Siddhartha Emmanuel Morales Guzn&n. Trabajamos modulo 100 y
observamos que el ciclo de las potencias de 3 es

1,3,9,27,81,43 29,87,61,83,49,47,41, 23 69,7,21,63,89,67,1,...

el cual se repite cada 20 numeros. Como estamos trabajaodolon100, estos 20
nimeros son precisamente los dos (ltimos digitos de patkncia de 3, donde los
numeros de un digito tienen su digito de las decenas &gbaPor lo tanto, el digito de
las decenas de cada potencia de 3 es par.

Solucion alternativa de Siddhartha Emmanuel Morales Guznan. Médulo 10 po-
demos ver que el digito de las unidades de las potenciassig, 3¢9 o 7. Procedamos
por induccion. Caso bas€ 3- 1 = 01y el digito de las decenas es par. Supongamos
gue el digito de las decenas dees par para algin > 0 y consideremos el nUmero
3™ Searay b los Gltimos dos digitos (decenas y unidades, respectiugehde 3y
seaN el nUmero que se obtiene borrando esos digitos'deronces,

31 =3.3"=3(N-100+ 10a+b) = 3- N - 100+ 3(108) + 3b.

Por la hipbtesis de induccién, tenemos gues par, de modo queaZs par. Ahora,
puede suceder quéd3 10 o bien ® < 10. Si B < 10, terminamos ya que los digitos
se mantienen intactos en paridad. Biz810 entoncest3= 10c + d. Ya que el digito

de las unidades de una potencia de 3,690 7, para quel3> 10, debemos tener
queb = 9 0 7, y por lo tantac = 2. Entonces, al digito de las decenas que era par le
sumamos un pacy), manteniendo intacta la paridad, lo que concluye la iniducc

Solucion de Gerardo Ferez Siarez. Sean un niumero natural y semel digito de las
unidades de™3 Como 3 = a (mod 10), basta demostrar qu&-3a divisible entre 4
para garantizar que el digito de las decenas'dsdar. Consideremos 4 casos.

1. n = 4k conk entero no negativo. Tenemos que=381 = 1 (mod 10) implica
que 3% = 1 (mod 10), es decir, el digito de las unidades tfee3 1. Luego,
3K 1= (B 4+1)(3*-1)= B+ 1)(F-1)(FD 1262 4 ... 4+ 1)es
divisible por 4.

2. n = 4k + 1 conk entero no negativo. Tenemos qu¥*3 = 3(3%) = 3 (mod 10).
Luego, 31 — 3 = 3(3% — 1) es divisible por 4 por el caso 1.

3. n = 4k+2 conk entero no negativo. Tenemos qu+3 = 32(3%) = 32 (mod 10).
Luego, 32 — 9 = 32(3% — 1) es divisible por 4 por el caso 1.

4. n = 4k + 3 conk entero no negativo. Tenemos qu&+38 = 333%) = 3 =
7 (mod 10). Luego, %3 — 7 = 33(3% - 1) + 20 es divisible entre 4 por el caso 1.

Problema 5.(Intermedio) Dos caminos rectos parten de un plrftrmando un angu-

lo agudo entre ellos. Sobre dos punkog Q de uno de los caminos se encuentran dos
buzones tales queP = 40 metros yLQ = 90 metros. Bianca se encuentra sobre un
puntoB en el otro camino y ve los dos buzones formando un angeB®Q. ¢ Qué tan
lejos esta Bianca de si el angulosPBQtiene la maxima medida posible?
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Solucion. SeacC el circuncirculo del trianguld®QB. Veamos qud_B tiene que ser
tangente .

Si no es tangente, s&rel otro punto dondéB corta aC. Tomemos un punt8’ en el
interior del segment®B y seakE la otra interseccion d®B conC. ComoEPQBes
ciclico, tenemos quePEQ = /PBQ pero por otro lado,

(PBQ> /PEQ=/PBQ

Esto es una contradiccion, pues queriamosAr@Qtenga la mayor medida posible.
Luego,LB tiene que ser tangenteCa

ComoLB es tangente @ tenemos queLQB = /PBLY los triangulod. QBYy LBP son
semejantes, de don(‘ilg = % y LB? = LP-LQ = 40-90 = 3600, de dondeB = 60m
(esto Ultimo también se puede ver aplicando la potencia den respecto al circulo
C).

Problema 6.(Intermedio) Encuentra el menor entero positivo de la forma
AxB
B 9
dondeAy B son enteros de tres digito#y: B denota al entero que se forma al colocar
Aal lado deB.

Solucion. Veamos que 121 es el menor entero que cumple la condicitpralglema.
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Observemos que,
AxB 1000A+B 100m+1

B B B

Demostremos ahora queBi= % es un entero, entonc&s> 120. SeaB = GX,

dondeG es el maximo comin divisor d&@y 1000, luego demostraremos queﬁsés

un entero, entoncds = (199 (2) > 120.

ComoB < 1000 tenemos que < %’, y recordemos que sb6lo estamos interesados en

los casos en los ql& €s un entero.

1. SiG=1,2,4,5u 8, entoncess?® > 120y ya esta.
SiG = 10, entonceX < 100 y% > 2. Luego,F > 200.
SiG = 20, entonceX < 50y £ > 3. Luego,F > 150.
SiG = 25, entonceX < 40y £ > 3. Luego,F > 120.
SiG = 40, entonceX < 25y £ > 5. Luego,F > 125.
SiG = 50, entonceX < 20y £ > 6. Luego,F > 120.
SiG = 100, entonceX < 10y§ >12. LuegoF > 120
SiG = 125, entonceX < 8 y% > 15. LuegoF > 120.
SiG = 200, entonce¥X < 5 y% > 25. LuegoF > 125

10. SiG = 250, entonceX < 4 y% > 34. LuegoF > 136.

© ©® N o g &~ w N

Por lo tanto, s& es un entero, entoncés= (129) () > 120.
Finalmente observemos quefsi= 114 yB = 950, entonce$2 = 1139 =121.

Problema 7. (Intermedio) En un trianguldBC seanX, Y los puntos medios de los
ladosABY AC, respectivamente. S&un punto sobre el segmenBg, distinto de su
punto medio, tal queXDY = /BAC. Demuestra quéD es perpendicular BC.

Solucion de Gerardo Rerez Suarez. SeaZ el punto medio deBC. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer duesta entrd&y Z. SeaQ la interseccién d&D con
XY. ComoXY || BC, XZ || ACy ZY || AB, tenemos que los trianguldBCy ZY Xson

semejantes, de modo qgg = X£ = 2L = 29 = 1.

A
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Notemos que el cuadrilatet¥éDZY es ciclico ya quaeYZX = /XAY = /XDY. De-
mostraremos que los triangul®sYZy XDY son congruentes. Usando gi¥®ZY es
ciclico y queXY || BC, tenemos que

(tYXD=180 - £YZD= /YZC= /XYZ

y
LYXZ=¢/YDZ=/XYD

ComoXY es un lado comUn de los trianguldy Zy XDY, se sigue que son congruen-
tes por el criterio de congruencia ABADe aquiXD = YZ = %‘ = AX, de donde se
sigue que el trianguld XD es isbsceles @ es punto medio dAD. Por lo tantoAD y
XY son perpendiculares y en consecuerdiny BC también, como se queria.

Problema 8.(Intermedio) Determina todos los conjuntos finitos no @a&i de nume-
ros reales con la siguiente propiedad: [x| € X para todax € X.

Solucion. SeaX = {X1, Xa,..., Xy donden > 1y X; < Xp < -+ < Xn.

Si X, > 0, entonces, + |Xn| = 2X, € X, lo cual es una contradiccion ya gye< 2X, y
X, €s el mayor elemento @¢ Por lo tantox, < 0.

Six; < 0, entoncesy + [X1] = X3 — X1 = 0 € X. Luego, debemos tener gqug= 0, y
por lo tantox; + |X| = X; — % = 0 € X para cualquiek; € X,i=1,2,...,n.

Por lo tanto, los conjuntos que satisfacen la condiciompd®lema son los subconjun-
tos finitos del intervalo-{o, 0] que contienen al nimero 0.

Problema 9.(Avanzado) Demuestra que para cada emerd), el nimero,
(2"-1)(2"-2)(2"-2%)(2" - 2%) ... (2" - 2"
es divisible entra!. (Nota:n! = n(n—-1)(n-2)---2-1).

Solucion. Sean > 0 un enteroy sepun nimero primo tal qup < n. Denotaremos por
vp(n) al exponente dg en la factorizacion canonica aecomo producto de potencias
n-1
de primos distintos, y poH(Z” - 2 al producto
k=0

(2"-1)(2"-2)(2"-2%)(2" - 2%) ... (2" - 2"Yy.

Observemos primero que,

(n) {nJ+LnJ+{nJ+ <n+n+n+
v = | — — — e < = — —
P p p2 p3 p p? p

donde| x] denota el mayor entero que es menor o igualxju@bserve que estas sumas
son finitas ya que a partir de cierto sumando todos los sunsasmtoiguales a 0.
Luego, esta suma (finita) es menor que la suma infinita

n n n n( 1 1 ) n 1 n
1+ —-+—=+--
p p

+ =+ =
p p? p? P

p1-1 p-T

SVer en el apéndice el criterio 17.
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donde la segunda igualdad se sigue de la formula4x?+- - - = ﬁ( valida si|x| < 1.
. n .
Asi, vp(nl) < o1 Y comov,(n!) es un entero, concluimos que

vp(nl) < L%—J .

Sip = 2, entonces,(n!) < ny por lo tantovy(n!) < n—1. Por otra parte, tenemos que

n-1 n-1
Vo <H(2“ - 2k)> =Y v(2-292n-1
k=0 k=0

ya que 2 — 2€ es par sk > 1. Por lo tanto, la mayor potencia de 2 que divide! a
divide a la mayor potencia de 2 que divide al prodqqﬁié(zn - 2.

Supongamos ahora gpe> 2. Por el pequefio teorema de Fermat, tenemogdgidde
a1 -1, de modo que divide también a'¢*- — 1 para toddk > 1. Como,

n-1 1) n
[[@-29=2"7[]@-1)
k=0 k=1

tenemos que

n-1 n
Vo <H(2“ - 2k)> =Y @ -1z Y vp@CPP-1)2 k| 1< k(p-1) < n}
k=0 1

k= 1<k(p-1)<n

dondelA| denota la cardinalidad del conjunto
Comolik|1<k(p-1)<n} = LﬁJ , Se sigue que

n-1
n
vo | []@"- 2k)> > L—J .
(k:o p-1

Por lo tanto,

n-1

Vp <1_[(2n - 2k)> > vp(nl),

k=0

de donde se sigue el resultado.

Problema 10.(Avanzado) Seam, b y ¢ nimeros reales positivos tales calec = 1.
Demuestra que,

a b c
@+)b+1)  (b+Dc+D) (c+D@+1)
y determina cuando se verifica la igualdad.

3
> —
4

Solucion de Gerardo Ferez Siarez. Aplicando la desigualdad MA-Mf3a los nime-
rosa, by c, tenemos quétl* > Vabc= 1 con la igualdad siy solo si= b = c. De

“Ver en el apéndice el teorema 10.
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aqui,a+ b+ c > 3. Aplicando ahora la desigualdad MA-MG a los numeabsbc y
ca, tenemos quéieted > {@D)(bo)(ca) = Va2h?c? = 1 con la igualdad si y solo si
ab=bc=ca De aquiab+ bc+caz> 3.

Por otra parte, tenemos que

a b c _ca+a+ab+b+bc+c
@+D)b+D) (b+Dc+D) c+D@+1)  (@a+DHb+c+1)

\%

3
4
siy sblo si

4ca+ 4a+ 4ab+ 4b + 4bc+ 4c > 3(@abc+ ab+ bc+ca+a+b+c+ 1)

es decirab+ bc+ ca+a+b+c > 3abc+3 =3+ 3=6Ilocual es cierto por lo que
probamos al inicio.

Por (ltimo, la igualdad se cumple si y solossi= b = cy ab = bc = ca. Entonces
1=abc=a’dedondea=1yporlotantcta=b=c=1.

Este problema también lo resolvieron José Ramoén Tiemgel y Siddhartha Emma-
nuel Morales Guzman.



Etapa Semifinal Estatal de la
26* OMM

Como mencionamos en la Presentacion, en esta seccibicgrabk el examen de la

etapa semifinal estatal del afio 2012. Esta etapa constaelanren con 5 problemas

para resolver en un tiempo maximo de 4 horas.

Esperando poder publicar tus soluciones en el siguienteerd) recuerda que puedes
escribirnos a la direccibnevistaomm@gmail . com donde con gusto estaremos reci-
biendo todas las contribuciones de los lectores.

Problema 1.Se tienen 2012 tarjetas numeradas del 1 al 2012, en ordenaditeu Se
van recogiendo algunas cartas en forma alternada coma Silguecoge la 1y se deja
la 2 en la fila, se recoge la 3 y se deja la 4 en lafila, etc. Luegoskwe a comenzar
con las cartas que quedan en la fila, asi que se recoge la 2gjastadl, se recoge
la 6 y se deja la 8 y asi sucesivamente. Cuando se llega atiénalfila, se vuelve a
empezar. ¢ Cuantas cartas quedan en la fila en el momente cpepge la carta 2012?
(Por ejemplo, si sblo hubiera cartas de la 1 a la 6 y se pragupbr cuantas cartas
quedan al recoger la carta 6, la respuesta seria 1 puesrsaerhatogido, en orden, las
cartas con nimeros 3,5, 2y 6 asi que s6lo quedariala 4.)

Problema 2.En la mesa hay tres montones de piedras. El moAtene 52 piedras,
el montonB tiene 40 y el montoiC tiene 1. En cada momento Esteban puede hacer
uno de los siguientes movimientos:

= Quitar 5 piedras dA y ponérselas 8.
= Quitar 4 piedras d8y ponérselas &.
= Quitar 3 piedras dAy ponérselas &.

¢,Cuantos movimientos necesita hacer Esteban para laggargtodos los montones
haya el mismo namero de piedras?
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Problema 3.El cuadradcABCD tiene lados de longitud@m E y F son los puntos
medios de los lado&By AD, respectivamente,@ es un punto e F tal que 3CG =
2-GF. ¢Cual es el area del trianguBE G?

D C

A E B

Problema 4.Un rectangulo se parte en 5 rectangulos de lados enteéwsde 34, 7, 10
y 12 centimetros cuadrados. Determinar todos los pogiglémetros del rectangulo.

Problema 5.Determinar todas las parejas de enteros positiads) tales quea < by
a+b+ab=134.

Problema 6. ¢De cuantas maneras es posible cortar un papel cuadociéafix 6
empezando en la parte inferior del papel y llegando a la gagerior si s6lo se puede
cortar sobre las lineas de la cuadricula? Las dos piezqeequede partido deben ser
iguales y no se puede cortar hacia abajo. (Nota: Dos piezamns@eran iguales si se
puede colocar una sobre la otra y ajustan perfectamente.)

corte valido corte valido corte valido corte invalido



Problemas y Soluciones del
Concurso Nacional 2012

Del 11 al 16 de noviembre de 2012 se llevd a cabo en GuanajGamnajuato, el
Concurso Nacional de la 2®limpiada Mexicana de Matematicas, con la participacion
de todos los estados de la RepUblica. Ademas, se conta gamticipacion (fuera del
concurso) de un equipo de cuatro estudiantes de los Estaddsd)

Los 17 alumnos ganadores del primer lugar (ordenados paastfueron:

Erick Rosete Beas (Baja California)

Luis Enrique Chacdn Ochoa (Chihuahua)

Luis Carlos Garcia Ramos (Chihuahua)

Enrique Chiu Han (Distrito Federal)

Joshua Ayork Acevedo Carabantes (Guanajuato)
Ramon Ivan GarciAlvarez (Guanajuato)

Adan Medrano Martin del Campo (Jalisco)

Juan Carlos Ortiz Rhoton (Jalisco)

Diego Teran Rios (Morelos)

José Alberto De la Paz Espinosa (Nayarit)

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Lebdn)
Raul Arturo Hernandez Gonzalez (Nuevo Lebn)
Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Lebn)
Demian Espinosa Ruiz (San Luis Potost)

Carlos Alejandro Hernandez Gémez (San Luis Potosf)
Axel Omer Gomez Casarez (Sonora)

Luis Xavier Ramos Tormo (Yucatan)

Los 8 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Mateeéé Centroaméricay el
Caribe fueron:
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Luis Xavier Ramos Tormo (Yucatan)

Kevin William Beuchot Castellanos (Nuevo Lebn)
Jorge Pat De la Torre Sanchez (Coahuila)

Pablo Meré Hidalgo (Querétaro)

Juan Carlos Castro Fernandez (Morelos)
Antonio Lopez Guzman (Chihuahua)

Juan Luis Garcia Guerrero (San Luis Potosi)
Olga Medrano Martin del Campo (Jalisco)

En esta ocasion, el estudiante Migéelgel Reyes Badilla del Estado de Sinaloa, se
hizo acreedor al premio especial de solucion creativaspaolucion del problema 3.
Este premio no se daba desde 1& ®limpiada en el afio 2000.

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es indialgdes importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la RepUblayeaado a sus concursan-
tes. Con el proposito de reconocer este trabajo, presestahnegistro de los estados
que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso Nadieral26 OMM.

Jalisco

Nuevo Lebn
San Luis Potosi
Morelos
Yucatan
Guanajuato
Distrito Federal
Chihuahua
Baja California
Sonora

CoONOA~A~WNE

En esta ocasion, el premio a la Superacion Académicas®|Copa Kuanasi Uato
Karharani” y fue ganado por el Estado de México. El segundo y terceairdg este
premio lo ocuparon, Coahuila y Guerrero, respectivamdalesco se llevo el primer
lugar general por estados, Nuevo Leon se llevo el segugho iy San Luis Potosi el
tercero.

A continuacion presentamos los problemas y las solucidaksxamen del Concurso
Nacional 2012. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatasly media cada una
para resolverlos.

Problema 1. SeanC; una circunferencia con centf®, P un punto sobre ella Y la
recta tangente €; en P. Considera un punt® sobrel, distinto deP, y seaC- la
circunferencia que pasa po; Py Q. El segment®Q intersecta &1 enSy la recta
PS intersecta &, en un puntaoR distinto deP. Sir; y r, son las longitudes de los
radios deC; y Co, respectivamente, muestra q@%: :—;

(Sugerido por Marco Antonio Flores Martinez)
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Solucibn de Maria Cecilia Rojas Cuadra.SeanO, el centro deC; y X el punto de
interseccion dé& Qcon la paralela ®P que pasa pdrR. Seax = /RS Q

C

C1

Por ser opuestos por el vérticd)S P= /RS Q= « y comoO es el centro d&; el
trianguloOS Pes isbsceles yS PO= /OS P= «. Las recta®©Py XRson paralelas,
por lo que/XRS= /S PO= «. Por suma de angulos en el triang8l& Xtenemos que
/RXS= 180 - 2a.

Como el cuadrilater®ORQes ciclico,,OQR= /OPR= a. Y comoO, es el centro
de(C; el trianguloO,RQ es isbsceles YO,RQ = /RQQ, = a y por suma de angulos
en el trianguldD,RQtenemos queQO;R = 180 — 2a. Luego, el triangul®,RX es
isosceles XR= O;R = ry. Ademas, el triangul® RXes isosceles codR = XS. Por
el Teorema de Thales obtenemos que

PS SO SO 1

SR SX XR 13’
Problema 2.Sean > 4 un nimero par. Considera una cuadricula den. Dos celdas
(cuadraditos de & 1) son vecinas si comparten un lado, si estan en extremestsu
de un mismo renglon o si estan en extremos opuestos de snaasdlumna. De esta

forma, toda celda en la cuadricula tiene exactamenteaoalias vecinas.
En cada celda estéa escrito un numero del 1 al 4 de acuerda<siguientes reglas:

e Si en una celda esta escrito un 2 entonces en dos o mas cetdiaas esta escrito un
1.
e Si en una celda esta escrito un 3 entonces en dos o mas cetdiags esta escrito un
1.
e Si en una celda esta escrito un 4 entonces en las cuatreaeldaas esta escrito un
1.

Entre los acomodos que cumplan las condiciones anterigeaé) es el maximo niume-
ro que se puede obtener sumando los nimeros escritos erldsdzldas?
(Sugerido por Ricardo Chavez Caliz y Arturo Antonio Maetz Rodriguez)
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Solucibn de Antonio Lopez Guznén. Primero veamos la maxima suma posible en un
subcuadrado de® 2. Veamos algunos casos.

= Si en ese cuadrado aparece algin 4, como tiene puras sasimas 1y en el
cuadrado de X 2 cada casilla tiene dos vecinas, debe haber dos unos en ese
cuadrado. El nUmero en la Gltima casilla puede valer ads vy tenemos que
la maxima suma es 10.

= Sino hay 4 pero hay un 3, en alguna de sus casillas vecina®abitsubcua-
drado tiene que estar un 1. En las otras dos puede haber & lam3y un 2, por
lo que la suma en este caso es a lo mas 9.

= Sino hay 4 ni 3, lo maximo que puede valer la suma es 8 (teaiematro doses).
= Finalmente, si sblo hay unos, la suma es 4.

Luego, la maxima suma en cada subcuadrado de22s 10. Coma es par, puedo
. , 2
dividir la cuadricula erﬁ‘z subcuadrados dex22, como en cada uno de ellos la suma es

z 2 2 .
alo méas 10, obtenemos que la suma total es a lo¥ffas= 2-. Para ver que siempre
es posible este maximo, basta considerar el acomodo guealinos y cuatros como
un tablero de ajedrez.

Problema 3.Muestra que entre cualesquiera 14 nUmeros enteros pasitdnsecuti-

vos siempre hay 6 nUmeros tales que cualesquiera dos desefigprimos relativos.

Nota: Dos nimeros,@ son primos relativos si su Gnico divisor comUn positis@H.
(Sugerido por Garaev Moubariz)

Solucidn de Miguel Angel Reyes Badilla.Primero notamos que siempre qusea de
la forma & + 3, los nUmeros

n-4n-2,nn+2n+4

son todos impares y el inico multiplo de 3re€omo las Unicas diferencias entre estos
nameros son 2, 4, 6 y 8, estos nlmeros son coprimos polagare;j

Ahora, silos 14 nUmeros s@aa+1,...,a+ 13, basta elegir a como el (inico &+ 3
deentrea+4,a+5,...,a+9, para que los cinco nUmeros elegidos estén entre los 14.
Resta elegir un sexto nimero. 15+ 4 no es multiplo de 5, podemos elegina 1.

Este nimero tiene diferencias 5, 3, 1, 1 y 3 con los nimédeggd®s anteriormente.
Como no es mltiplo de 3y- 4 no es mltiplo de 5, no comparte factores primos con
ningunoy terminamos. Por otro ladoyst 4 es mltiplo de 5n+4 no lo es y elegimos

an -1, el cual funciona por el mismo argumento.

Problema 4.A cada entero positivo se le aplica el siguiente procesolalano se le
resta la suma de sus digitos, y el resultado se divide enRer®jemplo, el resultado
del proceso aplicado a 938 es 102, ya que 988+ 3 + 8))/9 = 102. Aplicando dos
veces el proceso a 938 se llega a 11, aplicado tres vecegaellg y aplicado cuatro
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veces se llega al 0.
Cuando a un entero positivose le aplica el proceso una o varias veces, se termina en
0. Al namero al que se llega antes de llegar al cero, lo llaosacasaden. ¢, Cuantos
nameros menores que 26000 tienen la misma casa que el 20127

(Sugerido por David Cossio Ruiz)

Solucion de Sandra Berenice Mendoza Helfiuri. Veamos cual es la casa de 2012.
Es facil ver que el 2012 genera al 223, este al 24, este al@yiksno al 0, por lo que
la casa de 2012 es 2. Como 26000 tiene cinco digitos, sepamamcinco casos.
1. ntiene un digito. Claramente saho= 2 funciona. Sed; = {2}.
2. ntiene dos digitos. Si = 10a+ b (ay b digitos)
(10a+b)-(a+b) 9a _

9 9

comoa es digito se tiene que el siguiente nimer&gs= 0. Luegoatiene que
ser 2 y obtenemos los nUmeros del conjulic= {20,21, 22, ..., 29}.

3. ntiene tres digitos. Digamos que= 100a+ 10b + c. Tenemos que

(100a+10b+c)-(a+b+c) 9% +9b

9 9 =1la+b.

Sia<8o0a=9yb=0, este (ltimo nimero tendra 2 digitos y tendra queresta
en A,. Para que eso sucedapuede valer 1 0 2. Si = 1, btiene que ser 9y
obtenemos los nimeros 190, 191, 192, 199. Sia = 2, b puede ser a lo mas

7 y generan los nimeros del 200 al 279. En conjunto, teneomas solucion a

Az ={190,191,192...,279.

Ahora, sia = 9y b > 1, el nUmero 14 + b tiene tres digitos, su expansién
decimal es 100(1} 10(0)+ b’, el cual genera al nimero

(100(1)+ 10(0)+ b') - (1+ b)) 99
9 =gt

Como 11 no esta efp, N0 se generan mas soluciones.

4. ntiene cuatro digitos, digamos= 100 + 100 + 10c + d, luego

(100 + 100+ 10c+d) - (a+b+c+d) _ 99% + 9% + 9c _ 111a+11brc.

9 9
Sia<80a=9,d=c=0,11Ja+ 11b + ctiene tres digitos. Para que esté en
As, tiene que pasarque = 1,b=7yc > 2,0a=1,b > 8;0a =2,
b<4;0a=2b=5,c< 2 Comod no importa, obtenemos como solucion
A, ={172Q17211722...,2529.

En otro caso, 114+ 11b+ctiene cuatro digitos. El cual puede ser de dos formas:
1000(1}#+100(11+10(0n-c’, el cual generaa 122, o de la forma 10010 (0O}

100’ + ¢/, el cual generaa 114 b’ < 120. Como todos los nimeros g son
mayores a estos, no se generan mas soluciones.
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5. ntiene cinco digitos, digamas= 1000& + 100 + 100c + 10d + €, cona <
2 (pues s6lo tenemos que considerar hasta el 26000). Hstera’'genera al
1117a + 111b + 11c + d. Comoa < 2, este numero tiene exactamente cuatro
digitos y tiene que estar &, Tenemos los siguientes casos

= Sia=1yb=>5. Paraque 11H+ 111b + 11c + d sea mayor o igual que
1720 necesitamos que> 5 y d no importa.

= Sia=1,b>6,cydpueden serlo que sea.

= Sia=2yb<1,cydnoimportan, 1114+ 111b + 11c + d ser& menor o
igual que 2529.

= Sia=2,b=2,c< 6, entonces puede ser lo que sea.

= Sia=2,b=2yc=7,entonces para no pasarnbs 8.
Obteniendo el conjuntds = {15500 15501 15502...,22789.

Sumando el nimero de soluciones de cada caso, obtenemba@®®@ros menores a
26000 con la misma casa que el 2012.

Problema 5. Algunas ranas, unas de ellas rojas y otras verdes, se vaner groun
tablerode 111, de acuerdo a las siguientes reglas. Si una rana estaabaigamos,
en la casilla marcada con # en la siguiente figura, entonces

= Sies roja, puede saltar a cualquiera de las casillas marcadx.

= Sies verde, puede saltar a cualquiera de las casillas nzercado.

Diremos que dos ranas (de cualquier cod@pueden encontrar en una cassiambas
pueden llegar hasta tal casilla saltando una 0 mas vecesecesariamente con el
mismo nimero de saltos.

a) Muestra que si ponemos 6 ranas, entonces hay al menos 2 gueden encontrar
en una casilla.
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b) ¢ Para qué valores d#ees posible poner una rana roja y una rana verde de manera
que haya exactameriteasillas en las que estas ranas se pueden encontrar?
(Sugerido por Leonardo Ignacio Martinez Sandoval)

Solucibn de Axel Omer Gbmez Casarez.
a) Nos fijamos en las casillas segln la congruencia moddwla columna en la que
estén. Una rana roja tiene cuatro posibles movimientasnumneramos como sigue.

Notamos que los movimientos 1y 2, asi como los movimiento4 8on inversos entre
si. Luego, sk es igual al nGmero de movimientos 1 menos el nimero de newritos 2

y zes igual al nimero de movimientos 3 menos el nimero de mewtos 4, tenemos
gue la rana roja se movig + 2z casillas verticalmente (donde un nimero positivo
indica hacia arriba y uno negativo hacia abajoxy-2 casillas horizontalmente (donde
un nmero positivo indica hacia la derecha y uno negatiwiahia izquierda). Si el
movimiento vertical es cera,+ 2z = 0 se tiene que el movimiento horizontal ser&2

z = -5z, lo que significa que, si la rana volvid a su misma fila, suqosien la fila
cambio en un mltiplo de 5. Para ver que todas estas casdlaalcanzables, basta ver
que con los movimientos 1, 4 y 1 se mueve 5 casillas a la deyemdralos movimientos
2,3y 2 se mueve 5 casillas a la izquierda.

Ahora, six + 2z = 1 tenemos queX- z = 2 — 5z, por lo que, si subimos una fila, la
congruencia de la posicion vertical aument6 en 2. Si clamaimos 5 filas consecutivas,
donde la congruencia de la posicion vertical en la Ultif@eglsr, en las siguientes filas
podrallegar a las posiciones- 2,1 + 4,r + 1 yr + 3, respectivamente. Porlo que en 5
filas consecutivas la rana roja esta en cada una de las evrggms modulo 5. Notemos
que hay tres columnas congruentes a 1 mbdulo 5 y dos de é&soniatro congruencias
moddulo 5. Entonces, si nos tomamos las 10 primeras filagnia roja puede llegar a
2-3+8-2=22casillas y en la otra fila llega al menos a 2, por lo que cualgana
roja puede llegar a al menos 24 casillas.

Analogamente, la rana verde tampoco cambia de congruemt@anisma fila y al subir
su congruencia disminuye en 2, por lo que de la misma manddikas consecutivas
esta exactamente una vez en cada congruencia y puededlabgarenos 24 casillas.
Entonces, si tenemos 6 ranas, éstas llegan al mene24 6 144 casillas y como el
tablero solo tiene 121 casillas, por el principio de laslieashay al menos una casilla



44 Problemas y Soluciones, Concurso Nacional 2012

a la que pueden llegar dos ranas.

b) Notemos que la congruencia de unarana en dos filas a d&staes la misma. Tam-
bién que unaranarojay otra verde se encuentran siempeetlaeeente en una fila por
cada 5 filas consecutivas. Esto pasa por lo siguiente: aanasitbs 5 filas consecutivas,
donde la congruencia de la rana roja en la Gltima fila ysle la verdey, entonces las
congruencias de la roja en las demas filasrse2,r + 4,r + 1,r + 3y las de la verde
v,v+3,v+1,v+4,v+2eneseorden. Y siempre sucede que exactamente una de las
siguientes congruencias es cietas v,r +2=v+3,r+4=v+1,r+1=v+4,

r + 3=v+ 2, todas ellas moédulo 5 y se demuestra el resultado.

Entonces, tenemos que en 11 filas las ranas se pueden enewonftdilas o en 3 y
que las congruencias en las que se encuentran son la misma.tRoto, se pueden
encontrar en 22, 2- 3, 3-2 0 3- 3 casillas, porloquk=4,609.

Problema 6.Considera un triangulo acutanguddC con circuncirculaC. SeanH el
ortocentro del trianguldBCy M el punto medio deBC. Las rectasAH, BH y CH
cortan por segunda veziaen D, E y F, respectivamente; la recMH corta aC enJ
de manera quEl queda entré y J. SearK y L los incentros de los triangul@E Jy
DFJ, respectivamente. Muestra gkié& es paralela 8C.

(Sugerido por Eduardo Velasco Barreras)

Solucibn de Jog Alberto De la Paz EspinosaPrimero recordemos el siguiente re-
sultado. En todo triangul&BC si | es su incentro YD es la otra interseccion de la
bisectriz porA con el circuncirculo del triangulo, se tiene dDes el circuncentro del
trianguloBIC.

A

D

Otro resultado que usaremos es que en cualquier triagsi®el reflejado del orto-
centroH sobre cada uno de los lados esta sobre el circuncircuicejBamplo, en el
siguiente dibujo se tiene que las reflexionedtsobreBC, CAy ABsonD, Ey F,
respectivamente.
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A
F
H
B\ c
D

El otro resultado que usaremos es que la circunferenciasl® jounto3 y el cir-
cuncirculo del triangulo son homotéti€odesde el ortocentrél. SeanD’, E’ y F’
los pies de las alturas desdeBy C, respectivamente y séd’ la otra interseccion de
la rectaHM con el circuncircul@.

A
% ; ; ZE
J
|
E K
B D’ M C
M/
D

SVer en el apéndice el teorema 27.
6Ver en el apéndice la definicion 22.
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ComoH es el ortocentro, tenemos quECB = /BCD, por lo queB esta en el punto
medio del arcd=D. Sabemos que la bisectriz interna dED pasa por el incentro del
trianguloFJD (que ed.) y por el punto medio del arcéD. Luego, los puntos, Ly

B son colineales. Analogamente los punip& y C son colineales.

Comol es el incentro del triangulB JD tenemos quF = BL = BD. ComoK es
el incentro del triangul®EJ tenemos qQUEE = CK = CD. Ademas, comd es el
ortocentroBH = BDy CH = CD, de dondeBL = BHy CH = CK.

Por angulos inscritos tenemos que los triangulBsl y EM’H son semejantes. Tam-
bién lo son los triangulo§CHYy FM’H. Luego

58 B EM
LB BH MH _EM
JC TTICTTRM T EM
KC CH  MH

Como la circunferencia de los 9 puntos y el circuncirelilgon homotéticos desd¢
y las rectatHF’, HM y HE' intersectan & en los punto$, M’ y E’, tenemos que los
triangulosF’ME’ y FM’E son semejantes. Luego,

JB

B _EM EM
JC T FM T FM
KC

Como/BF'C = /BE'C = 90, la circunferencia con centBC pasa porE’ y F’.
Como su centro ebl se tiene qudME’ = MF’, de donde

JB
B _EM_,
R
KC

JB C N
Luego,ﬁ = Kc lo cual implica, por el Teorema de Thales, du€ es paralela 8C.
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American Mathematics Competition (AMC 10)

El examen AMC 10 es uno de los primeros examenes de la Olifapia Matematicas
de los Estados Unidos. A diferencia de muchos otros exameneada problema hay
que elegir como respuesta uno de los incisos y no se pidégaston alguna. En afios
anteriores se ha permitido la participacion de un equipxicago en este exameny lo
presentaban los ganadores del primer lugar nacional dueaahtrenamiento nacional
de enero. A pesar de que este afio México no presentd dicinoem, presentamos los
problemas del examen AMC 10, pues los consideramos adexpadmentrenar.

Problema 1.Un servicio de taxi cuest§l.50 mas$0.25 por milla recorrida. ¢ Cuanto
cuesta un servicio de taxi de 5 millas?

(a)$2.25 (b)$2.50 (€)$2.75 (d)$3.00 (€)$3.25

Problema 2.Alicia esta haciendo galletas y necesi@tazas de azlcar. Desafortuna-
damente, en lataza medidora que utiliza Unicamente%:dheaza de azlcar. ¢ Cuantas
veces debe llenar Alicia esa taza medidora para obtenenti@ad correcta de azlicar?

(a)8 (b) 10 (c) 12 (d) 16 () 20

Problema 3.Los lados del cuadrad&dBC Dtienen longitud 10. El punt& esta sobre
el ladoBC, y el area del triangul&BE es 40. ¢ Cual es la longitud &&E?

B E c

(a) 4 (b)5 (c)6 d7 (e)8
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Problema 4.Un equipo de softbol jugb diez partidos, obteniend?, 3,4, 5,6,7, 8,9

y 10 carreras. Dicho equipo perdib por una carrera en exacti cinco partidos. En
cada uno de los otros partidos, el equipo obtuvo exactaneédteble de carreras que
su oponente. ¢ Cuantas carreras en total obtuvieron snsioies?

(a) 35 (b) 40 (c) 45 (d) 50 (€) 55

Problema 5.Tom, Dorothy y Sammy hicieron un viaje de vacacionesy acordeom-

partir los gastos en partes iguales. Durante el viaje Toib $a65, Dorothy gast$125

y Sammy gast$175. Para repartir los gastos igualitariamente, Tom le didlares a
Sammy y Dorothy le di@ délares a Sammy. ¢ A qué es igtiald?

(a)$15 (0)$20 (c)$25 (d)$30 (€)$35

Problema 6.Joey y sus cinco hermanos tiener5,3,9,11 y 13 afios de edad. Una
tarde dos de sus hermanos cuyas edades suman 16 afios fuznen dos hermanos
menores de 10 fueron a jugar beisbol, y Joey y su hermano dessse"quedaron en
casa. ¢ Cuantos afios tiene Joey?

(@) 3 (b) 7 ©) 9 (d) 11 (e) 13

Problema 7.Un estudiante debe elegir cuatro cursos entre Inéll’ggbra, Geometria,
Historia, Arte y Latin. Entre los elegidos debe estarésgl’al menos un curso de ma-
tematicas. ¢ De cuantas maneras puede hacer la eleccion?

(a) 6 (b) 8 ©) 9 d) 12 () 16

22014+ 22012
; CUZ 2
Problema 8.¢ Cual es el valor dw.

(@)-1 (b)1 (©)3 (d) 2013 (e) 2924

Problema 9.En un juego reciente de baloncesto, Shenille hizo Gnicteanzamien-
tos de tres y de dos puntos. Ella logrdo encestar en 20 % dewsmarhientos de tres
puntos y en 30 % de sus lanzamientos de dos puntos. Sheailie8@ilanzamientos.
¢, Cuantos puntos acumul6?

(a) 12 (b) 18 (c) 24 (d) 30 () 36

Problema 10.Un ramo de flores contiene rosas rosadas, rosas rojas,edaeshdos y
claveles rojos. Un tercio de las flores rosadas son rosas;ueetos de las flores rojas
son claveles y seis décimos de las flores son rosadas. oténtaje de las flores son
claveles?

(a) 15 (b) 30 (c) 40 (d) 60 (e) 70
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Problema 11.Un consejo estudiantil debe seleccionar entre sus miengbtws co-
mité de bienvenida de dos personas y a un comité de plamedeitres personas. Hay
exactamente 10 maneras de seleccionar el equipo de dosiaersara el comité de
bienvenida. Es posible que haya estudiantes que esténlmsaomités. ¢ De cuantas
maneras se puede seleccionar el comité de planeacibededrsonas?

(a) 10 (b) 12 () 15 (d) 18 (€) 25

Problema 12.En un trianguloABC, AB = AC = 28 y BC = 20. Los puntoD, E
y F yacen en los lado&B, BC y AC, respectivamente, de tal manera dquie y EF
son paralelos &C y a AB, respectivamente. ¢,Cual es el perimetro del paralatugra

ADEF?
A

B E C
(a) 48 (b) 52 (c) 56 (d) 60 (e) 72

Problema 13.¢Cuantos nimeros de tres digitos que no son divisible$ piienen
digitos que suman menos que 20y tienen el primer digital igitercer digito?

(a) 52 (b) 60 () 66 (d) 68 (e) 70

Problema 14.Se quita un cubo solido con arista de longitud 1 de cada eagld un
cubo solido con arista de longitud 3. ¢ Cuantas aristae #ésolido resultante?

(a) 36 (b) 60 (c) 72 (d) 84 (e) 108

Problema 15.Dos lados de un triangulo tienen longitudes 10 y 15. La lobde la
altura al tercer lado es la media aritmética de las longsudk las alturas a los dos
lados dados. ¢ Cual es la longitud del tercer lado?

(a) 6 (b) 8 ()9 (d) 12 () 18

Problema 16.Se refleja un triangulo con vértices 8, (8 —3) y (9, 1) alrededor de la
rectax = 8 para formar un segundo triangulo. ¢ Cual es el area dguefformada por
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los dos triangulos?
(@9 (b)% (c) 10 ()% )%

Problema 17.Daphne recibe periddicamente la visita de sus tres megongsas: Ali-
ce, Bety y Claire. Alice la visita cada tercer dia, Bety cadarto dia y Claire cada
quinto dia. Las tres visitaron a Daphne ayer. ¢ En cuanéssd#l siguiente periodo de
365 dias visitaran a Daphne exactamente dos de sus amigas?

(a) 48 (b) 54 (c) 60 (d) 66 (e) 72

Problema 18.Consideremos los punt@s= (0,0),B = (1,2),C = (3,3)y D = (4,0).
Una recta que pasa pévcorta al cuadrilateré BCD en pedazos de igual area. Esta
recta intersecta €D en el punto g %), donde estas fracciones estan simplificadas.
¢Cuédleselvalordp+q+r +s?

(a) 54 (b) 58 () 62 (d) 70 (e) 75

Problema 19.En base 10 el nimero 2013 termina en el digito 3. Por oti@ kel base
9, el mismo nimero se escribe como (2&A6)jermina en el digito 6. ¢ Para cuantos
enteros positivob sucede que la representacion en bdade 2013 termina en el digito
3?

(a) 6 (b) 9 (c) 13 (d) 16 (e) 18

Problema 20.Se rota un cuadrado unitario por un angulo de@g&dedor de su cen-
tro. ¢ Cual es el area de la region barrida por el integbcdadrado?

@1-L+2 i+ (©2-V2+Z (@ L+I  (e)1+ 241
Problema 21.Un grupo de 12 piratas acuerda repartir un cofre de monedasode
entre ellos como sigue. El pirateésimo, en su turno, tomé de las monedas que per-
manezcan en su cofre. El nUmero de monedas que estan drests@l mas pequefio

para el cual este arreglo permite que cada pirata recibaner entero de monedas.
¢,Cuantas monedas recibe el pirata 12-ésimo?

(a) 720 (b) 1296 (c) 1728 (d) 1925 (e) 3850

Problema 22.Seis esferas de radio 1 estan ubicadas de tal manera quergtssc
estan en los vértices de un hexagono regular de lado @gtuon2. Las seis esferas
son tangentes internamente a una esfera mas grande cuym esfa en el centro del
hexagono. Una octava esfera es tangente exteriormergeseaitaesferas mas pequefas
y tangente interiormente a la esfera mas grande. ¢ Cubiadi@ de la octava esfera?

(@) V2 (b) 3 ©3 (d) V3 (e)2
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Problema 23.En un trianguloABC, AB = 86 y AC = 97. Un circulo con centré
y radio AB intersecta 88C en los puntoB y X. AdemasBX y CX tienen longitudes
enteras. ¢ Cuanto midsC?

(a) 11 (b) 28 (c) 33 (d) 61 (€) 72

Problema 24.La Escuela Central High esta compitiendo contra la EsdNelthern
High en un torneo de backgammon. Cada escuela tiene tresstidones y las reglas
del torneo requieren que cada competidor juegue dos partigitira cada uno de los
competidores de la otra escuela. El torneo tiene lugar enrgedas, jugandose tres
partidos de manera simultanea en cada ronda. ¢De cuaaasas distintas se puede
programar el torneo?

(a) 540 (b) 600 (c) 720 (d) 810 (€) 900

Problema 25.Se dibujan todas las diagonales en un octagono regulan @a. ¢ En
cuantos puntos distintos en el interior del octagono (neléorde) se intersectan dos
0 mas diagonales?

(a) 49 (b) 65 (c) 70 (d) 96 (e) 128

XXV Olimpiada Matem atica de la Cuenca del Paidico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional partieipaalmente en la Olim-
piada Matematica de la Cuenca del Pacifico, APMO, por gliassen inglés. A di-
ferencia de otros examenes de olimpiadas, éste consisie énico examen con 5
problemas para resolver en un maximo de 4 horas.

En el mes de marzo, se aplicd el examen de la XXV OlimpiadaMatica de la Cuen-
ca del Pacifico a los alumnos que en ese momento formabandeala preseleccion
nacional. Dicho examen se aplico y califico en México yl06smejores examenes se
enviaron a Kazajistan para ser evaluados por el comit@azgdor. Los resultados de
dicho concurso se publicaran en el proximo nimero dedBzalinto con las mejores
soluciones de los participantes.

A continuacion presentamos los problemas de la XXV Olidaidatematica de la
Cuenca del Pacifico.

Problema 1. SeaABC un triangulo acutangulo con alturdd, BE y CF, y seaO

el centro del circuncirculo dABC. Muestre que los segment@A, OF, OB, OD,

OC, OE dividen al trianguloABC en tres pares de triangulos, en donde cada par de
triangulos tienen la misma éarea.

. . n? +
Problema 2.Determine todos los enteros positivogue cumplen que———— es
+2

un entero.Aquilr ] denota el mayor entero menor o igual a r.
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Problema 3.Para X nlmeros realeay, ay, . . ., ay, by, by, . . ., b se define la sucesion

de nimero, por
k

Xn=ZLa;n+biJ, (n=21,2,...).

i=1

Si la sucesiork, forma una progresion aritmética, muestre que la s@{iq a; debe
ser un entero.
Aquilr] denota el mayor entero menor o igual ar.

Problema 4.Seana y b enteros positivos, y seahy B conjuntos finitos de enteros
que satisfacen:

1. Ay Bson ajenos,

2. siun entera pertenece & o aB, entonces o bier+ a pertenece @ o bieni — b
pertenece 8.

Muestre qua |Al = b|B|.
Aqui|X| denota el nUmero de elementos del conjunto X.

Problema 5.SeaABCD un cuadrilatero inscrito en una circunfereneigy seaP un
punto sobre la extension @€ de manera quBBy PD son tangentesa. La tangente
enC interseca #D enQy ala rectaAD enR. SeaE el segundo punto de interseccion
de AQ conw. Muestre queB, E y Rson colineales.



Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matem aticas

La XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas se méatiel 29 de septiembre
al 6 de octubre, en Cochabamba, Bolivia. Los alumnos queucsamn fueron: Adan
Medrano Martin del Campo y Juan Carlos Ortiz Rhoton, amleodadisco, Enrique
Chiu Han del Distrito Federal y Julio César Diaz CaldedenOaxaca. Julio César
obtuvo una medalla de plata y Adan, Juan Carlos y Enriquevadyon cada uno una
medalla de bronce. En esta ocasion México ocupo0 el segtr lde entre los 19 paises
que participaron. En esta competencia dos de los seis pmabléueron inventados
por mexicanos: el segundo por Leonardo Ignacio Martined®zal y el quinto por
Eduardo Velasco Barreras.

A continuacion presentamos los problemas y sus solucidada XXVII Olimpiada
Iberoamericana. Los alumnos tuvieron dos sesiones deoduatas y media cada una
para resolverlos.

Problema 1.SeaABCD un rectangulo. Se construyen triangulos equilat&0X y
DCY de modo que estos triangulos comparten algunos de sussgatggores con los
puntos interiores del rectangulo. Las recdasy CD se cortan e, y las rectadAY y
BC se cortan ei. Probar que el trianguldPQes equilatero.

Solucibn de Enrique Chiu Han. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
AB > BC. El puntoX esta en la mediatriz del segme8€ ya queXB = XC por ser
equilatero el trianguld3CX. ComoABCD es un rectangulo, lo anterior implica que
X también esta en la mediatriz @A. Se sigue que es circuncentro del triangulo
rectanguloAPD por estar sobre la hipotenusa y en la mediatriz de un catetpae
ticular AX = XP. Procediendo de manera analoga se concluye®ue Y Q, por lo
tanto los triangulos\ XYy APQson semejantes por el criterio LAL.
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Q

D C P

Para concluir la solucion, probaremos que el triangdY es equilatero. Notemos que
/CDY = 60° = /XBC porque estos son angulos internos de los triangulosagrols
DCY y BCX, respectivamente; también se tiene q@dA = /ABC = 90°, de modo
quesYDA= /ABX= 30°. Por otra parteDA = BC = BXy DY = DC = BA, asi que
los triangulosADY y XBA son congruentes por el criterio LAL, y en consecuencia
AX = AY. Denotemosr = /AYD = /XAB. Por la suma de angulos en el triangulo
ADY, tenemos queY AD = 150" — «, de donde

/YAB= /YAD- /BAD= (150 - @) - 90° = 60° — a.
Por lo tanto/XAY = /BAX+ /Y AB= 60° y con esto termina la solucion.

Problema 2.Decimos que un entero positivo bsllante si puede ser escrito como la
suma de dos enteros no necesariamente distinyds con la misma suma de digitos.
Por ejemplo, 2012 es brillante ya que 2022005+ 7 y 2005 y 7 tienen la misma
suma de digitos. Determinar todos los enteros positivesnguson brillantes.

Solucion de Julio César Diaz Calderon. Para cada entero positivpseaS(x) la suma
de sus digitos. Demostremos que

X1 = X999...9
conxun digito par y tal que hay una cantidad impar de nueves y
X = x999.--9

conxun digito impar y tal que hay una cantidad par de nueves, mbskantes.
Comencemos cor;. Seas la cantidad de nueves que tiene (dicha cantidad es impar).
Supongamos que, es brillante, luego,

X1 = &@k-1---a1+ b1 by
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donde losa; y los by son digitos tales quey + a; + -+ +ax = by + by + -+ + by.
Como estos sumax, se tiene quey + by = 9 (mod 10), ademas, como son digitos,
a;+b <9+9=18< 19, de donde; + b; = 9. De la misma manera llegamos a
queay+ by =9,a3+b3 =9,...,as+ bs = 9. En particular, hemos demostrado que
a vy b tienen distinta paridad paradi < s (algunos de estos podrian ser 0). Ahora,
as+1 + bsi1 = X, el cual es par, de dondg,; y bs,; tienen la misma paridad.

Comos es impar, el nimero de digitos impares del conjyato...,ax,bs,..., b} es
imparya; +ay+---+a+by +by+---+ b, esimpar. Porotro lad@; +a; + --- +
ax+by+by+---+b =2(@; +a+ -+ + &) el cual es par. Esto es una contradiccion
y X3 no es brillante.

De una manera muy parecida se demuestragoe es brillante. Ahora demostraremos
gue todos los demas nameros son brillantes. Procedernasduccion fuerte sobre
el nimero de digitos de un nimero que no es de la formgao x,.

La base de induccibn es gaéene un digito. Sk fuera impar, seria de la forma (con
cero nueves). Luega.es parz= 3 + 5, S(3) = S(5) y zes brillante. La hipotesis de
induccion es que sitiene entre 1 k digitos y no es de la form& 0 x, entoncegz es
brillante.

Seaz = aa, ... a1 Y tal que no es de la forng 0 x,. Consideremos varios casos:

1. Siag1esparz= 5+ 3,S(5) = S(3)y zes brillante.
2. Siag1 es impar, consideramos dos casos:

a) ax es impar. Sla,...ax-1 No es de la forma&; 0 xg, por la hipotesis de
induccibn, existen enteras y z tales queya...axk =21+ 2y S(z) =
S(z). Definimos

7 = 100z1+10(ak_1)+(ak*1+1),
2 2
1 _1
2, = 10022+10(ak2+ )+(a“+12 )

Se tiene que; + z, = 100@ + ) + 108y + a1 = Ad. .. &dk+1 = Z
Ademas

ak_l a~k+i|.+:|-_ a-k"‘:l- a-k+1_:|-
t =S(z) + 5

S(z) = S(z) + = S(2)

y zes brillante.

Por otro lado, sija,...a-1 es de la formax; o0 X, tenemos quey y
a1 o son ambos nueves (de otra formaeria de la formag 0 xp).
Consideramos, nuevamente, dos casos:

= 3 noes 9. Say...a es de laforma, consideramos

3 X 10+ak—1) (ak+1+1)
7 = (5)4545...454( - =),

_ X 10+ak+1> (ak+1—1>
7 = (5)5454...544( - — ).
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los cuales cumplen las condiciones requeridas.
Por otro lado, saya, . . . ax_1 es de la forma, consideramos

3 Xx+1 10+ak—1) (ak+1+1)
= ( 5 )4545...4544( 5 5 ,
x—1 10+ak+1> (ak+1—1>

= —— | 5454, . .5454
2 ( 2 )5 54...545 ( 2 2 )

los cuales cumplen las condiciones requeridas.
m 3 es9ya hoes9. Smay...a1 es de la forma; consideramos

3 X 10+ agyq + 1)

z = (5) 4545, .4544(f :
3 X 10+ ag1 — 1)

7, = (5) 5454, . .5454(f ,

los cuales cumplen las condiciones requeridas.
Por otro lado, siya; . .. a1 es de la forma, consideramos

7 (—X+1) 4545...454(710”“1_1),

2 2
_1 10 1
7 = (—X2 )5454...544(7”;+l+ )

los cuales cumplen las condiciones requeridas.
b) ax es par. Sk = 1, ztiene dos digitos. En este caso elegimos

10(%57) + (55%2).
9+ ay,
= = 10(3)+ (33).

los cuales cumplen las condiciones. Ahora, consideremesygu existe
(es decirk > 2).

Siaja;... a2 (podria ser cero) no es de la formao x;, existen enteros
positivoz, 7, tales quez + 2z = a18; ... &2 Y S(z1) = S(z).

Siax_; es par, consideramos

Z

= -1 10+ak) (ak+1—1)
Z = 1000 +100(% )+10( a0 (Rem),
Z = 100&2+1oo(ak—12‘2>+1O(10;ak)+(ak+12+1),

los cuales cumplen las condiciones. Por otro ladeysies impar,

3 ak—l_l) a (ak+1+1)
7z = 100&1+100( > +10(2)+ 2222,

3 ak_1+1) a (ak+1—1)
z = 100&2+1oo( > +1o(2)+ ).
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los cuales cumplen las condiciones.

Ahora, sia;a; ... a2 es de la formaq 0 xo. Siax_; es impar, el proceso
es el mismo que en el caso doraig; y ax eran impares, solo que en este
caso.z y z tendran a% en sus decenas.

Por Gltimo, siajay...ax_2 es de la formag 0 X, y ax_1 €s par. Seav =
a8z ... a-2. Como es de la formz 0 X;, entonces es impar. Luego, ele-
gimos

3 w-1 10+ak_1) (10+ak) (ak+1—1)
21_1000( 5 )+100( 5 +10 5 + 5 ,

: W—l) <8+ak,1) <10+ak) (ak+1+1)
2 = 1000(—2 + 100 5 +10 5 + > s

gue cumplen las condiciones. Esto concluye la induccion.

Problema 3. Sean un entero positivo. Dado un conjunto de entef@say, .. ., an},
dondeg; € {0,1,2,...,2" — 1} para todd, asociamos a cada uno de sus subconjuntos
la suma de sus elementos; en el caso particular del conjacfo dicha suma es O.
Decimos quday, ay, . . ., ay} esn-completo si todas estas sumas son diferentes modulo
2". Determinar el nUmero de conjuntesompletos en funcién de

Solucibn. La mejor manera de resolver este problema es checando praasos pe-
quefios, por ejempla = 3, el cual deberia darnos suficiente informacion para esta
blecer una conjetura razonable. Aln si no visualizamosatdp, podemos conjeturar
que o bien

1. 2! siempre pertenece al conjunto, o
2. siempre hay exactamente un nimero impar en el conjunto.

La siguiente solucibn, basada en el punto 1, es la que bitlamayor parte de los par-
ticipantes que resolvieron el problema. Después daremsegunda solucion basada
en el punto 2.

Demostraremos primero el siguiente resultado.

Lema. Si A= {a,a, ..., a,} €S un conjunto n-completo, enton@s! € A.

Prueba.Consideremos el polinomip(x) = (1 + x®)(1 + x®2)---(1 + x*). Es claro
que sis;, S, ..., Sn son todas las posibles sumas de los subconjunt@ds datonces
pP(X) = X +x2 +-- -+ x%", Luego, si loss, son todos distintos moduld 2enemos que
p(w) = 0, dondew = €/?" es el nimero complejo cd&) + i sen&). Esto significa
quep(w) = 1+ o)1+ w®)--- (1 + w*) = 0, lo cual implica que exist¢ tal que
1+ w¥ = 0. Sustituyenda, llegamos a que¥@/2' = —1, es decir, co§@) = -1

Luego,% debe ser un entero impar y coma&®; < 2", se sigue que? < aj < 2",



58 XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matem aticas

de dondey; = 2"! lo que significa que2? pertenece al conjunta.

Ahora, seaf(n) el nUmero de conjuntos-completos. Demostraremos qtién) =
2"("-1/2 por induccion fuerteenn. El caso base = 1 es inmediato ya que el Gnico
conjunto 1-completo efl}, asi que supondremos que el resultado es cierto para todo
k < n. SeaA = {a1,ay,...,ay} un conjunton-completo. Por el lema anterior tenemos
queA = (21 U {ay, ay,...,a,-1}, Y Si A esn-completo, entonce&y, ay, . . ., an_1}

debe serrf — 1)-completo, pues en caso contrario existirian dos sjbotos deA
distintos, digamogy y A, tales que

(A1) = S(Ay) (mod 21),

dondes(X) denota la suma de los elementosde
Pero entonces, o bieky = A, (mod 2Y), lo que es una contradiccion, o bidp= A, +
21 (mod 2), que también es una contradiccion ya que tendriasfsu {2"1)) =
S(Az) (mod 2Y) (abusando de la notacioA; = A; (mod 2') significa que los elemen-
tos deA; son congruentes moduld 2on los elementos d& en algin orden).
Por lo tanto, para algin conjuntio{ 1)-completdB = {by, by, ..., by_1} debemos tener
que los elementos del conjungo\ {2"!} son congruentes moduld2 con los ele-
mentos del conjunt® en algln orden. Sin pérdida de generalidad, suponganm®s qu
a=b (mod 271). YaqueO< g < 2"-1y0< b < 2"! -1, debemos tener que
a=boag=>b+2"1
Demostraremos que cada conjudtc= {aj, ay,...,an} tal quea, = 2"ty a = b o
a = b + 2"l paral<i < n-1, esn-completo, dond® = {by, by,...,by_1} €s un
conjunto 6 — 1)-completo. Supongamos que esto no es asi. Entoncegredss sub-
conjuntos deA tales que sus elementos tienen los mismos residuos cuarliddsn
entre 2, y por lo tanto también tienen los mismos residuos cuandtivigen entre
21 Unavez qua, = 2", podemos suponer que este elemento no esta en cualquiera
de los dos conjuntos. Esto implica gB&o es un conjuntan— 1)-completo.
Por lo tanto, todas las sumas de los subconjuntos d¢2"1} son distintas modulo
21 lo que significa que todas las sumas de los subconjuntAsda distintas modu-
lo 2", y por lo tantoA es un conjunt@-completo.
De esta manera todos los conjuntesompletos se forman sumandt 2a cada ele-
mento de un conjunta(- 1)-completo o no, y agregand2.
Entonces, por cada conjunto £ 1)-completo tenemos"2' conjuntosn-completos.
Luego, sif (n—1) = 21022 g5 el nimero de conjuntos £ 1)-completos, tenemos
que

f(n) — 2n—1f(n _ 1) — 2n—1 X 2(n—l)(n—2)/2 — 2n(n—l)/2.

A continuacién daremos una solucion basada en el puntd Bual que en la so-
lucion anterior, haremos la demostracion por inductiémn. El cason = 1 es in-
mediato. Supongamos que el resultado se cumple para algéinl y haremos la
prueba paran + 1. En lo que sigue todas las sumas se consideran modtioSea

"Ver en el apéndice el teorema 8.
8Ver en el apéndice el teorema 7.
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A = {a,a,...,am+1} un conjunto fi + 1)-completo. Observemos primero que alguno
de los nlmerosy, ay, . . ., 8,1 €S impar, pues alguna suma de la forfa; debe ser
congruente a 1 moduld'?. Sin pérdida de generalidad, supongamosayyges im-
par. Sead = {a1, ay, ..., a,} y seasS el conjunto de todas las sumas de los elementos de
los subconjuntos dB. Sea

T={s+an1|s€S}

Observemos que las sumas de los elementos de los subcagaeAteon exactamente
aquellas el U T, y queS y T no tienen elementos en coman.
Ya quean,; es primo relativo con!, tenemos que

{07 19 27 K] 2n+l - 1} = {07 an+l» 2an+1’ DR} (2n+l - 1)an+l} (mOd 2]+1)'

AhoraOe Sy ay,1 € T. Supongamos queag,; € T. Entonces, borrando el termino
an;1 de esta suma €h obtenemos quedd,; — an1 = an1 €Sta ersS, lo que es una
contradiccion. Por lo tanto@,1 € S. Ahora, sumanda,,1 a esta suma, se sigue que
2a,.1+an+1 = 3an.1 pertenece &. De manera similar se demuestra qag.4 esta ers.
Continuando de esta manera, deducimosSjaensiste exactamente de todas aquellas
sumas de la formma,,; dondemes par, 0< m < 2™! — 1, y T consiste exactamente
de todas aquellas sumas de la forma,,; dondemes impar, 0< m < 2™! — 1. Pero

es claro que

(0, 2a0,1, 481, . . ., (2" = 2)an,1} = {0,2,4,..., 2™ — 2} (mod 2'*Y)
y también
{1, 38n:1, 5801, . ., 2" = D)ana} = {1,3,5,..., 2" - 1} (mod 2*1).

Por lo tanto, tenemos qu& = {0,2,4,...,.2"' -2}y T = {1,3,5,...,2™! — 1}.

En particularag, ay, . . ., an deben ser todos pares. De este modo, si consideramos los
nimerosa] = §, 1 <i < n, entonces el conjunt@, &, .. ., a,} esn-completo (ob-
serve quesl = § < L;‘Z = 2" — 1 para todd), y sus subconjuntos tienen sumas
(9,24 ., 2°-2)-10,1,2,...,2" — 1} modulo 2.

Ademas, si el conjuntfs, &, ..., &,} esn-completo ya,.1 es impar, con & an.1 <

21 _ 1, entonces se sigue faciimente @ie {0,2,4,...,2"1 -2}y en consecuencia
T={13,5,...,2"1 1}, de dondday, ay, . . ., an,1} €s fi+ 1)-completo (observe que
28 < 2(2"- 1) = 2"1 — 2 para toda).

Ya que hay exactament&®1)/2 conjuntosn-completos por la hipotesis de induccion,
y hay exactamenté'Zormas de elegia,, 1 el cual es un nimero impar entre 0% 2-1
inclusive (y es distinto de los restangggor ser impar), se sigue que hay exactamente
2n(n-1)/2 . 2n = 2n(n+1)/2 conjuntos ( + 1)-completos.

Comentario:Con el argumento inductivo anterior es facil caracter&todos los con-
juntosn-completos. Son aquellos de la forma

2my + 1L, 4mp + 2,8mg + 4, ..., 2"m, + 2™}

donde O< my < 2" parai = 1,...,n. Para cadahay exactament€e'? valores posibles
dem, y como es claro que todos est@sson distintos, se sigue que hay exactamente
2-1.2n-2...2 = 2n(1)/2 conjuntosn-completos.
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Problema 4.Seara, b, c, d enteros tales que— b+ ¢ — d es impar y divide @ — b? +
¢ — d?. Probar que para todo entero positiva— b+ ¢ — d divide aa” — b" + ¢" — d".

Solucibn de Juan Carlos Ortiz Rhoton.Comoa—-b+c—d| a2 —b? + c?— d? tenemos
quea?+c? = b?+d? (moda-b+c—d). También tenemos que-b+c-d| a-b+c—d
porlo quea+c=b+d(moda-b+c-d), luego

(@ + ) + 2ac= (a+ c)? = (b +d)? = (b + d?) + 2bd (moda— b + ¢ — d)
de donde dc = 2bd (moda— b+ c—d). Comoa- b+ c—des impar, esto implica que

ac= bd(moda-b+c—d). (1)

Ahora, procedemos por induccién, asumiendo que la projdoses cierta para =
m-1yn = m, demostraremos que se cumple para m+ 1. Para ello necesitamos
una base de induccibn doble: los casos base; 1 y m = 2, que son ciertos por
hipbtesis. Ahora, hagamos el paso inductivo.

Por la hipétesis de induccion, tenemos glie+ c™ = b™+ d™ (moda-b+c—-d)y
a™l4+c™! = p™14+d™! (moda-b+c—d). Ahora, modula—b+c—dvemos que,

a™ 4+ c™ = (@"+cM(a+c)-aga™t+c™?
= (b"+d"™)(b+d) — bd(b™ + d™Y)
bm+l + dm+1

por (1) y la hip6tesis de induccion.
Luego,a—b+c—d|a™!—pb™!+c™! — d™! |o que concluye la induccion.

Problema5.En untrianguldABC, searPy Q las intersecciones de la paralel@@por
Acon las bisectrices exteriores de los angllgsC, respectivamente. La perpendicular
aBP porPy la perpendicular £Q por Q se cortan efR. Sil es el incentro d&ABC,
demostrar quél = AR

Solucibn de Adan Medrano Martin del Campo.Primero notemos que las recBBy
Bl son perpendiculares por ser bisectriz exterior e interéspectivamente, déABC,
asi queBl es paralela #R De manera similaC| es paralela &Ry, por construccion,
BC es paralela Q. Resulta entonces que los trianguBI€ y PRQson homotéticos
por tener sus respectivos lados paralelos. Denotégad®xcentro dé&BC correspon-
diente al vérticé\. Por un lado sabemos, qB®, QCy Al se intersectan elR; por otra
parte, como los trianguloBIC y PRQson homotéticos, las rect&B, CQy Rl son
concurrentes. Entonces llegamos a BuA, | e I, son colineales.
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Los angulosrABPy /CBl, miden lo mismo porqu®l, es bisectriz externa deB;
también se tiene queCBIl, = Z/APBpor las paralelaPQy BC, por lo que se sigue
gue es isosceles el trianguldBP. Consideremos el punto mediode PB. Las rectas
RP, AXelB son paralelas por ser perpendicular®8aAplicando el teoremade Thales
y recordando qu&P = XB obtenemos

AR XP
Al XB ™
Por lo tanto AR= Al.

Problema 6. Demostrar que para todo entero positivexistenn enteros positivos
consecutivos tales que ninguno de ellos es divisible poutaasde sus respectivos
digitos.

Solucion. Daremos una demostracion constructiva. La idea es laesigriiDado un
namero naturah, elegimosn nUmeros primos mayores que digamosps, .. ., Pn.
Demostraremos que existe un nUmgrdivisible por cada uno de estos primos tal que
cada nimero de la form&00...0+1i, 1 <i < n, tenga suma de digitos divisible entre
pi, respectivamente. Luego, ninguno de estos nimeros eshiivpor la suma de sus
respectivos digitos, pues si hubiera uno de ellos que flieisible por la suma de sus
digitos, tendriamos untal quep; divide aK00...0 + i y por lo tantop; dividiria ai
(puesp; divide aK), lo cual es una contradiccion.
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Asi que tratemos determinar el nUmé&oSeaP = p; - - - pn y consideremos el numero
A = 100...0100...0100...0 el cual tiene digitos 1 en las posiciones#f® donde
1< j < P-10(de hech@tieneP - 10 digitos 1). Mas precisamente,

1dP710)¢(P) -1

= 10°0).
A=10 1o -1 7

dondey(P) denota el nimero de enteros positivos menores o iguakeR gujue son
primos relativos cor.

Denotemos poB(m) a la suma de los digitos de Tenemos qu&(A) = P-10yA =
—10 (modP). Entonces, si consideramos el nUmBre A + 10, este nUmero satisface
queS(B)=P-9yB=A+10= 0 (modP). SeaC = BB...B el nUmero formado
concatenando copias del nUmeéBan total det veces para algn nimero natutal
Consideremos los nimeros*@+ i, 1 < i < n, para valores grandes aelLa suma de
los digitos de cada uno de estos nimerd3(@e*C +i) = S(C) + S(i) = t(P-9) + S(i).
Por el teorema chino del residyj@l sistema de congruencias

t(P-9)+S(1) = 0(modpy),
t(P-9)+S(2) = 0 (modpy),
t(P-9)+S(n) = 0 (modpn),

tiene solucioért (observe que k S(i) <i < py queP — 9y p; son primos relativos
paracada=1,...,n). Para este valor de demostraremos que los nimero3Q@e- i,

1 < i < n, satisfacen el problema y por lo tanto nuestro nint€touscado ser&.

En efecto, para cadala suma de los digitos de 10 + i es divisible entrgy; como
consecuencia del sistema anterior de congruencias. €anb€s divisible entrg; ya
qgue B es divisible entrep;. Luego, si alguno de estos nimeros fuera divisible por la
suma de sus digitos, tendriamos que i, lo cual no puede ser. Por lo tanto, estos
numeros satisfacen el problema.

9Ver en el apéndice el teorema 6.
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A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Mateméticas de abril a julio de201

Abril

Publicacion del décimo octavo nimero de la revista “@aal

9 de Abril

Envio a los estados del primer examen de practica prappestel Comité Or-
ganizador de la OMM.

13 de Abril

Aplicacion en los estados registrados con este propdsitprimer examen de
practica propuesto por el Comité Organizador de la OMMe(fmuaplicarse des-
pués).

Mayo, del 1 al 11, Cuernavaca, Morelos

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiplicde tres exame-
nes selectivos para determinar la delegacion que repeséesm México en la
542 Olimpiada Internacional (6 participantes), la delegaajéie representara a
México en la XV Olimpiada Centroamericanay del Caribe (Bipgantes) y la
preseleccion para la XXVIII Olimpiada Iberoamericana.

5 de junio
Envio a los estados del examen semifinal estatal propuest gomité Orga-
nizador de la OMM.

8 de junio

Aplicacion en los estados registrados con este propdsitexamen semifinal
estatal propuesto por el Comité Organizador de la OMM (puagdicarse des-
pués).
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Junio, Managua, Nicaragua
XV Olimpiada Matemética de Centroaméricay el Caribe.

Junio y julio, del 30 al 5, Burgas, Bulgaria
Competencia Internacional de Matematicas.

Julio, 11 al 20, Morelia, Michoacn
Entrenamientos para los seleccionados nacionales patiaasa 54 Olimpiada
Internacional.

Julio
Publicacion del décimo noveno nimero de la revista “dzal

Julio, 18 al 28, Santa Marta, Colombia
542 Olimpiada Internacional de Matematicas.



Apéendice

Definicion 1 (Divisibilidad) Siay b son enteros, se dice que b divide asilag para
algln entero q, y se denota pot a.

Teorema 2 (Algoritmo de la division) Siay b son enteros conb0, entonces existen
enteros qy r tales quea bg+r donde0 < r < |b|. Los enteros q y r son (inicos, y son
llamados cociente y residuo, respectivamente.

Definicion 3 (Congruencias) Dados dos enteros a, b y un entero positivo m, decimos
gue a es congruente con b moédulo m sitaes maltiplo de m. En este caso escribimos
a= b (mod n).

Teorema 4 (Propiedades de las congruenciagean ab, ¢, d, m enteros con e 1.
1. Sia=c(mod myc=d (mod n), entonces & d (mod n).
2. Sia=c(mod My b= d (mod n), entonces ak= cd (mod n).
3. Sia= ¢ (mod n), entonces a= c" (mod n) para todo entero positivo n.
4

. Si ab= bc (mod n), entonces & ¢ (mod (Tn:n)) donde(b, m) denota el maximo
comin divisor de by m.

Teorema 5 (Pequéo teorema de Fermat) Si p es un nimero primo y a es un entero
primo relativo con p, entoncedd = 1 (mod .

Teorema 6 (Teorema chino del residuo)Sean n, n,, ..., Nk nUmeros naturales, pri-
mos relativos por parejas. Sea=nn;n,---Ngy seani,ro, ..., rx enteros. Entonces, el
sistema lineal de congruencias dado por,

r (mod n),

rz (mod n),

X

r« (mod ny),

tiene solucidon y cualesquiera dos soluciones difieren pandltiplo de n.
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Teorema 7 (Induccbn) El método de induccibn se usa para demostrar que una pro-
posicion Rn) es verdadera para todo enterox ky, donde k es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra qu&gPes verdadera.

2. Hipobtesis de induccion: Se supone verdadera la prap@siP(k) para algln
entero k> ko.

3. Se demuestra qudle+ 1) es verdadera.

Concluimos entonces quér} es verdadera para todo entercnkp.

Teorema 8 (Induccbn fuerte) El método de induccion fuerte se utiliza para demos-
trar que una proposicion () es verdadera para todo enteroxn kg, donde k es un
entero fijo. El método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra que la proposicifig)Fes verdadera.

2. Hipbtesis de induccion: Se supone verdadera la prapsi P(m) para todo
entero m tal quek< m<n.

3. Se demuestra que la proposicio(npPes verdadera.

Concluimos entonces quér} es verdadera para todo entercnkp.

Teorema 9 (Principio de las casillas)Si kn+ 1 objetos son colocados en n casillas,
entonces al menos una casilla contiene al menedlobjetos. En particular, si A 1
objetos son colocados en n casillas, entonces al menos willag@ntiene dos 0 mas
objetos.

Teorema 10 (Desigualdad media aritrética - media georétrica (MA-MG)) Si x,
X2, ..., Xn SON NUmMeros reales positivos, entonces

Xp+ Xo+ -+ Xy

> aXe X,
n
y laigualdad se cumple siy sblosi % xo = -+ = Xj.

Teorema 11 (Suma de lo&ngulos internos de un tréangulo) La suma de los angu-
los internos de un triangulo e80°.

Teorema 12 (Teorema de Pégoras) En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 13 (Puntos y rectas notables de un téngulo)
1. Mediana. Recta que une un vértice y el punto medio deldadesto.

2. Centroide. Punto donde concurren las medianas. Tanggéa llama gravicen-
tro o baricentro.
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. Mediatriz. Recta perpendicular a un lado que pasa por su@medio.

4. Circuncentro. Punto donde concurren las mediatricesslE€ntro de la circun-
ferencia circunscrita al triangulo.

5. Bisectriz interna. Recta que divide a un angulo intederun triangulo en dos
angulos de la misma medida.

6. Incentro. Punto donde concurren las bisectrices interifizs el centro de la cir-
cunferencia inscrita al triangulo.

7. Altura. Recta trazada desde un vértice que es perpeladiallado opuesto de
dicho vértice.

8. Ortocentro. Punto donde concurren las alturas.

Definicion 14 (Congruencia de trangulos) Los triangulos ABC y AB’C’ son con-
gruentes si los angulos y los lados del triangulo ABC saralgs a los angulos y los
lados del triangulo AB'C’.

Criterio 15 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de triangu-
los nos dice que si tenemos dos triangulos con sus tres tamtasspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado y lo denotamos
por LLL.

Criterio 16 (Criterio de congruencia LAL) Un criterio de congruencia de triangu-
los nos dice que si tenemos dos triangulos con dos ladosgpondientes iguales y el
angulo comprendido entre ellos igual, entonces los giflns son congruentes. A este
criterio se le conoce como lado-angulo-lado y lo denotapmsLAL.

Criterio 17 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de triangu-

los nos dice que si tenemos dos triangulos con dos angatosspondientes iguales y

el lado comprendido entre ellos igual, entonces los triflng son congruentes. A este
criterio se le conoce como angulo-lado-anguloy lo denmta por ALA.

Definicion 18 (Semejanza de ta@ngulos) Los triangulos ABC y /B’C’ son semejan-

tes, sizABC = /AB'C’, /ACB= /AC'B/, /BAC= /BAC'y 28 = BC = E£.

Criterio 19 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares de angulos correspondientes
de los triangulos ABC y8'C’ son iguales, entonces los triangulos son semejantes. A
este criterio de semejanza se le conoce como angulo-aydaldenotamos por AA.

Criterio 20 (Criterio de semejanza LAL) Si dos triangulos tienen dos lados corres-
pondientes proporcionales y el angulo entre dichos ladasl, entonces los triangulos
son semejantes. A este criterio de semejanza se le conocda@doangulo-ladoy lo
denotamos por LAL.

Teorema 21 (Teorema de ThalesSi ABC es un triangulo y D, E son puntos sobre
los lados AB y CA, respectivamente, entonces los segmeBktgHT son paralelos si

o iAB _ AC
y sOlo sizg = 2g-
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Definicion 22 (Triangulos homogticos) Decimos que los triangulos ABC y DEF son
homotéticos si ABDE, BQIEF y CA|FD. Dichos triangulos siempre son semejantes
y la razon de homotecia es la razbn de semejanza entreifogtrlos. Si la razon de
semejanza es diferente @iglas rectas AD, BE y CF concurren en un punto O al que
llamamos centro de homotecia.

O

Teorema 23 (Medida delangulo inscrito) La medida de un angulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad del &ngulo central que subtiende el mismo arco.

Teorema 24 (Potencia de un punto)

1. Si dos cuerdas AB y CD de una circunferencia se intersestann punto P,
entonces PAPB = PC- PD.

2. Si A, By T son puntos sobre una circunferencia y la tangemfe intersecta en
un punto P a la prolongacion de la cuerda AB, entonce$ PTPA- PB.

Definicion 25 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es ciclico si sus cuatro vértices
estan sobre una misma circunferencia.

Teorema 26 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexo ABCD es ciclico si y
solo siz.DAB+ /BCD= +ABC+ /CDA= 180.

Teorema 27 (Circunferencia de lo® puntos) Los pies de las tres alturas de un trian-
gulo, los puntos medios de los tres lados y los puntos meditmsdegmentos que van
de los vértices al ortocentro del triangulo, estan sobma circunferencia de radiéR,
donde R es el radio de la circunferencia circunscrita deinmigulo.

Definicion 28 (Exdrculo) Decimos que una circunferenc@ esta exinscrita en el
triangulo ABC respecto al angulo BCA, Gies tangente a los lados del angulo BCA
y al lado AB por fuera del triangulo dado. También se dice ques el excirculo del
triangulo ABC respecto al angulo BCA.
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