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Todos los que hacemos Tzaloa queremos dedicar este numero d
manera muy especial a Mila, ya que gracias a ella el éxita @M
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Tzaloa, Ao 2011, Nimero 4

No cabe duda que este ha sido un gran afio para la OlimpiadiedMexde Matemati-
cas. Por primera vez toda la delgacion mexicana que pgaitem la Olimpiada Inter-
nacional de Matematicas (IMO) obtuvo una medalla y se ghh@gar22 de entre los
102 paises que participaron. Ademas de que esta fue la mej@cion jamas lograda
por nuestro pais en la IMO, también hay que destacar quarijpoera vez en el examen
de este concurso se incluyd un problema propuesto porddé&dicionalmente y por
si lo anterior no fuera poco, este afio las delegacionescaexs obtuvieron el primer
lugar tanto en la Olimpiada Iberoamericana, como en la Qéidede Centroamérica
y el Caribe, misma en la que México impuso un nuevo recotdifit® de puntaje para
el evento.

Por todo lo anterior, para el Gltimo nimero del &id 1, en Tzaloa decidimos incluir
un articulo especial con el que nos unimos al festejo deXesté aniversario de la
organizacion olimpica en México. Este articulo, quespnta una breve semblanza
historica de las olimpiadas en nuestro pais, fue escaotoRadmila Bulajich quien
desde2004 es la presidenta del Comité Organizador de la Olimpiadaiddes de
Matematicas y cuya dedicacion ha sido fundamental pavaetl prestigio de México
en el plano internacional y para alcanzar los éxitos quenlogyenorgullecen.

Como cada fin de afio, las secciof@sblemas de Factica y Problemas Propuestos
incluyen varios problemas considerados de nivel avanzages con ellos se busca
proporcionar material adecuado para las delegaciondsalestgue se estan preparan-
do arduamente para participar en el concurso nacional, encune se celebrara en
noviembre. Sin embargo, lo anterior no debe prejuiciar ddosres que apenas se
estan iniciando, pues hay que considerar que una ideaakigcreativa puede hacer
gue un problema considerado dificil encuentre una sofuséncilla y elegante.

El articulo de temas matematicos que seleccionamos paraeasion tiene por titulo
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Un lema de perpendicularidagles una colaboracion mas de José Antonio Gbmez Or-
tega. Nuevamente el compromiso de José Antonio con el mentmolimpico se hace
patente presentandonos este singular resultado. Estegoros de que, al igual que
nosotros, el lector no dejara de sorprenderse ante el godtilidad que se esconde
detras de una formulacion tan sencillay de apariencigeinte. Las aplicaciones toma-
das de concursos nacionales e internacionales, junto auutriga lista de ejercicios
gue presenta, hacen que este material sea especialmect&afpara darle un extra a
tu preparacion para el proximo concurso.

Por Gltimo y como siempre, en las secciones de Olimpiadasiacionales se incluyen
los resultados y examenes de los concursos en los que digxiparticipado Gltima-
mente. Es asi que presentamos los examenes & I®limpiada Internacional de
Matematicas y de la XXVI Olimpiada Iberoamericana de Mdtoas. Ademas tam-
bién incluimos los examenes con soluciones de la Xl @lada de Centroamérica y
el Caribe y de la American Mathematics Competition (AM& AMC12) de este afio.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 24 afios que la Sociedad Matematica Mexicawantido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graclasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboracionudeas profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus exfieeraejorar la ensefianza
y elevar la cultura mateméatica de nuestro pais. Motivgdo®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio naise&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el (inico afan de incrementar sus capacidades parzoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppaitébn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana aterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matematica nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucién que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los ceseos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidediesio el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
solida formacion mateméatica y muchos de los cuales hama®ecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio
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252 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemateaesarrolla el etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgazs nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la25* Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé992. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efrngri semestre del ciclo escolar
2011-2012Yy, para dl° de julio de2012, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

htt p: //ww. onm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssildirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 126* Olimpiada Mexicana de Matemaéticas se realizara del
13 al 19 de noviembre de 2011 en San Luis Potosi, San LuisP#éttos primeros lu-
gares de este certamen se les invitara a la etapa de enteet@gnseleccion de las de-
legaciones que representaran a México en las distinfag{dldas Internacionales del
afo 2012: la XXIV Olimpiada Matematica de la Cuenca delifRax; que se llevara a
cabo en el mes de marzo; la XIV Olimpiada Mateméatica de @antéricay el Caribe,
que se celebrara en el mes de junioj$& Olimpiada Internacional de Matematicas,
gue se llevara a cabo en julio en Argentina, y la XXVII Oliaga Iberoamericana de
Matematicas que se realizara en el mes de septiembre ameBol
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Un Lema de Perpendicularidad

Por Jos Antonio Gobmez Ortega

Nivel Intermedio

En el estudio de la geometria del triangulo las alturasetieun papel importante. La
forma comin de definir la altura por el vértigede un trianguloABC, es como la
recta porA que es perpendicular al lado opue#t@’. A tal recta la llamaremos la
altura geongétrica. Sin embargo, existe una caracterizacion de la altura doiger
geométrico. Precisemos esto. Primero notemos qiiees el pie de la perpendicular
de A sobreBC, se tiene por el teorema de Pitagoras que,

AB?* — AC?* = (AD? + BD?) — (AD? + DC?) = BD* — DC?.
A

B D e
Ahora, siP es un punto sobre la altura geométrica, el pie de la perpeladide P
sobreBC es desde luegDd, y de manera analoga se tiene también que,

PB? — PC? = BD? — DC?.

Por lo que,PB? — PC? = AB? — AC?, es decir un punto sobre la altura geométrica
desdeA sobreBC, se encuentra en el conjunto,

{P talquePB? — PC? = AB? — AC?},
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gue llamaremos laltura algebraica

Reciprocamente, un punto de este lugar geométricodebktar sobre la altura geométri-
ca. En efecto, sP esta sobre la altura algebraica, es decir, si cumpléfere— PC? =
AB? — AC? y si E es el pie de la perpendicular d&sobreBC, se tendra que®
esta sobre la altura geométricalsi= D. Veamos que esto Ultimo sucede.

Por el Teorema de Pitagor&B? — PC? = BE? — EC?. Pero comaPB? — PC? =
BD? — DC?, tenemos que (usando segmentos dirigidos),

BE? - EC? = BD?-DC?
(BE+ EC)(BE —EC) = (BD+ DC)(BD — DC)
BE—-EC = BD-DC
BD +DE - FEC = BD - (DE+ EQ)
DE = -DE.

De dondeD = FE. Todo lo anterior permite afirmar el siguiente,

Lema de perpendicularidad. Los segmentoBC'y AD son perpendiculares si ko
si,
DB? - DC? = AB* — AC*.

Notemos que cuando decimos que los segmeitdsy AD son perpendiculares, hay
la posibilidad de que estos no se corten, nos referiremas eado a las rectas que tales
segmentos determinan. Veamos ahora varios ejemplos ddkeusste singular Lema.

Ejemplos

Ejemplo 1 (Lista corta de la OMCC, 2009).SeaABC' un triangulo rectangulo con
angulo recto erB. SeaD un punto tal queBD es perpendicular dC'y DC = AC.
EncuentragZ.

B a C

ComoBD es perpendicular 4C, se tiene por el lema de perpendicularidad glie;
b? = 2 —a?, porloqued? = 2 +b%—a?. Y por el teorema de Pitagorés = a2 +c2.
Luegod? = 2c? y entonces;2 = 4 = /2.

c
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Ejemplo 2 (Examen regional de la zona centro de la OMM, 2008/(Rusia, 1995).
En el cuadrilaterdd BCD, se tiene quedB = ADy /B = /D = 90°. Los pun-
tos P y Q se encuentran sobiBC' y CD, respectivamente, de manera qd€ es
perpendicular @ P. Muestra qued P es perpendicular 8Q).

Solucion. Seana = AB = AD, z = AQ,y = QP, z = BP. Por el lema de
perpendicularidad bastara ver qué:— y? = a? — 22.
Seanu = DQ y v = AP, entonces tenemos que:

2?2y =a?tu?— 2 =a+a® —v?=a®— 22
B
a
z
A
q
= p

X

a
y

D u Q C

La primera igualdad es por el teorema de Pitagoras enaeigmio A D(Q), la segunda
por el lema de perpendicularidad con las perpendiculaé@y D Py la Gltima por el
teorema de Pitagoras en el triangul® P.

Ejemplo 3 (OMM 2009/5).SeaA BC' un triangulo, y sed/ un punto enBC. SeaP la
interseccion de las perpendiculare4 B por M y a BC por B, y sea( la interseccion
de las perpendiculares4C por M y a BC por C. Muestra queP(Q es perpendicular
aAM siy solo siM es el punto medio dB8C.

Solucion. Por el Lema de perpendicularidaé() es perpendicular d M siy solo si
PA%2 — PM? = QA? — QM?2.

A
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Por el lema de perpendicularidad,

AB 1 PM <= PA?>-PB?>= MA?>—- MB?
AC L QM <+ QA?>—-QC*=MA?> - MC>.

Por el teorema de Pitagoras en los triangud3M y QCM se tiene quePM? =
PB? + BM?y QM? = QC? + MC?, respectivamente.

Luego,
PA?— PM? = PA?—(PB*+ BM?) = (PA? - PB?) — BM?
(MA? — MB?*) — BM? = MA* - 2BM?,
y
QA* —QM?* = QA*—(QC*+ MC? = (QA* — QC?) — MC*?
= (MA?> - MC?) - MC? = MA? —2MC?.
Por tanto,

PA? — PM? =QA? - QM? < MA?—-2BM? = MA?—-2MC?
<~ BM =MC
<= M esel punto medio d&C.

Ejemplo 4 (OIM 1996/6). Se tienem puntos distintos4,,..., A, en el planoy a
cada punto4; se ha asignado un nimero realdistinto de cero, de manera que

A;A? = )\ + \;, paratodos los, j coni # j.

Demuestre que < 4.

Solucibn. Supongamos que > 4 (si no, la afirmacion es evidente) y consideremos
cuatro de tales punto$;, A;, Ay, A;. Por hipbtesis tenemos

AAT + AT = N+ 25) + e+ M) = i+ k) + (A + X)) = AiAL + Aj A7
luego,
A A2 — A AR = AGAD — ALAY.

Por el lema, las rectad; A; y A; A; son perpendiculares. Por simetria, se tiene que
la recta que pasa por cualesquiera dos de los puhtos ., A,, es perpendicular a la
recta por cualesquiera otros dos.
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Consideremos ahora el triangui A, A3. Cualquier otro puntod; con: > 4 debe
estar sobre la perpendicularia A, trazada pods, esto es, sobre la altura correspon-
diente aA3 en este triangulo, y también sobre las otras dos alturaaldeangulo.

El Gnico punto que relne estos requisitos es el ortoceldrtrianguloA; A> As. En
consecuencia si > 4 debera suceder forzosamente- 4.

Ejemplo 5 (IMO, 1985/5).Una circunferencia con centr® pasa por los vérticed y
C del trianguloABC, y corta a los ladogi B y BC' en los puntod y N, respectiva-
mente. Sed/ el punto de interseccion de los circuncirculos de l@iilosABC' y
K BN (diferente deB). Muestra quezOM B = 90°.

Solucion. Usaremos varios hechos que la geometria del problemarsugigmero
necesitamos tener un buen dibujo, donde se resalten lasfgrencias del problema,
que son los circuncirculos de los trianguldBC, KAC 'y BN K. SeaQ el cento
radical de estas circunferencias, es decir, el punto doadeucren las recta® M,
KNy CAysear el radio de la circunferencia con centto

Q

Como los cuadrilaterod K NC'y BN K M son ciclicos se tiene quéK M Q) es tam-
bién un cuadrilatero ciclico (se sigue de que los argls AQ, ZKMBYy ZKNC,

son iguales).

La potencia d&) al circuncirculo(O,r) de AKNC es,Q0? —r? = QK - QN =

QM -QBy lapotenciadeB a(O,r) es,BO?* —r? = BK - BA = BM - BQ, por lo
que,
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QO0?> —BO? = QM-QB - BM -BQ
= QM- (QM + MB)— BM - (BM + MQ)
= QM?+QM-MB—BM -MQ — BM?
QM?* — BM?>.

Por el lema, lo anterior basta para garantizar@ué es perpendicular BQ).

Ejercicios
1. Dos circunferencias, una con cenffg otra con centr@, se intersectan en los

puntosA y B. Muestra qued B es perpendicular £Q. (Sugerencia: Expresa
AP? — AQ? en términos de los radios de las circunferencias.)

2. Demuestra que las alturas de un triangulo concurregef®@acia: Considerdl
la interseccion de las alturas pdry B. Demuestra quéf esta en la altura
algebraica po€'.)

3. SeanABC un triangulo,AD, BE, C'F sus alturas Y su ortocentro. SN es el
punto medio deAH y M el punto medio deBC. Muestra quel/ N es perpen-
dicular aFE'F'. (SugerenciaAFHE y BCEF son cuadrilateros ciclicos y los
centros de las circunferencias donde se encuentran tadésiléteros sornvV y
M)

4. SeaABC un triangulo isosceled, el punto medio de la basBC y N sobre
AC de manera qué N es perpendicular 4C. Si M es el punto medio déN,
muestra qued M es perpendicular 8N. (Sugerencia: Considera el puntd
sobre larectd N de maneraqu&’’L = LN, el triangulo rectangul® N’ M es
clave para encontrds//2.)

5. (Bielorrusia, 2000) Sed BC'D un cuadrilatero convexo caiB = BD = AC.
SeaP el punto de interseccion de las diagonatgs y BD, y seanO e I el
circuncentro e incentro dé BP. Muestra qué) es perpendicular & D. (Su-
gerencia: Seaft, F', G los puntos de contacto del incirculo de&B P con BP,
PA, AB, respectivamente. Seddy r el circunradio e inradio del BP. Nota
queAF = AD = DE,GB = BE = CFy FP = PE. Para calculac'I?,
DI? usa Pitagoras y para calculd? y DO? usa la potencia al circuncirculo
(O,R) de ABP.)

6. (Estados Unidos, 1997) Se&BC' un triangulo. Sobre los lados se construyen
exteriormente triangulos equilaterds” D, CAE, ABF'. Muestra que las rec-
tas perpendiculares@F, F'D, DE que pasan pad, B, C, respectivamente son
concurrentes. (Sugerencia: Seal punto coman de la perpendiculaFeD por
B con la perpendicular ® E por C. Ahora muestra qud P L EF'.)

7. (Hong Kong, 2001) Sead BC' un triangulo,AD, BE, CF sus alturasQ su
circuncentro yH su ortocentro. Si las rectdsD y AB se cortan en/ y las
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rectasF'D y AC se cortan enV, muestra queé)H y M N son perpendicula-
res. (Sugerencia: Primero demuestra gueé L DN y OC L DM. Después usa
también que€H LM A, BHINAy DA1BC.)

Bibliografia

1. Bulajich, R., Gbmez, J.AGeometia. Cuadernos de Olimpiadas de Mateméti-
cas. SMM-Imate de la UNAM, 2002.

2. Gbmez Ortega, J.AAlgunas maneras de usar la potencRevista Tzaloa de la
OMM, No. 4, 2009.
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Problemas de Pactica

A continuacién te presentamos I28 problemas de nivel intermedio y avanzado que
seleccionamos para que pongas a prueba tus conocimiergbgigades. Aunque en la
siguiente seccidon encontraras las soluciones de todds,recomendamos consultarla
sino hasta después de que le hayas dedicado bastante #eoguta problema. Ten
en cuenta que al consultar la solucion de un problema siartazho un verdadero
esfuerzo para resolverlo, desperdicias la oportunidadaternentar tu capacidad para
enfrentar situaciones dificiles.

Por Gltimo, te invitamos a contribuir para que esta setcié la revista se siga en-
riqueciendo con la participacion de todos. Estamos seggoe concoces Yy tienes
problemas interesantes que proponer, por eso ponemos spsition la direccion
revi staomm@nai | . com donde con gusto recibiremos tus sugerencias.

Problema 1.Determinatodos los enteros positivos- 2011 tales que paratodo entero
kconl <k <n — 2011, los nlmeros: + ky 2011 + k son primos relativos.

Problema 2. Encuentra todos los numeros de tres digitos que se inatamen un
75 % cuando sus digitos se invierten.

Problema 3. Encuentra todas las soluciones en numeros realgs =z del siguiente
sistema de ecuaciones:

VitVy+vz o= 3,
T +ySy+z2v/z = 3,
x2\/5+y2\/§+z2\/2 3

Problema 4.SeaABC un triangulo. Sed el punto que se obtiene al prolonga¢’
de manera qu&D = BAy B estaentr&' y D. Si M es el punto medio ddC'y la
bisectriz del angul ABC intersecta & M en P, prueba que BAP = ZACB.
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Problema 5.SeanA y B enteros positivos de tres digitos Ayx B el entero de seis
digitos que se obtiene al colocarlos lado a lado. Encutrds los enterod y B tales

que los niumerod, B, B— A, Ax By ALBB sean todos cuadrados perfectos.

Problema 6.Seanp, ¢ y r tres nmeros reales distintos de cero tales-queq y 3r
son las soluciones de la ecuaciéh+ p2? + gz + r = 0. Determina los valores dg

qyr.

Problema 7.SeaABC un triangulo,D, E'y F puntos sobre el ladB A tales queC' D
es alturaCFE es bisectriz del anguldCD y C'F es bisectriz del angul®C B. De-
muestra que, si el incentro del triangWl@C coincide con el circuncentro del triangu-
lo ECF, entonces’ BCA = 90°.

Problema 8.Sean > 1 un entero. Se han pegadocuadrados d& x 2 como se
muestra en la figura para= 5.

= Determina la maxima cantidad de monedas que puedes pomeodi que no
haya dos monedas ni en la misma casilla, ni en casillas qupartam un lado o
un vértice.

= Para esta maxima cantidad de monedas, determina de stamteas se pueden
poner las monedas.

Problema 9.Sean, b, ¢, d nUmeros reales positivos tales gifet b2 + ¢ + d? = 4.
Demuestraque® +b® +c® +d®> > a+ b+ c+d.

Problema 10.Demuestra que no existen enteros positivgsb tales quez? + 2b% y
b2 + 242 sean cuadrados perfectos.

Problema 11.SeanABC un triangulo yD, E y F los puntos de tangencia de su
incirculo con los lado®C, CAy AB, respectivamente. Sedhy @ las intersecciones
deDE'y DF con la bisectriz interna delABC'y con la bisectriz interna del AC B
respectivamente. Demuestra quieF, Q y P estan en una misma circunferenciay que
PQ = AF.
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Problema 12.Determina el menor valor posible de la suma,
(21— 22)% + (T2 — 23)% 4+ + (Tne1 — 20)? + (20 — 31)%,
Sixy, o, ..., T, SON NUMeros enteros distintosy> 2.
Problema 13.Seant, y, a nUmeros reales tales que:
r+y=2"+y=2"+¢y° =a

Determina todos los valores posiblesde

Problema 14.Un cubo contiene? cubitos unitarios. Una recta que pasa por el centro
de n cubitos unitarios es llamada interesante. Determina stexi > 1, tal que el
numero de rectas interesantes es una potenda de

Problema 15.Determinatodos los enteros positivopara los cuales entre los nUmeros
n,n+1,n+2,...,n?% existen cuatro nUmeros distintesh, c y d tales quezb = cd.

Problema 16.Desde un punt® parten cuatro rayo@ A, OC, OBy OD en ese orden

y tales queZAOB = ZCOD. Ademas supongamos gue una circunferencia tangente
a los rayosAO y OB intersecta a una circunferencia tangente a los r&y\@sy OD

en los puntog’ y F'. Demuestra qu&€ AOE = ZDOF..

Problema 17.Sean un entero positivo tal qug¢/l + 12n2 es un entero. Demuestra

que,
2+ 24v/1+ 12n2

es el cuadrado de un entero.

Problema 18.Encuentra todas las ternas de nimeros realgs z) tales que,

(1= ") (1= 2%) 4 y(1 = 221 —a®) + 2(1 — 2®)(1 — ) = dayz = 4(x +y + 2).

Problema 19.Demuestra que sin importar el valor deel polinomio,
1
3 — 222 4+ ax — =
3
no puede tener todas sus raices reales positivas.
Problema 20.En un pizarrbn hay nUmeros que sabemos corresponden, no necesa-

riamente en orden, a los valoresmet n, m —n, mny 7, dondem y n son enteros
positivos. Demuestra que y n estan determinados de manera Unica.
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Soluciones a los Problemas de
Practica

A continuacion encontraras las soluciones de2logroblemas de préactica de la sec-
cion anterior. Como siempre, las soluciones que prese#am son necesariamente
las Gnicas y probablemente tampoco son las mejores, pardag muy posible que
tl hayas encontrado una solucion distinta pero igualenealida. Si este es el caso y
no estas muy seguro de su validez o simplemente la quienggastir con nosotros te
invitamos para que nos escribasevi st aom@nai | . com

Solucion del problema 1.Seam = n—2011, entonces para todos los enteros positivos
k,conl < k < m, tenemos que011+ k y n+ k tienen maximo comun divisor igual a
1. Pero entonces, el maximo coman divisor6é1+ky n+k— (2011+k) = m esl.
Luego,m es primo relativo con los: enteros consecutiv@912, 2013, ...,2011 +m.
Pero entren enteros consecutivos, siempre hay uno que es divisibleenio cual es
una contradiccion sin > 1. Sim = 1, entonces = 2011 + 1 = 2012 y este nimero
satisface las condiciones del problema. Por lo tanto, iealsolucion es = 2012.

Solucion del problema 2.Seaabc un numero de tres digitos que cumple la propiedad,
donded < a <10y 0 < b, ¢ < 10. Entonces,

E(lOOaJr 10b4+¢) = 100c+ 100+ a
700a + 700+ T7c¢ = 400c + 40b + 4a
696a 4+ 300 —393¢ = 0
232 +10b = 13lec.

Luego, tenemos que= 2a (mod10), es decirc = 2a + 10k para algln enterb. De
aqui,

232a+ 100 = 262a+ 1310k,
b = 3a+ 131k.
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Comoa y b son enteros tales qlle< a < 10y 0 < b < 10, debemos tener que= 0.
Luego,b = 3a y ¢ = 2a. Por lo tanto, todos los nimeraée, conc = 2a'y b = 3a se
incrementan urr5 % cuando sus digitos se invierten y estos 982; 264 y 396.

Solucion del problema 3.Sumando la primera ecuacion a la tercera y restando dos
veces la segunda, obtenemos,

(@ +1-22)Vo+ (P +1-2y)\y+ (2 +1-22)v/z = 3+3-2(3)
(@-1DVoe+ -1+ -1z = 0.
Cada uno de los tres sumandos es no negativo, luego cada ignales cero, es decir,
(x -1z =(y—1)*/y = (= — 1)*\/z = 0. Entoncesg, y y z valen0 o 1. Como

vz + /y + /z = 3, debemos tener que= y = z = 1. Finalmente es facil ver que
estaterndl, 1, 1) satisface las ecuaciones del sistema, por lo que es la $oliocion.

Solucion del problema 4.SeaP X la paralela aAC de manera qu& esté enBC'y
denotemos poY” al punto de interseccion deX con AD.

X

D

Tenemos quéeP es punto medio d&'Y porqueM es punto medio delC'. Como,
2/DAB = /DAB+/BDA = /ZABC = 2/PBA, entoncedB es paralelaaD,
luegoB es punto medio d® X . Por lo tantoBX = BD = AB. COmoAB = XBYy
/ABP = /X BP, entonces los trianguldB P X y BP A son congruentes. Entonces,
/BAP = /BXP = /BCA.

Solucion del problema 5.SeanAd = 22, B — A = y? y B = 22 para ciertos enteros
positivosz, y, Y z. Es claro quez;2 y? = 22. AdemasA x B = 10004 + B de modo
queA:B — 1000445 _ 1000z74:" ComoA*B es un entero (pues es un cuadrado) se
sigue quez? debe dividir alOOOx + 22 y por lo tantoz? divide a1000z2. Seag el

maximo comUn divisor de, y y z. Entoncesg = qx1, y = qy1 Y 2 = qz1 conxy,
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y1Y z1 enteros positivos primos relativos, luegh+ y3 = 2% y 2% divide a100023.
Comoz? +y? = 22y x1, 91, 21 SON primos relativos, se sigue quey z; también son
primos relativos asi come, y y;, de modo que? divide a1000. Luego, los posibles
valores dez; sonl, 2,5 0 10.

1. Siz; = 1, tenemos que? + y = 1 lo cual no puede ser porqug Yy y; Son
enteros positivos.

2. Siz; = 2, tenemos que? + y? = 4 lo que tampoco puede ser ya que no es
posible escribir @ como suma de dos cuadrados.

3. Siz; = 5, entonces? + y? = 25de donder; = 3y y; = 4 0 bienz; =4y
2°2, 2 2 2, .2
y1 = 3. En el primer caso, tenemos qédgl = 100 rite s 1000042
361 =192y,

3.2 3
a7z 21

A% B = 10004 + B = 9000¢* + 25¢* = 9025¢* = (95¢)*.

Observemos que para cualquigrd y B satisfacen todas las condiciones del
problema, sin embargo para qdey B sean nimeros de tres digitqsjebe ser
4,5 0 6. Luego, los posibles valores patd, B) son: (144, 400), (225, 625) y
(324,900). En el segundo caso tenemos & = 641 que no es un cuadrado.

4. Siz; = 10, entoncest? + y7 = 100. De aqui es claro qué < z; < 10.
Checando todas las posibilidades encontramos quersto6, y; = 80z =
8y y1 = 6 satisfacen la ecuacion. Comq y y; deben ser primos relativos,
concluimos que no hay soluciones en este caso.

Por lo tanto, las parejas de entefdls B) que satisfacen las condiciones del problema
son(144, 400), (225, 625) y (324, 900).

Solucibn del problema 6.Como—p, 2¢q y 3r son las soluciones de la ecuacigh-+
px? + qx +r = 0, tenemos que,

2 rpttgrt+r = (z+p)(x—2q)(x—3r)
= 2% +2%(p — 3r — 2q) + z(6qr — 3pr — 2qp) + Gqpr.

Luego,p = p — 3r — 2q, ¢ = 6qr — 3pr — 2qp y r = 6pqr. Considerando las primeras
dos ecuaciones tenemos q2e;t+ 3r = 0y ¢ = (—p)(2g+ 3r) + 6gr, luego,q = 6qr-.
Perog # 0, entonces = % y por lo tanto,q = *i- Ahora bien com®pgr = r,

1 1

tenemos que = —%. Por lo tanto, la Gnica solucion es= —%, q=—3Yr=g5-

Solucion del problema 7.Seal el incentro del trianguldd BC' (que a su vez es cir-
cuncentro del triangul@'EF’), seanGG y H los pies de las perpendiculares degde
AC'y AB, respectivamente y sea= 1 /BC A.
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C
G
o
A FE D H F B

Como 1 es la bisectriz del angulgd BC A, ZICG = ~. AdemasCE y CF son
bisectrices de los angulesSDC Ay ZBC D, respectivamente, tenemos que

LFCE = /ZFCD + ZDCE = %ABCD + %ADCA = %ABC’A =.

Luego, comd es el circuncentro del trianguWoE F, /FIE = 2/FCE = 2~y como
los triangulosF' T H y ETH son congruentes tenemos i€ /H = Z/HIE = ~.
Consideremos los triangulos rectangulé$E y GIC. Tenemos quéC = IE, por
ser! el circuncentro del triangul®' EF' 'y GI = H1 por serl el incentro del triangulo
ABC. Por el teorema de Pitagoras tenemos@ié= EH y los triangulos son con-
gruentes, de dondéGIC = ZHIFE = ~. Entonces el triangul&IC tiene angulos
~v,7Y 90° de dondey = 45°y /BC A = 90°.

Solucion alternativa. Recordemos que en todo triangulo la bisectriz de un angulo
la mediatriz del lado opuesto concurren en el circuncircld! triangulo. De hecho
concurren en el punto medio del arco correspondiente aldpdesto, como muestra
la figura.

A

Tenemos qué€'l = [ FE, por lo quel esta en la mediatriz del segmeidi@ y ademas
Al es bisectriz del angul@’ AFE, por lo tantol esta en el circuncentro del triangulo
CAE, es decir, el cuadrilate@@AET es ciclico, luego

LICE = LIAFE = %ACAB.
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Analogamente/! F'CT = %AABC’. Sumando estas relaciones obtenemos que

%(40/13 + ZABC) /ICE + /FCI = /FCE

= ZDCE+ /ZFCD = %ADCA + %ZBC’D
= %ABCA.

Por lo tanto/CAB + ZABC = /BCAy /BCA = 90°.

Solucion del problema 8.Para encontrar el maximo, veamos que si hay dos monedas
en un mismo cuadrado @ 2, entonces estas monedas estan en casillas que comparten
un lado o un vértice. Asi, no puede haber mas deonedas. Por otro lado, siempre es
posible acomodat monedas, veamos de cuantas formas.

Sin = 2 es facil ver que hay formas de poner las dos monedas con las condiciones
requeridas.

Si ponemos una moneda en alguna de las casillas sombreatia&ideral, dicha
moneda estara en dos cuadradog de2 y entonces no podremos ponemonedas.

El segundo cuadrado dex 2 necesita una moneda para que se alcanze el maximo, de
modo que se necesita una moneda en alguna de las casilladiamoom en la Figura

1. Esto determina totalmente la ubicacion de las monedassetableros dé€ x 2 de
enmedio, y elimina una posibilidad en los tableroQde?2 de las orillas.

B|B
A
A O O
O C
C
Figural Figura2

Digamos que en el segundo cuadrado elegimos la casillddnfequierda. Notamos
que tendremos dos opciones para la moneda del primer cuafkadeste caso las
casillas marcadas caB) y dos opciones para la moneda del Gltimo cuadrado (en este
caso las casillas marcadas co). Eso nos da un total d& x 2 = 4 formas. Por
simetria también habrbformas si en el segundo cuadrado elegimos la casilla superio
izquierda. Por lo tanto ha§ maneras de colocar las monedas st 3.

Solucion del problema 9.Por la desigualdad de las potencias (ver en el apéndice el
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teorema 7), tenemos que

v&+“+&+&>¢¥+w+g+ﬂf

1
4

4 )

de donde:* +b* +c* +d* > 4. Notemos quéa* —1)(a—1) > 0 (pues ambos factores
tienen el mismo signo), desarrollando obtenemosajue 1 > a* + a. Sumando esta
desigualdad con las tres analogas obtenemos que

P+ P+ 4>t A d ratbtetd>4ta+btetd,

dedonde® + ¥+ +d®> >a+b+c+d.

Solucion alternativa. Supongamos, sin pérdida de generalidadgue b > ¢ > d.
Como son positivos, tenemos qué > b3 > ¢ > d3 y quea® > b2 > ¢ > d2.
Usando la desigualdad de Tchebyshev (ver en el apéndieereihba 8) dos vecesy la
hipbtesis tenemos que,

a3-a2+b3-b2+03-02+d3-d2 - (a3+b3+63+d3)(a2+b2+02+d2)
4 - 4 4
ad+ b+ +d3
4
a’?-a+b*- b+ c+d%-d
4
(a2+b2+02+d2) (a+b+c+d)
4 4
a+b+c+d
—

Porlotantog® +0° +® +d® > a+ b+ ¢+ d.

Solucion del problema 10.Supongamos que existen enteros positivos con esas
condiciones, es decit? + 2b2 = 22 y b? + 2a? = y? para ciertos enterasey. Sim
es el maximo coman divisor dey b, tenemos que

(£ +2(2) = (&)
(2) +2(2) = ()"

Como< y £ también son enteros: y -2 también cumplen las condiciones, asi que
m m o mo
podemos suponer quey b son primos relativos.

Sumando las dos ecuaciones originales obtenemos que

3(a® 4+ b%) = 2% 4 92



Soluciones a los Problemas de Rctica 19

De donde3 divide az? + y2. Recordemos que 8ino divide a un entera, entonces
u? = 1 (mod 3). Por lo tanto3 divide az y ay, pues de otro mode? + y* = 1
02 (mod 3). Seanz = 3z1 y y = 3y1, para ciertos enteras, e y;. Sustituyendo
obtenemos que

3(a® +b%) = 9(aF +yi),

de donde3 divide aa? + b? y nuevamente concluimos qdedivide aa y ab, lo cual
contradice que sean primos relativos. Por lo tanto no exidithos enteros.

Solucion alternativa. Supongamos que existen entetog b con esas condiciones y
tomemos una pareja, b) con el minimo valor de+b (quizas haya méas de una pareja).
Recordemos que sies paru? = 0 (mod4) y que siu es imparu? = 1 (mod4). En
particular, siv = 2,3 (mod4), v no puede ser un cuadrado perfecto.

Supongamos quees impar, entoncex® + b = 2 + b* =203 (mod4) y 2a% + b2

no podria ser cuadrado perfecto. Por lo tan&s par. Analogamentees par, luego

(@2 () =2y (L) (g -2

2 2 2 2 . .,
Al ser a2 y b20” cyadrados perfectos, la paréjd, b') = (£, £) tambien cumple
la condicion ya’ + b’ < a + b, lo cual es una contradiccion.

Solucion del problema 11.Seamy = 1 ZCAB, 3 = ZABC'y 0 = $/BCA.

El cuadrilateraDCET es ciclico, por lo tante’ /DE = 6 y por la suma de angulos en
el trianguloP BD tenemos que

/ZDPB =180°—- ZPBD — ZBDP =180° — 5 — (90°+ 0) = 90° — 5 — 0 = .

De donde el cuadrilaterd I EP es ciclico y/IPA = ZIEA = 90°. Analogamente
el cuadrilateraAQF'I es ciclico yZAQI = 90°. EntoncesFE, F, Q y P estan en la
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circunferencia con diametrd/.

Por suma de angulos en el triangul®’] tenemos que’ FIA = 3+ 6. Como/PIC

es un angulo externo del triangul®C se tiene que/PIC = 5+ 0 y comoAQIP

es ciclico concluimos quePAQ = 5+ 60 = ZFIA. Porlo tanto, en la circunferencia
de diametroAl, las cuerdas’Q y AF corresponden al mismo angulo, por lo que
PQ = AF, como queriamos demostrar.

Solucion del problema 12.Mostraremos por induccion que,
(x1—22)® + (w2 — 23)° + -+ + (Tne1 — ) + (20 — 21)* > 40 — 6,
sixy, x9, ..., T, SON NUMeros enteros distintos. La base de inducciorvee tri
(1 — 22)° + (22 — 1) > 2,

ya quex; Y x2 son enteros distintos.
Supongamos que el resultado es cierto paes decir,

(x1 — x2)2 + (2 — x3)2 +o (g1 — xn)2 + (xn — x1)2 > 4n — 6.

Seanxy, 2, ..., Tn, Tr+1 NUMeros enteros distintos. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer qus, . ; es el maximo de todos los nimeros. Entonces se tiene que

(20 — Tpg1)? + (@ng1 — 21)% = (20 — 21)% = 2(Tps1 — Tn) (Tpy1 — 1) > 4.

Sumando las dos Ultimas desigualdades y usando la hipagrduccion obtenemos
el resultado.

Ahora, mostremos un ejemplo donde se alcanza el minimo.

Paran = 2k — 1 hagamos; =2j —2sij <kyxz; =—-2j+4k—1sij > k+1.
Paran = 2k hagamog; =2j —2sij <kyz; =—-2j+4k+1sij>k+1.

Por lo tanto, el valor minimo buscado4s — 6.

Solucion del problema 13.Los valores posibles deson0, 1, —1,2y —2.
Observemos que = 0 cuanday = —z; a = 1 cuandar = 0y y = 1; a = —1 cuando
r=0yy=—-1;a=2cuandax =y =1;ya = —-2cuandaxr =y = —1.
Demostraremos que estos son todos los valores posibleSdpongamos que+ty =
23 + 2 = 2% + y° = a # 0 para algunos nimeros realeg y. Demostraremos que
debe serigual &4, —1,2 0 —2.

Haciendop = xy, tenemos que = 2° + 4® = (z + y)® — 3ay(x + y) = a® — 3ap,
de donde:? = 1 + 3p. También tenemos que,

a=1"+y° = (x+y)° - 5ay(z’ +y°) — 10(zy)*(x + y) = a” — 5pa — 10p’a,

de dondex* = 1 + 10p? + 5p. Luego,1 + 10p% + 5p = (1 + 3p)?2, que después de
resolver obtenemos las soluciones 0 o p = 1.

Sip = 0, de la ecuacion?® = 1+ 3p se sigue que = 1 0a = —1. Sip = 1, entonces
de la misma ecuacion obtenemos gue 2 0a = —2.
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Solucion del problema 14.Para un cubo de lade, el nUmero total de rectas intere-
santes e8n? + 6n +4, lo cual se puede calcular usando la siguiente observaCiia
recta interesante tiene una de las siguientes tres direetiparalela a una arista del
cubo, paralela a alguna diagonal de una cara o paralela maattimgonal principal del
cubo.

Ahora mostraremos que la ecuacibt? +6n +4 = 2* no tiene soluciones enteras con
n > 1. Seam = n + 1, entonces la ecuacion se puede escribir c8mé + 1 = 2*.
Consideremos esta ecuacion modglldarak > 3 el lado derecho de la ecuacion es
divisible entres, pero el lado izquierdo sb6lo puede dar los residyds 5. Por lo tanto,
sblo debemos considerar los cagos- 1y £ = 2. Es decir, debemos ver si las dos
ecuacione8m? +1 = 2y 3m? + 1 = 4 tienen soluciones. En la primera tenemos que
3m? = 1, la cual no tiene solucion en los enteros. La segunda emuasBm? = 3
om? =1, de donden = 1y n = 0, lo cual no es posible. Por lo tanto, no existe tal
n > 1.

Solucion del problema 15.Si 6n < n? o lo que es lo misma > 6, hacienda: = n,
¢ =2n,d = 3n, b= 6n, tenemos queb = 6n° = cd, de donde cada > 6 satisface
la condicion.

Sin = 5, consideremos los nimer6s6, 7, . . ., 25. Haciendoo = 6, b = 20, ¢ = 8,
d = 15 se tiene el resultado.
Sin = 4, consideremos los nimerdss, 6, . .., 16. Haciendoo = 4, b = 15, ¢ = 6,

d = 10 se tiene el resultado.

Sin = 3, haciendar = 3, b = 8, ¢ = 4, d = 6 se tiene el resultado.
Sin=102,enlalistan, n + 1, ..., n? se tienen a lo mas tres nimeros, luego no es
posible encontrar tres nimeros distintos.

Por lo tanto, todos los enteros mayores o iguales3gagisfacen el problema.

Solucion del problema 16.SeanP y @ los centros de las circunferencias inscritas a
los angulos AOB'y ZCOD respectivamente. Sedty L los puntos de tangencia de
estas circunferencias con los rayed y O D respectivamente.

O K A

Entonces tenemos quéPOK = $/AOB = 1/COD = ZQOLY ZPKO =
90° = ZQLO, de donde se sigue que los trianguld®@ K y QOL son semejantes
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(criterio AAA). Es asi queg—g = 4F = 5% = 4 Y entonces la circunferencia
circunscrita del triangul® E'F puege ser descrita como el lugar geométrico formado
por todos los punto3/ tales que;; = 47 (ver en el apéndice la definicion 22).
Ahora, notemos que la recfa() intersecta a esta circunferencia en el punto médio
del arcoE FF y entonces’ IOF = /IOF. Mas aln, dado q f = P—g, tenemos que
/POI = ZQOI. Por lo tanto/AOF = ZAOP + /POI — ZIOFE = /DOQ +

Q01 — LIOF = ZDOF.

Solucion del problema 17 Seaa un entero positivo tal que+12n? = 2. Despejamos
y factorizamos para escribir la ecuacion anterior de laisige forma,

12n2=a®> -1=(a+1)(a—1).

Dado que el lado izquierdo de esta ecuacion es par, el lagotetambién lo es 'y por
lo tantoa debe ser un nUmero impar. Notese que la factorizaciorriemop del lado
izquierdo de la ecuacion tiene un nimero par de fact®resgue, tantaz + 1 como

a — 1, tienen ambos un namero impar de factdrggues alguno de los dos debe tener
exactamente un solo factdrAdemas(a + 1,a — 1) = 2, de donde se sigue que para
cualquier factor primo impays del lado izquierdop sélo divide a uno de los das+ 1

0a — 1. Entonces, sp > 5, el lado derecho tiene un nimero par de factgrgssi

p = 3, el lado derecho tiene un nUmero impar de factgreSs asi que tenemos dos
posibilidadesa + 1 = 6b% y a — 1 = 2¢? para ciertos enterdsy c, tales quéc = n;
obien,a +1 =2b?ya — 1 = 6¢2, para ciertos enterdsy c, tales quéc = n.
Consideremos el primer caso. Come- 1 = 6b2, tenemos que + 1 = 0 (mod3), de
donde se seguiriaque-1 = 1 (mod3)y quec? = 2 (mod3), lo cual es contradictorio.
De lo anterior deducimos que soblo es posible tener el segceasb y por lo tanto,

2+ 2v/1+12n2 =2+ 2a = 2(1 +a) = 4b> = (2b)?,

gue es justo lo que queriamos demostrar.

Solucion del problema 18.Seana = z +y + 2z = zyz Yy b = xy + yz + 2z.
Desarrollando el lado izquierdo de la primera ecuacibarers que,

xr — zy2 —z2+ xy222 +y— y22 — y:r2 + yzQxQ +z—zz? — zy2 + zx2y2.
Reordenando los términos obtenemos,
(x+y+2) — (29® + 2y + 2y2) — (y2° + 22° + 2yz) — (y2° + 222 + 2y2) +
+ 3zyz + zyz(yz + zx + xy).
Lo cual puede escribirse como,
4a —axb—yb—2b+ab=4a — (x +y + 2)b+ ab = 4a.

Por lo que concluimos que la primera ecuacion es inneegsada vez que es conse-
cuencia de la segunda. Ahora, suponiendoxgues 1, de la segunda ecuacion pode-
mos despejat obteniendo: = % Entonces las ternas buscadas son de la forma
(x,y, jytyl ), dondex y y pueden ser cualesquiera nUmeros reales talesgel.
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Solucibn del problema 19.Supongamos que para algin valoradel polinomio tiene
tres raices reales positivass y ¢. Dado que,

(x—7)(x —s8)(x—t) =2 — (r+s+t)a* + (rt + st +rs)x — rst,

tenemosque + s+t =2y rst = % Ahora, considerando que la media geométrica
de tres nUmeros positivos nunca supera a su media agan@er en el apéndice el
teorema 6), podemos ver que,

1 3 r+s+t 2

— = Vrst < ———— ==,

V3 - 3 3

lo cual es equivalente &3 > 3. Elevando al cubo esta (ltima desigualdad se obtiene
que3 > %,7 lo cual es una contradiccion y por lo tanto, sin importarabr dea, el

polinomio no puede tener tres raices reales positivas.

Solucion del problema 20.Tengamos en cuenta q( + n) + (m — n) = 2m, que
(mn) (%) = m? y que sblom — n puede ser no positivo. Consideremos tres casos:

= Caso 1.Los cuatro nUmeros son positivos.
Usemosa, b, c y d para denotar an + n, m — n, mn y =+ en algun orden.
Escogemos una parejay verificamos si el cuadrado de su swuates veces el
producto de los otros dos nimeros. La pareja puede seridaabgseis formas
distintas y hay tres subcasos.

e Subcaso 1AL a verificacion se satisface pRiparejas disjuntas.
Supongamos qu@: + b)? = 4cd y (c + d)? = 4ab. Sumando estas ecua-
ciones podemos deducir que — b)? + (¢ — d)? = 0, porlo quea = by
¢ = d. Sustituyendo de regreso én+b)? = 4cd, obtenemos que = =+c.
Dado que los cuatro nlmeros son positivos, necesariarneertidamos que
a =b=c=d,locual es absurdo pues + n # m — n.

e Subcaso 1BLa verificacion se satisface p@rparejas con un nimero en
coman.

Suponemos quéa + b)? = 4cd y (a + ¢)*> = 4bd, dondeb # c. En
este caso tenemos qbi@ + b)? = 4bed = c(a + ¢)?, 0 equivalentemente,
(b—c)(a®+2a(b+c)+(b>+bc+c?)) = 0. Nuevamente hemos llegado a una
contradiccion pues—c # 0 mientras que?+2a(b+c)+(b*+bc+c?) > 0.

e Subcaso 1CLa verificacion se satisface solo por una pareja.
Supongamos qug: + b)? = 4cd. En este caso sabemos que el mayor de
ay b corresponde & + n, mientras que el menor tiene que ser n. A
partir de eston y n quedan determinados de manera Gnica.

= Caso 2.Alguno de los nUmeros es menor o igual que
Sabemos entonces cuanto vale- n, pues es el nico nlmero que no necesa-
riamente es positivo. Para que — n < 0 debe tenerse que > m, de donde
™ < 1. Como necesariamente se tiene gue- n y mn SOn mayores o iguales
qguel, ya sabemos quién esn. A partir dem — n y mn es facil despejamn y n
de manera Unica.
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La comunidad de Tzaloa se distingue por la pasion de pogeraulos retos y por su
gran amor a la reina de las ciencias: Matendtica. Por eso, siempre nos sentiremos
orgullosos de publicar tu trabajo y siempre reconocererhgsam talento de todos
nuestros lectores.

A continuacion presentamos el reto de fgsroblemas propuestos para este trimestre.
Recuerda que a partir de este momento puedes enviarnogliaps y que tienes hasta
antes de la publicacion de Tzal8aafho 2012, para hacernos llegar las soluciones
creativas y elegantes que solo ti puedes construir.

Como siempre nuestro buzon electroni@vi st aomm@nai | . comesta a tu servi-
cio y ten la seguridad de que tan pronto recibamos tu corifhunos pondremos en
contacto contigo para poder publicar tu trabajo.

Problema 1. (Intermedio) A un tablero dél x 11 se le quita el cuadrito unitario de
1 x 1 del centro, ¢ cuantas fichas3le 4 se pueden colocar en el resto del tablero sin
salirse ni traslaparse?

Problema 2. (Intermedio) Demuestra que hay una infinidad de triangBitagoricos
(triangulos rectangulos con lados enteros) cuya hipsgres un entero de la forma
3333...3.

Problema 3.(Intermedio) Una empresa quiere vender baldosas decasatlisefiadas
en forma de cuadrado partido por las diagonales, como seraeeda figura:
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Si se dispone d&0 colores para pintar cada una de las secciones en que se ldivide
baldosa, determina cuantos disefios de baldosa difsreafgueden hacer si se permite
repetir colores dentro de una misma baldosa. (Dos disefiogrsideran iguales si se
puede pasar de uno a otro por medio de una rotacion de ladadldo

Problema 4. (Avanzado) Seal = {1,2,3,...,100}. Encuentra el menor entero po-
sitivo n tal que entre cualesquieraenteros del conjuntal, existen dos tales que su
producto es un cuadrado perfecto.

Problema 5.(Avanzado) Sea un numero real tal que todas las diferencias entt¢’,
a0 y ¢2°11 son nimeros enteros. Demuestra guambién es un namero entero.

Soluciones a los Problemas Propuestos.
Ao 2011 No. 1.

A continuacion te presentamos las soluciones de los praderopuestos en Tzaloa
1, afo 2011. En esta ocasion nos da mucho gusto felicitgiradacer a Marco Antonio
Flores Martinez, del estado de Jalisco, quien nos enw6llecion del problem4.

Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apare&s soluciones de los
problemas propuestos en Tzaloa 2, afio 2011, por lo queitbéatas a tiempo para
enviarnos la tuya y asi podamos publicarla dandote todoéelito y reconocimiento

plblico que sblo th mereces.

Problema 1. (Principiante) Determina el promedio de todos los enterdales que
0 < n < 10000y que no tienen el digitd.

Solucion. Llamemosentero buen@ un entero no negativo menor o igual gii®00

que no tiene el digitd. Ya quel0000 no es un entero bueno, todo entero bueno tiene a
lo mas4 digitos. Escribamos a un entero bueno en la forta, + 10%a3 + 10as + a;
dondeay, as, a3 y a4 son digitos del conjuntel = {0,2,3,4,5,6,7,8,9}. Ya que
paraa; cada uno de los valores dé puede ser elegido el mismo nUmero de veces,
el promedio para; sobre el conjunto de todos los enteros bueno};(GSJr 243+
445+6+7+84+9) = %. De manera anéaloga, el promediodgas, a4 sobre el
conjunto de todos los enteros bueno%égara cada uno. Por lo tanto, el promedio de

todos los enteros buenos &1 + 10 + 10% + 10%) = 45384,
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Problema 2. (Principiante) Sea un entero positivo de tres digitos distintos entre si 'y
distintos de cero. Seael maximo comin divisor de o6& nlmeros que se obtienen
permutando los digitos de Determina el mayor valor posible ge

Solucion. Primero demostraremos ggano puede ser mayor que para cualquier..
Denotemos poti, b y ¢ a los tres digitos de, donde supondremos que< b < c¢. Los
nimerosl00c+ 10b+a 'y 100c+ 10a + b son obtenidos ambos permutando los digitos
den. Luego,g es un divisor dg¢100c + 10b + a) — (100c + 10a + b) = 9(b — a). De
manera analoga, tenemos gues un divisor dé(c — b) y de9(c — a). Si hacemos
xr=b—a,y=c—>byz=c—a, entonces,y, z SON enteros positivos menores
o iguales ques, y satisfacen que + y = z. Si denotamos pay’ al maximo comin
divisor dez, y, z, entonceg es un divisor ddg’.

Sig¢’ > 5, entonces hay a lo mas un nimero menor o igualdydieisible entrey’, lo
que es una contradiccion pues- y = z. Luego,g’ < 4.

Sig’ = 4, entoncest y 8 son los (nicos son los (nicos enteros positivos menores
o0 iguales ques divisibles entret, y por lo tanto debemos tenér, y, z) = (4,4, 38).
Tenemos entonces que, b,c) = (1,5,9)y g = 3.

Sig’ = 3, entonces y 6 son los Unicos enteros positivos menores o igualessgue
divisibles entre3, luego debemos tenér, y, z) = (3, 3,6). Entoncega, b, ¢) debe ser
(1,4,7)0(2,5,8) 0(3,6,9), y el valor deg es3, 3, 9, respectivamente.

Sig’ < 2, entonces ya quedivide a9¢’ tenemos qug < 9¢’ < 18.

De todo lo anterior concluimos que< 18. Finalmente, sh = 468, entonceg = 18

y por lo tanto,18 es el maximo valor posible paga

Problema 3.(Intermedio) Determina el valor de la siguiente expresion

(' + 224+ 1)(4* + 42+ 1)(6* + 6%+ 1)--- (32 + 322 + 1)
(14412 4+1)(3*+32+1)(5* +52+1)--- (314 + 3124+ 1)

Solucion. En primer lugar observemos que cada término del produdie ésforma
k+D*+(k+1)2+1
E*+ k2 +1
Por otro lado, también tenemos que:

1= 200+ ) - = (P 1) -2 = (2 2+ )@+ 1)
paratodo numero real
Luego, cada término del producto se puede escribir como:
k+D*+(k+1)2+1  [(k+1)2—(k+1)+1(k+1)2+ (k+1)+1]
kY + k241 B (k2 —k+1)(k2+k+1)
Ahora, observemos qug + 1)2 — (k+1)+1 = K2+ k+1y k2 —k+1 =

(k —1)2 + (k — 1) + 1. Luego, cada término del producto se puede simplificar como
sigue:

k+1D)*+k+1)2+1  (k+1)2+(k+1)+1
E*+ k2 +1 (k—12+(k—-1)+1
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Por lo tanto, el producto pedido es igual a:

224241 424441 624+6+1 322432+1

. . =322 4+32+1=1057.
02404+1 224241 424+4+1 302+30+1 Hast

Problema 4.(Intermedio) En el lad@&C de un triangulod BC se ubica el punt® de
manera quedlC + CP = PB. SeaR el punto medio ded B. Si la medida del angulo
ZRPB es43°, encuentra la medida del angufciC B.

Solucion de Marco Antonio Flores Martinez (Jalisco).SeaKk” un punto sobre la recta
BC, conC entreBy K, tal queAC = CK.

B

ComoAC + CP = PB, tenemosPK = PC + CK = PC + AC = PB, porlo
que P es el punto medio dBK. ComoR es el punto medio dd B, por el teorema
de ThalesRP es paralela & K, por lo queZAKC = ZRPB = 43°. Luego, ya que
ACK es isbscelesy KAC = 43°. Finalmente, coma& AC'B es un angulo exterior
del trianguloAC K, tenemos/ AC' B = 43° + 43° = 86°.

Problema 5.(Intermedio) Jacobo piensa en un nimero cualquiera deigibssly Ana
tratara de averiguarlo. Jacobo do@ientecuando el nimero que dice Ana es correcto
o cuando uno de los digitos del nUmero es correcto y el dtierela lo mas en una
unidad con respecto al correcto. En cualquier otro casddedioafrio.

1. Demuestra que no existe una estrategia que garanticergupu®da adivinar el
namero en a lo mags intentos.

2. Encuentra una estrategia ganadora que permita a Anaadalinimero en a lo
mucho24 intentos.

3. ¢Existe alguna estrategia que permita a Ana adivinaurekend en a lo mag2
intentos?

Solucion. 1. Supongamos que Ana tiene una estrategia que le permitead| nUme-

ro de Jacobo en no mas tlgintentos. Si Ana dicab y Jacobo dice frio, entonces los
nimeros de dos digitagb — 1), a(b + 1), (a — 1)b, (a + 1)by ab no pueden ser el
namero de Jacobo. Sin importar la estrategia que siga Anzada intento solo puede
descartab nUmeros, por lo que el¥ intentos sblo puede descartdrx 5 = 85 nume-
ros. Es asi que existe una situacién en la que las prini@nespuestas de Jacobo son



Problemas Propuestos 29

frioy Ana todavia tien80 — 5 = 5 opciones posibles. En este caso, alin si la respuesta
de Jacobo en el inteni® es caliente, Ana no puede decidir cual de eSto8meros es

el correcto. Por lo tanto, no existe una estrategia que eeaque Ana pueda adivinar

el nimero en un maximo des intentos.

2y 3. A continuacibn presentamos una estrategia que, giariar la eleccion de Jaco-

bo, permite a Ana encontrar el nUmero en un maxim@Xatentos. Construyamos un
tablero d&9 x 10 en el que los renglones representan el primer digito delemay las
columnas representan al segundo. Cubrimos el tabler@Zzdiguras que orientaran

las jugadas de Ana. Las figuras son, como se muestra &bajaces9 1''s, 2 lineas 'y

2 puntos. Notese que en el tablero el nUm#rmo estéa cubierto.

0123456789

© 00 DU AW N
|
1

La estrategia de Ana es la siguiente. Primero ira diciendmlmeros que estan en el
centro de las cruces, si la respuesta es frio, despugogdiriimeros que estan en el
centro de lag™s, si la respuesta es frio, entonces dira los nimerosgiedntros de las
lineas, si la respuesta sigue siendo frio, entoncestartelos nUmeros de los puntos y
si la respuesta es de nuevo frio, entonces Ana sabe quemetraile Jacobo €.
Ahora, si Jacobo responde caliente cuando Ana esta enaalgud, entonces Ana
puede adivinar el nimero enintentos mas. Supongamos que la repuesta caliente se
da cuando Ana esta en @, entoces Ana prueba céd y 36. Si para los dos la res-
puesta es caliente, entonces el nUmerdsesi para34 es frio y para36 es caliente,
entonces el nUimero &%. Analogamente, s34 es caliente y36 es frio, entonces el
numero es4. Si ambos son frios 5 también es frio, entonces el nUmereléssi por

el contraio25 es caliente, entonces el nUmer@8s

Ahora supongamos que Jacobo dice caliente cuando Anarest&@ o en una linea,
en estos casos, usando argumentos similares, Ana puedeaadinimero de Jacobo
en no mas de dos intentos. Si la respuesta caliente se ddocéiaa esta en los puntos,
entonces Ana sabe que ha encontrado el nimero de Jacobo.
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Olimpiadas Internacionales

Queremos extender una calida y sentida felicitacion poexcepcional afio para la
Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Un excelente afio de trabajo y actitud por hacer una labor@@ y memorable. Sin

duda sus logros merecen una gran celebracion. Felicitainesfuerzo de todas las
personas involucradas en este proyecto tan importantelgpam@nunidad matemati-

ca mexicana: al Comité, a los Delegados, a los Profesolles, Radres de familia y

de manera especial a la Dra. Radmila Bulajich por su lideraggtrega y dedicacion
asi como a todos los estudiantes que este afio han tenidiolimdmente y como equi-

pos tan destacada participacion en las diversas comjptenc

Un saludo y fuerte abrazo festivos.

Dr. Isidoro Gitler.

Presidente de la Sociedad Matematica Mexicana.

522 Olimpiada Internacional de Matematicas

Del 12 al 24 de julio de 2011 se llevd a cabdkf Olimpiada Internacional de Ma-
tematicas en Amsterdam, Holanda, con la participaciobGiecompetidores prove-
nientes de 101 paises.

El desempefio de México en esta competencia internacfapaflestacado ya que
logrd colocarse en el vigésimo segundo lugar de la lisfgadiges participantes. México
conquistd 120 puntos, detras de Brasil y Bulgaria con 1#itqs cada uno. Brasil y
México obtuvieron las puntuaciones mas altas de Latiresaa, seguidos por Perl con
113 puntos y Argentina con 77 puntos. Por primera ocasiSrgeis alumnos integran-
tes de la delegacion mexicana obtuvieron una medallaiddéa participado desde
1987 en la Olimpiada Internacional y hasta ahora, es el mhgjar que ha ocupado.
La delegacion que representd a México estuvo integradéop alumnos: Daniel Pe-
rales Anaya y Georges Belanger Albarran, del Estado de IsgrElavio Hernandez
Gonzalez, de Aguascalientes, Manuel Alejandro Espin@sai&, de Michoacan, Die-
go Alonso Roque Montoya, de Nuevo Lebn, y Jorge Garza VadghBistrito Federal,
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todos ellos alumnos menores de 19 afios, y Diego con tan S@ids de edad. Flavio
y Diego se vieron galardonados con una medalla de platagDdwoirge, Georges y

Manuel obtuvieron cada uno una medalla de bronce.

Este aflo la organizacion olimpica de nuestro paisjeste25 aniversario y nos sen-
timos orgullosos no sélo por los logros alcanzados en €xté 2ino también por la

madurez que se halogrado. Por primera vez uno de los prodlgmeaViéxico propuso

parala52¢ Olimpiada Internacional, fue seleccionado para formateel examen de

la competencia. El valor de este reconocimiento se puedeiapial tomar en cuenta
el proceso que culmina en esta seleccion: a lo largo detbjpais organizador recibe
problemas de todo el mundo y un comité de expertos selezai@un conjunto de 140
problemas aproximadamente, un subconjunto de problemaaerdie los representan-
tes de cada pais eligiran aquellos que integraran el exali problema fue elaborado
por Fernando Campos Garcia, exolimpico y actualmentgiestte de la Facultad de
Ciencias de la UNAM.

A continuacion presentamos los problemas d&2faOlimpiada Internacional de Ma-
tematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuates lyomedia cada una para
resolverlos.

Problema 1.Para cualquier conjuntd = {a4, as, ag, as} de cuatro enteros positivos
distintos se denota la suma+ as +as+ a4 pors 4. Sean 4 el nimero de parejds, ;)
conl <14 < j < 4 paralas cuales; + a; divide as 4. Encontrar todos los conjuntals
de cuatro enteros positivos distintos para los cuales sazdcel mayor valor posible
deny.

(Problema sugerido por México)

Problema 2.SeaS un conjunto finito de dos 0 mas puntos del planoSEm hay tres
puntos colineales. Uremolinoes un proceso que empieza con una réqtee pasa por
un Unico puntaP de S. Se rotal en el sentido de las manecillas del reloj con centro
en P hasta que la recta encuentre por primera vez otro puntaleual llamaremos
Q. Con(@ como nuevo centro se sigue rotando la recta en el sentide tedaecillas
del reloj hasta que la recta encuentre otro puntd deéste proceso contintia indefini-
damente.
Demostrar que se puede elegir un puft@e S y una recta que pasa poP tales
que el remolino que resulta usa cada punt&d®mmo centro de rotacion un nUmero
infinito de veces.

(Problema sugerido por Reino Unido)

Problema 3.Seaf una funcion del conjunto de los nimeros reales en si misneo q
satisface
fla+y) <yf(z)+ f(f(2))
para todo par de numeros realeg). Demostrar que () = 0 para todar < 0.
(Problema sugerido por Bielorrusia)
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Problema 4.Sean > 0 un entero. Se dispone de una balanza de dos platillos y de
n pesas cuyos pesos sph 2!, ...,2"!. Debemos colocar cada una de tapesas
en la balanza, una tras otra, de manera tal que el platilla defdecha nunca sea mas
pesado que el platillo de la izquierda. En cada paso, elegima de las pesas que no
ha sido colocada en la balanza, y la colocamos ya sea enidbmlatla izquierda o en
el platillo de la derecha, hasta que todas las pesas hayaodwtadas. Determinar el
namero de formas en las que esto se puede hacer.

(Problema sugerido por Iran)

Problema 5. Seaf una funcién del conjunto de los enteros al conjunto de les en
teros positivos. Se supone que para cualesquiera dos nteyon, la diferencia
f(m) — f(n) es divisible porf (m — n).
Demostrar que para todos los enteres/ n con f(m) < f(n), el nUmerof(n) es
divisible porf(m).

(Problema sugerido por Iran)

Problema 6.SeaABC un triangulo acutangulo cuya circunferencia circuriacsl'.
Seal unarectatangentelg y sean,, [, y [ las rectas que se obtienen al refldjaon
respecto a las rectd®C, CAy AB, respectivamente. Demostrar que la circunferencia
circunscrita del triangulo determinado por las reétas, y I es tangente a la circun-
ferencial .

(Problema sugerido por Japon)

XXVI Olimpiada Iberoamericana de Matematicas

Del 25 de septiembre aP de octubre de 2011, en la ciudad de San José, Costa Rica,
se realizd la XXVI Olimpiada Iberoamericana de Matemdsjen la que participaron
21 paises con un total de 78 estudiantes. México obtuvairelelP Lugar general por
paises, quedando por encima de Argentina, Brasil, Culpaftas Per( y Portugal en-
tre otros. La destacada delegacion mexicana estuvo auegror: Flavio Hernandez
Gonzalez, de Aguascalientes y Diego Alonso Roque MontdgdJuevo Lebdn, quie-
nes obtuvieron medalla de Oro; Jorge Garza Vargas, deitoisgderal, quien obtuvo
medalla de Plata y José Ramon Guardiola Espinoza, de SarPbtosi con medalla
de Bronce.

Cabe sefalar que con esta destacada participacioncMeéidrra con broche el afio
2011. En cada una de las Olimpiadas Internacionales a laagist&®, obtuvo resul-
tados sorprendentes. Por primera vez los tres alumnos qtenfa la Olimpiada Ma-
tematica de Centroamérica y el Caribe, obtuvieron madtd Oro. En la Olimpiada
Internacional de Matematicas los seis participantesfupremiados, dos de ellos con
medalla de Plata y los otros cuatro con medalla de Bronaajsiambién la primera
ocasion en que todos los alumnos de la delegacion obtiemepresea.
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A continuacion presentamos los problemas de la XXVI Olegi Iberoamericana.
Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y meddaucedpara resolverlos.

Problema 1.En la pizarra esta escrito el nimetoAna y Bruno juegan alternada-
mente, comenzando por Ana. Cada uno en su turno sustituyerem escrito por el
que se obtiene de aplicar exactamente una de las siguigreesc@mnes: multiplicarlo
por 2, o multiplicarlo por3, o sumarlel. EIl primero que obtenga un resultado mayor
o igual a2011 gana. Hallar cuéal de los dos tiene una estrategia ganaddeaagribir
dicha estrategia.

Problema 2.Encontrar todos los enteros positivopara los cuales existen tres enteros
no nulosz, y, z tales que:

1 1 1 1
z+y+z=0y E‘f’;“r;:—-

Problema 3.SeaABC un triangulo y searX, Y, Z los puntos de tangencia de su
circunferencia inscrita con los laddsC, C A, ABC respectivamente. Suponga que
C1, Cy, C3 son circunferencias con cuerd®y’, Z X, Y Z, respectivamente tales que
C1 y C, se corten sobre la rectd”Z y que C; y Cs se corten sobre la reci@Y .
Suponga qué&’; corta a las cuerda¥Y y ZX enJ y M respectivamente; qués
cortaalas cuerda5Z y XY enL eI;y queCs corta a las cuerda8Z y ZX
en K y N, respectivamente. Demostrar qlie/, K, L, M, N estan sobre una misma
circunferencia.

Problema 4.SeaABC un triangulo acutangulo, coAC # BC, y seaO su circun-
centro. Sea® y Q puntos tales quBOAP y COPQ son paralelogramos. Demostrar
queq es el ortocentro de BC'.

Problema 5. Seanx,...,x, nimeros reales positivos. Demostrar que existgn
...,an € {—1,1} tales que,

a1z - anzi > (a1x1 + -+ anzy)?.

Problema 6. Seank y n enteros positivos, coh > 2. En una linea recta se tienen
kn piedras dé: colores diferentes de tal forma que haypiedras de cada color. Un
pasoconsiste en intercambiar de posicion dos piedras adyesdahcontrar el menor
entero positivan tal que siempre es posible lograr, con a lo sumpasos, que las
piedras de cada color queden seguidas si:

a) n es par.

b) n esimpar yk = 3.
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American Mathematics Competition (AMC)

En el mes de marzo se pidi6 al comité de la olimpiada de Bsthhidos, el examen
de la primera fase que aplican a nivel nacional. Dicho exarnesta de dos niveles:
AMC 10 y AMC 12. El nivel 10 es para los estudiantes que est&sando a lo mas
primero de preparatoria, y el nivel 12 para aquellos quanesti segundo o tercero.
En cada nivel los concursantes tienen 75 minutos para exsellexamen y el puntaje
maximo posible es de 150 puntos. Los estudiantes mexicamosn ese momento eran
parte de la preseleccion para la Olimpiada Centroamexigatel Caribe, presentaron
el examen AMC 10. Los tres primeros lugares fueron: Juaro€®ttiz Rhoton (Ja-
lisco), con 121.5 puntos, Adan Medrano Martin del Campdigdo), con 99 puntos,
y Gustavo Humberto Vargas de los Santos (Campeche), conr@@giPor otra parte,
los estudiantes que en ese momento eran parte de la préselgara las Olimpiadas
Iberoamericana e Internacional, presentaron el examen ARICos tres primeros lu-
gares del equipo mexicano fueron: Flavio Hernandez GenZAguascalientes), con
117 puntos, Jorge Ignacio Gonzéalez Cazares (Jalisco),t®puntos, y Daniel Perales
Anaya (Morelos), con 108 puntos.

A continuacion presentamos los problemas con sus solesida los concursos AMC
10y 12 (American Mathematics Competition) de este afio.

AMC 10A

Problema 1.Un plan de teléfono celular cuedi2d cada mes, mascentavos por men-
saje de texto enviado, m&6 centavos por cada minuto utilizado después@koras.
En enero Michelle envid00 mensajes de texto y habl6é duraftes horas. ¢ Cuanto es
lo que debe pagar?

(a) &4 (b) $24.50 (c) $25.50 (d) $28 (e) B30
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Solucion. La respuesta es (d).

Los mensajes de texto costard®05 x 100 = $5.00 y las 30 horas de exceso de
conversacion costardi.10 x 30 = $3.00. Por lo tanto, el recibo llegd p&6 + $3 +
$20 = $28.

Problema 2.Una botella pequefia de shampoo puede cont&nmiililitros de sham-
poo, mientras que una botella grande puede contetemililitros. Jasmine quiere
comprar el minimo nimero necesario de botellas pequedraslienar totalmente una
botella grande. ¢,Cuantas botellas debe comprar?

(@11 (b) 12 (c)13 (d) 14 (e)15

Solucion. La respuesta es (e).
Comol4 x 35 = 490 < 500y 15 x 35 = 525 > 500, el nlmero minimo de botellas
gue Jasmine necesita compraiés

Problema 3. Suponga quéu b] denota el promedio dey b, y {abc} denota el pro-
medio dea, by c. ¢ Cuanto valé{110}[01]0}?
(@3 (b) 15 ©) 3 (d) 15 ©)3

Solucion. La respuesta es (d).
Primero notese qugl 10} = 2y [01] = 3. Por lo tanto,

310}7§+§+077

{{110}[01)0} = {3 > L

3 18"

Problema 4.SeanX =10+ 124+ 14+ ---+100,Y =124+ 14 4+ 16 4 - - - + 102.
¢Cual es el valor d¥ — X?
()92 (b) 98 (c) 100 (d) 102 (e)112

Solucion. La respuesta es (a).

Cada sumando el excepto ell0 aparece efY’. Cada sumando €Yi excepto ell02
aparece elX . PorlotantoY — X = 102 — 10 = 92.

Segunda soludn. La sumaX tiene 46 sumandos ya que incluye a 166 enteros
positivos pares menores o igualed)a con excepcion d2, 4, 6 y 8. La sumaY” tiene el
mismo numero de sumandos, y cada sumandd ercede al termino correspondiente
enX por2. PorlotantoY — X = 46 x 2 = 92.

Problema 5.En una escuela primaria, los estudiantes de tercer, cuatiinyo grado
corren en promedid2, 15 y 10 minutos por dia, respectivamente. Hay el doble de
estudiantes de tercer grado que de cuarto grado y el dobkiantes de cuarto que
de quinto grado. ¢ Cuél es el nUmero promedio de minute&losmpor los estudiantes
al dia?

(@12 (b) 21 (c) % (d)13 (e)14

Solucion. La respuesta es (c).
SeaN el nUmero de estudiantes de quinto grado. Entonce2hastudiantes de
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cuarto grado yiN estudiantes de tercer grado. El nimero total de minutasdosr
cada dia por los estudiantes(d@sV x 12) + (2N x 15) + (N x 10) = 88N. Hay un
total ded N + 2N + N = 7N estudiantes, por lo tanto el nUmero promedio de minutos
corridos por los estudiantes al dia% = %

Problema 6.EIl conjunto A tiene20 elementos y el conjunt® tiene 15 elementos.
¢, Cual es el menor nimero de elementosldeB, la union ded y B?
(@5 (b) 15 (c)20 (d)35 (e)300

Solucion. La respuesta es (c).

La unién debe contener todos los elementosAdentonces tiene al men@$ ele-
mentos. Es posible quB sea un subconjunto d¢, en ese caso no hay elementos
adicionales.

Problema 7.¢,Cual de las siguientes ecuaciones no tiene soluciones?
@@+7)?%=0 (0)| —3z|+5=0 (€)v/=2-2=0 (dyyvr—8=0
©)|—3x|—4=0

Solucion. La respuesta es (b).

Como| — 3z| + 5 es estrictamente positivo, la ecuacior 3z| + 5 = 0 no tiene
solucibn. Las soluciones de las ecuaciofies (c), (d) y (e) son:—7, —4, 64y 4%,
respectivamente.

Problema 8. El verano pasado €0 % de las aves que vivian en Ciudad Lago eran
gansos25 % eran cisnesl0 % eran garzas $5 % eran patos. ¢ Qué porcentaje de las
aves que no eran cisnes eran gansos?

()20 (b) 30 (c) 40 (d) 50 (e)60

Solucion. La respuesta es (c).
Como el75 % de las aves no eran cisnes y361% de las aves eran gansos, tenemos
que eli—g x 100 % = 40 % de las aves que no eran cisnes eran gansos.

Problema 9. Una region rectangular esta limitada por las graficasadestuaciones
y=a,y=—b,x=—cyx =d,dondeq, b, cy d son nimeros positivos. ¢,Cual de las
siguientes expresiones representa el area de la region?

(@)ac + ad + be + bd (b) ac — ad + bc — bd (¢) ac + ad — be — bd
(d) —ac — ad + be + bd (e)ac — ad — bec + bd

Solucion. La respuesta es (a).

Comoa, b, ¢y d son nUmeros positivog, > —by d > —c. Por lo tanto, la altura del
rectangulo es + b y la base eg + d. Luego, el area de la region s+ b)(c + d) =
ac + ad + be + bd.
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xr=—C r=d

Problema 10.Una mayoria de 1080 estudiantes de la clase del Sr. Gobmez compraron
lapices en la libreria de la escuela. Cada uno de estogiastes comprd el mismo
numero de lapices y este nUmero es mayoriquE precio en centavos de cada lapiz
es mayor que el nUmero de lapices que cada estudiante égrepcosto total de todos
los lapices fue d&7.71 dolares. ¢, Cual es el precio en centavos de cada lapiz?

@7 (b) 11 (c) 17 (d)23 (e)77

Solucion. La respuesta es (b).

SeanC el costo de un lapiz en centavads,el nUmero de lapices que compr6 cada uno
de los estudiantes que compraron lapicésel nUmero de estudiantes que compraron
lapices. Entonceg) x N x S = 1771 = 7x 11 x 23,y C > N > 1. Como una
mayoria de los estudiantes compraron lapices, teneme®gy S > 32—0 =15.Porlo
tanto,S =23, N =7y C = 11.

Problema 11.El cuadradd? F'G H tiene un vértice en cada lado del cuadrad®C D.
El puntoE esta enAB de manera qud E = TEB. ¢ Cual es la razbn entre el area de
EFGH y el areadeABCD?

@i OF ©F COES @

Solucion. La respuesta es (b).
Sin pérdida de generalidad, asumamos Festa sobrdBC'y queEB = 1.

B 7 F

C
1
E

G
A H D

EntoncesAE = 7Ty AB = 8. ComoEFGH es un cuadraddBF = AE = 7,
entonces la hipotenudar’ del trianguloE BF tiene longitudy/12 + 72 = +/50. Por
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lo tanto, la razon entre el area @F' GH y el area deABCD es,

EF%? 50 25

ABZ 64 32

Problema 12.Los jugadores de un equipo de basquetbol hicieron tiros gleng
puntos, otros que valeh puntos y algunos tiros libres que valérpunto. Anotaron
la misma cantidad de puntos con los tiros2deuntos que con los tiros depuntos.

El nUmero de tiros libres exitosos es mayorleque el nUmero de tiros exitosos 2le
puntos. Si el puntaje final del equipo fue @l puntos, ¢ cuantos tiros libres exitosos
hicieron?

(a)13 (b) 14 ()15 (d)16 (e)17

Solucion. La respuesta es (a).
Seanz, y Yy z el nUmero de tiros de tres puntos, tiros de dos puntos VY lilboss
exitosos, respectivamente. Entonces las condiciones diaghtican,

3x+2y+z2 = 61,
2y = 3z,
y+1 = =z

Sustituyendo la segunday la tercera ecuacion en la prjmkt@nemos quey + 2y +
y+1 =61, es deciby = 60. Entoncesy =12,z =y+1=13yz = 2 = 24 =g,

3 3
Por lo tanto, el equipo hiz3 tiros libres exitosos.

Problema 13.¢Cuantos enteros pares, eritt® y 700, existen tales que todos sus
digitos son diferentes y pertenecen al conjuit®, 5,7,8,9}?
(@12 (b) 20 (c) 72 (d)120 (e)200

Solucion. La respuesta es (a).

Como los nimeros son pares, deben terminat eren8. Si el Ultimo digito e, el
primer digito debe s€¥ y entonces hay cuatro posibilidades para el digito cerfial
el tltimo digito es3, entonces hay dos posibilidades para el primer digito5, y para
cada una de estas posibilidades hay cuatro posibilidadasepdigito central. Por lo
tanto, el nimero total de posibilidadestes (2 x 4) = 12.

Problema 14.Un par de dados décaras son lanzados. La suma de los nUmeros que se
obtiene es el diametro de un circulo. ¢ Cuél es la probladide que el area del circulo
sea menor que el perimetro?

@) 35 (0)75 © 3 (@) OF

Solucion. La respuesta es (b).

Sead la suma de los niumeros lanzados. Se satisfacen las camelc# y soOlo si

™ (g)2 < md, es decird < 4. De los36 resultados igualmente posibles cuando se

lanzan dos dados, uno tiene suma iguzlyados tienen suma igualda Por lo tanto, la
probabilidad buscada ég2 = .
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Problema 15.Roy comprd un coche hibrido, eléctrico-gasolina. En iajey las pri-
meras40 millas el coche utilizd Unicamente la bateria eléctrycel resto del viaje
utilizé exclusivamente gasolina, gastartio2 galones por milla. Si en todo el viaje
tuvo un promedio dé5 millas por galon, ¢,cuantas millas recorri6 en el viaje?

(a) 140 (b) 240 (c) 440 (d) 640 (e)840

Solucion. La respuesta es (c).

Seax el nUmero de millas recorridas exclusivamente con gasdiintonces el nimero
total de millas recorridas est40, y la cantidad de gasolina usada e®dRx galones.
Por lo tanto, el promedio de millas por galénf%é;g = 55. Resolviendo esta ecuacion
tenemos que = 400. Por lo tanto, el total de millas recorridas4).

Problema 16.La expresiony/9 — 6v/2 + /9 + 61/2 es igual a:
(a)3v2 (b) 2V/6 (c) 2 (d)3v3 ()6

Solucion. La respuesta es (b).

Seak = \/9 —6V2+ \/9 + 6+/2. Elevando al cuadrado ambos lados y simplificando
tenemos que,

K2 = 9-6v2+2y/(9— 6v/2)(9+6v2) + 9+ 62

— 184281 —172
= 18+2V9
— 4

)

de dondé: = +2+/6. Comok > 0, concluimos qué = 2+/6.

Problema 17.En la secuencia d&términosA, B,C, D, E, F, G, H el valor deC' es
5y la suma de cualesquiera tres términos consecutivd8.gCuanto valel + H?
(@17 (b) 18 (c) 25 (d) 26 (e)43

Solucion. La respuesta es (c).

Observemos que para cualesquiera cuatro terminos cdivescel primer y el ltimo
término deben ser iguales. Por ejemplo, considereias, Dy E. ComoB + C +
D=30=C+D+E,sedebetend8 = E. PorlotantoA =D =G,yC = F =5.
Lasumarequeridae$+ H=G+ (30— G — F) =30—-5 = 25.

Segunda soludn. Observemos que,

A+C+H = (A+B+C)-(B+C+D)+(C+D+E)
—(E4+F+G)+(F+G+H)
= (3 x30)— (2 x30)=30.
Porlotanto A + H = 30 — C = 25.

Problema 18.Cada uno de los circulos tiene radioLos circulos con centrad y B
son tangentes. Si el circulo con cenffes tangente con el punto medio del segmento
AB, ¢cuanto vale el area sombreada?
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4

@33 OF; ©?2 OF: €)1+%

Solucion. La respuesta es (c).
SeaD el punto medio del B. Supongamos que el circulo con certintersecta a los
circulos con centrod y B en los puntog’ y F', respectivamente, distintos dg

(7%

El area de la region sombreada del cuadrado unitafi@'E es1 — 7, asi como la
de la porcion sombreada del cuadra@ilDC F'. La porcién de la regibn sombreada que
esta fuera de estos cuadrados es un semicirculo delradia area e§. Por lo tanto,

el area total de la region sombreada®gl, — 7) + 7 = 2.

Segunda soludn. SeaD el punto medio dedB y seaC' un circulo que intersecta
a los circulosA y B en E'y en F, respectivamente, distintos de SeaG el punto
diametralmente opuestalaen el circulo con centr@'.

G

v
N\

El area de la regibn sombreada es igual al area del cuad?ad7E, cuya diagonal
tiene longituc. La longitud de su lado eg2 y su area e$/2)? = 2.

N\ 4

Problema 19.En 1991 la poblacion de cierta ciudad era un cuadrado perfect@ Die
afios después, el nUmero de habitantes se incremeh%0 eersonas y la poblacion era
un cuadrado perfecto msHoy, en2011, con el incremento dé50 personas mas, la
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poblacion es de nuevo un cuadrado perfecto. ¢ Cual degoesies nimeros esta mas
cerca del porcentaje de crecimiento de la poblacion deuldaci durante este periodo
de veinte aflos?

(a)42 (b) 47 (c) 52 (d) 57 (e)62

Solucion. La respuesta es (e).

Seamp?, ¢> + 9y r2 = p? + 300 las poblaciones de la ciudad €991, 2001 y 2011,
respectivamente. Entonceg, + 9 = p? + 150, de donde;? — p? = 141. Por lo
tanto,(¢ — p)(¢ + p) = 141demodoquegy —p =3y qg+p=47,0¢g—p =1y
g+ p = 141. De ahi se tienp = 22 0 p = 70. Observemos que pi = 70, entonces
702 + 300 = 5200 = 52 x 102, que no es un cuadrado perfecto. Por lo tapte, 22,
p? = 484, p? + 150 = 634 = 252 + 9y p? + 300 = 784 = 282, El porcentaje del
crecimiento de 991 a2011 fue de4=282 x 100 ~ 62 %.

Problema 20.Dos puntos en una circunferencia de radgon seleccionados de forma
independiente y al azar. Para cada punto, se dibuja en lecifirede las manecillas
del reloj una cuerda de longitud ¢ Cual es la probabilidad de que dos cuerdas se
intersecten?

@3 (0) 5 ©) 3 (d) 3 ©3

Solucion. La respuesta es (d).

SeanA el primer punto elegido ¥ el punto extremo opuesto de la cuerda correspon-
diente. Al dibujar un radio a cada punto extremo de esta euv@edongitud- resulta

un triangulo equilatero. Entonces una cuerda de longitsbtiende un arco dg de

la circunferencia del circulo. Sé&C' el diametro paralelo d B y dividamos al circulo

en seis porciones iguales como se muestra. El segundo gegtdedara una cuerda
que intersectal B si y s6lo si el punto es elegido del arco meidtB. Por lo tanto, la
probabilidad es;.

F A

D c

Problema 21.Dos monedas falsas de igual peso se mezcla® coonedas idénticas y
auténticas. El peso de cada una de las monedas falsasrestdifal peso de cada una
de las monedas auténticas. De1l8snonedas, se seleccion2ml azar y sin reempla-
zamiento. De la8 monedas restantes, se eligen otras 2 al azar y sin reemjégetam
Si el peso total del primer par de monedas seleccionadasiasalgpeso total del se-
gundo par, ¢cual es la probabilidad de quetlesnedas sean auténticas?

@7 OF © 1 @3 @7
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Solucion. La respuesta es (d).

Los pesos de los dos pares de monedas son iguales si cadanpanee! mismo
nimero de monedas falsas. Entonces, el primer par y el dequar contienen am-
bos solamente monedas auténticas, o tanto el primer pas ebsegundo tienen una
moneda falsa. El nimero de maneras de elegir las monedalspgimer caso es,
(g) : (g) = 420. El nimero de maneras de seleccionar las mon%jas en eldeegun

casoes§-2-7-1=112. Por lo tanto, la probabilidad requeridafg 55 = }—8

Problema 22.Cada vértice de un pentagoABC DFE se colorea. Hag colores para
elegir y cada diagonal debe tener los extremos de distintr.cgCuantas maneras
diferentes hay de colorear?

(2)2520 (b) 2880 (c) 3120 (d) 3250 (e)3750

Solucion. La respuesta es (c).

Si se usarb colores distintos, haf(g) = 6 maneras posibles de elegir los colores y
pueden ser organizados le= 120 formas en el pentagono, luego hE30 - 6 = 720
coloraciones.

Si se utilizant colores distintos, entonces hay un color duplicado, lueya$) () =
60 maneras distintas de elegir colores. El color repetido dglaeecer en vértices ve-
cinos, hays maneras de elegir a los vértices vecind y= 6 maneras de colorear los
tres vértices restantes, entonces hay en 6tab - 6 = 1800 coloraciones.

Si se usam colores distintos, entonces debe haber dos colores ddpid@ues no es
posible que un color aparezca tres veces), Iuego(@)a@) = 60 maneras distintas
de elegir colores. El color no repetido puede aparecérmsiciones. Como un color
duplicado debe aparecer en vértices vecinos, entonce? maneras de colorear los
vértices restantes. Por lo tanto, en este cas@bay - 2 = 600 coloraciones posibles.
No hay coloraciones con dos o0 menos colores. Por lo tantdineéro total de colora-
ciones diferentes %20 + 1800 + 600 = 3, 120.

Problema 23.Siete estudiantes cuentan dell 1000 de la siguiente manera:

= Alicia dice todos los nimeros excepto el nimero del medigatla grupo con-
secutivo de tres nimeros. Esto es, Alicia dice,

1,3,4,6,7,9,...,997,999, 1000.

= Barbara dice todos los nimeros que Alicia no dijo, excepi® también omite
el nUmero del medio de cada grupo consecutivo de tres ruaner

= Céandida dice todos los nUmeros que no dijeron Alicia ybRé&a, pero también
omite el nUmero del medio de cada grupo consecutivo de tneeros.

= Diana, Elenay Fatima, dicen todos los niimeros que no lrduo ks estudiantes
anteriores en orden alfabético, pero también omitenelero del medio de cada
grupo consecutivo de tres nUmeros.

= Finalmente, Jorge dice el Gnico nUmero que nadie dijo.
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¢, Qué nimero dice Jorge?

(@) 37 (b) 242 (c) 365 (d) 728 (e)998

Solucion. La respuesta es (c).

Observemos que después que cada persona cuenta, losos(deg@dos para la si-
guiente persona forman una progresion aritmética. Ronglp, Alicia deja todos los
nimeros2,5,8,11,14,...,2 + 3 x 332 para Barbara. Si un estudiante deja la pro-
gresionia,a + d,a + 2d,a + 3d,a + 4d, . . ., entonces el siguiente estudiante deja la
progresione + d, (a 4+ d) + 3d, (a + d) + 6d, .. .,. Esto implica que en la siguiente
tabla, cada nimero en la tercera columna es tres vecestalairevia en la tercera
columna, y cada entrada en la segunda columna es la sumadieslastradas de la
fila de arriba:

Dejado por| Primer término| Diferencia comin
Alicia 2 3
Barbara 5 9
Candida 14 27
Diana 41 81
Elena 122 243
Fatima 365 729

Por lo tanto, Jorge dic&65.

Segunda soludin. Los nimeros no mencionados por Alicia son los nUmeros ddian
en cada grupo consecutivo de tres, est®2es,8, y asi sucesivamente. Los nUmeros
no mencionados por Béarbara son los numeros del medio e gragho de9, esto
es,b, 14,23, y asi sucesivamente. En general, los nlmeros no memitsemsor todos
los primerosn estudiantes son los numeros del medio de cada gru® d€omo

36 = 729, el nico nimero que no excedel@00 que no es mencionado por los
primeros seis estudiantes 8§+1 = 365. Por lo tanto, Jorge dicgs5.

Problema 24.Dos tetraedros regulares distintos tienen todos susesrn los vértices
del mismo cubo unitario. ¢ Cuéal es el volumen de la regioméala por la interseccion
de los tetraedros?

(@) 15 (b) 3 © % OF OF=

Solucion. La respuesta es (d).

SeanT y T los tetraedros y seR su interseccion. SeahBCD y EFGH los cua-
drados, respectivamente, que son las caras superior ®irdet cubo unitario, cor

directamente abajo dé y F' directamente abajo dB. Sin pérdida de generaliddd

tiene vérticesA, C, F'y H, y T, tiene vérticesB, D, E'y G. Una cara d€ es el
trianguloAC H, el cual intersecta a los lados @ en los puntos medio$, Ky L de
AC,CH y H A, respectivamente. Seael tetraedro con vértices, K, Ly D.
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EntoncesS es semejante’®, y esta contenido €, pero no erik. Las otras tres caras
deT; recortan d€5 un tetraedro congruentesa Por lo tanto el volumen dB es igual
al volumen dél'; menos cuatro veces el volumen §le

Un tetraedro regular con lado de longitadiene area de la basé2s? y alturaés,

de modo que su volumen %s(@ﬁ) (@s) = ‘1/—2553. Debido a que las aristas del

tetraedrdl; son diagonales de las caras del cubo, las aristds tenen Iongitud\/§.
ComoJ y K son centros de caras adyacentes del cubo, el tetr&etieoe aristas de

longitud @ Por lo tanto el volumen dg& es,

Ve ([ se (VEY) 1
()4

Segunda soludn. SeanT; y 7> denominados como en la solucion anterior. El cubo
esta partido pofl} y T en8 tetraedros congruentes/aJ K L (uno por cada vértice
del cubo),12 tetraedros congruentesia/ L D (uno por cada arista del cubo) y el sélido
Ty N T». Como las based JL y JLK son triangulos equilateros con la misma area,
y las alturas al vértic® de los tetraedrod JLD y DJK L son iguales, tenemos que
los volumenes delJLD y DJK L son iguales. Ademas,

1.
VolumenAJLD) = §Area(ALD) - hy,

dondeh; = 1 es la distancia d¢ a la caraALD, y Area ALD) = 1. Por lo tanto,
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Volumer(AJLD) = £-%-1 = 5;,yelvolumenddiNT; esigual al — (8+12)-5; =
1

G
Problema 25.SeaR una region cuadradasy > 4 un entero. Un punt& en el interior
de R se llama “particionah-rayos”, si existem rayos saliendo d& que dividen aR
enn triangulos de la misma area. ¢ Cuantos puntos son “arékl 00-rayos” pero no
son “particionalb0-rayos”?

(a) 1500 (b) 1560 (c) 2320 (d) 2480 (e)2500

Solucion. La respuesta es (c).

Asumamos sin pérdida de generalidad duestéa limitado por el cuadrado con vértices
A = (0,0), B=(1,0),C =(1,1)y D = (0,1), y seaX = (x,y) particionaln-
rayos. Como los rayos particionan & en triangulos, ellos deben incluir los rayos
desdeX a A, B, C'y D. Seanny, n2, ng y ns €l nimero de rayos que intersectan
los interiores deAB, BC, CD y DA, respectivamente. Como los trianguld®8 X y
CDX juntos tienen la misma area que los trianguBs X y DAX juntos, tenemos
quen;+n3 = na+ny = 5 —2, de donde: es par. Ademas las; +1 triangulos con un
lado sobred B tienenigual area, de modo que cada uno tiene?rgléﬁ -y. De manera
analoga, los triangulos con lados soBt€, CD y DA tienen areas - —~ - (1 — z),

nao+1 ’
1 1 1 1 H
2w (1 —9)Y 3 757 - (x), respectivamente.

Igualando, se tiene que,

n2+n4+2: n y y_n1+n3+2: n

Entonces un punto particionatrayos debe ser de la formfa = (%‘1, %b) conl <
a < 5y1l<b< 5. Demanerareciproca, &i tiene esta formalR se particiona en
triangulos de igual area por los rayos trazados désdgie parten a1B, BC, CDy
DAenb, 5 —a,5 — by a segmentos congruentes, respectivamente.

Asumamos que&X es particional 00-rayos. SiX es también particion&l0-rayos, en-
toncesX = (&, 2) = (5, ), paraalgunos enterds< a,b < 49y 1 < ¢,d < 29.
Por lo tanto3a = 5cy 3b = 5d; esto es, ambasy b son multiplos dé5. Reciproca-
mente, sz y b son multiplos dé, entonces,

a b
X:(i ﬂ): 35 35
50" 50 307 30

es particionab0-rayos, yaque = 2a < 2-50 =30y d = 2b < 2 - 50 = 30. Como
hay exactament2 multiplos de5 entrel y 49, el nUmero requerido de puntds es
igual a492 — 92 = 40 - 58 = 2320.

AMC 12A

Problema 1.Un plan de teléfono celular cuesi20 cada mes, m&scentavos por men-
saje de texto enviado, mé6 centavos por cada minuto utilizado despué8@horas.
En enero Michelle envid00 mensajes de texto y habl6é durafees horas. ¢ Cuanto es
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lo que debe pagar?
(a) 4 (b) $24.50 (c) $25.50 (d) $28 (e) 80

Solucion. La respuesta es (d).
Véase la solucion del problema 1 del AMC 10.

Problema 2.Hay 5 monedas colocadas sobre una mesa como se muestra en la figura.

¢,Cudl es el orden de las monedas de arriba hacia abajo?
(a)(C7AaE7D7B) (b)(CaA7D7EaB) (C)(C7D7E5A7B)
(d)(C,E, A, D, B) (e)(C,E,D, A, B)

Solucion. La respuesta es (e).

La circunferencia de la monedano continla mas alla del puni donde intersecta la
circunferencia de la monedh La moneda esta encima de la moneda De manera
analoga, los punto®, Z y W en la figura muestran que la monefleesta encima de
la monedaA, la monedal’ esta encima de la moneday la monedaC esta encima
de la monedd’, respectivamente. Por lo tanto, el orden de las monedasite hacia
abajoeqC,E, D, A, B).

X

Problema 3.Una botella pequefia de shampoo puede contmerililitros de sham-
poo, mientras que una botella grande puede contgitemililitros. Jasmine quiere
comprar el minimo niumero necesario de botellas pequadiaslienar totalmente una
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botella grande. ¢,Cuantas botellas debe comprar?
(a)11 (b) 12 (c)13 (d)14 (e)15

Solucion. La respuesta es (e).
Véase la solucion del problema 2 del AMC 10.

Problema 4.En una escuela primaria, los estudiantes de tercer, cuainyo grado
corren en promedid2, 15 y 10 minutos por dia, respectivamente. Hay el doble de
estudiantes de tercer grado que de cuarto grado y el dobkiantes de cuarto que
de quinto grado. ¢ Cual es el nUmero promedio de minutaglosrpor los estudiantes
al dia?

(@12 (b) 2L (c) & (d)13 (e)14

Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema 5 del AMC 10.

Problema 5. El verano pasado €10 % de las aves que vivian en Ciudad Lago eran
gansos25 % eran cisnesl0 % eran garzas $5 % eran patos. ¢ Qué porcentaje de las
aves que no eran cisnes eran gansos?

()20 (b) 30 (c)40 (d) 50 (e)60

Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema 8 del AMC 10.

Problema 6. Los jugadores de un equipo de basquetbol hicieron tiros qleng
puntos, otros que valeh puntos y algunos tiros libres que valérpunto. Anotaron
la misma cantidad de puntos con los tiros2deuntos que con los tiros depuntos.

El nUmero de tiros libres exitosos es mayorleque el nUmero de tiros exitosos 2e
puntos. Si el puntaje final del equipo fue @le puntos, ¢ cuantos tiros libres exitosos
hicieron?

(@13 (b) 14 (c)15 (d)16 (e)17

Solucion. La respuesta es (a).
Véase la solucion del problema 12 del AMC 10.

Problema 7.Una mayoria de 1080 estudiantes de la clase del Sr. Gobmez compraron
lapices en la libreria de la escuela. Cada uno de estodiastes compr6 el mismo
numero de lapices y este nUmero es mayoriquE precio en centavos de cada lapiz
es mayor que el nUmero de lapices que cada estudiante égrepcosto total de todos
los lapices fue d&7.71 dolares. ¢, Cual es el precio en centavos de cada lapiz?

@7 (b) 11 (c)17 (d) 23 (e)77

Solucion. La respuesta es (b).
Véase la solucion del problema 10 del AMC 10.

Problema 8.En la secuencia d&términosA, B,C, D, E, F, G, H el valor deC es5
y la suma de cualesquiera tres términos consecutivdg.ggCuanto valel + H?
(@17 (b) 18 (c) 25 (d) 26 (e)43
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Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema 17 del AMC 10.

Problema 9.En una convencion de gemelos y trillizos, habi@onjuntos de gemelos
y 6 conjuntos de trillizos, todos de familias distintas. Caéanglo le dio la mano a
todos los gemelos excepto a su hermano(a) y a la mitad dellze$r Cada trillizo
dio la mano a todos los trillizos excepto a sus hermanos @eas) y a la mitad de los
gemelos. ¢, Cuantos apretones de manos hubo?

(a)324 (b) 441 (c) 630 (d) 648 (e)882

Solucion. La respuesta es (b).

Cada uno de lo$8 gemelos saludd de mand @gemelos y @ trillizos, dando un total
de18- 25 saludos de manos. De manera analoga, cada uno d# fokizos saludo6 de
mano alb trillizos y a9 gemelos, dando un total d8 - 24 saludos de mano. En esta
cuenta se considera cada saludo de mano dos veces, pooleltafmero de saludos
de mano eg; (18(25) + 18(24)) = 9(49) = 441.

Problema 10.Un par de dados dgécaras son lanzados. La suma de los nimeros que se
obtiene es el diametro de un circulo. ¢ Cuél es la problablide que el area del circulo
sea menor que el perimetro?

@) 55 (0)75 ©3 (@) g OF

Solucion. La respuesta es (b).
Véase la solucion del problema 14 del AMC 10.

Problema 11.Cada uno de los circulos tiene radioLos circulos con centrad y B
son tangentes. Si el circulo con centf@s tangente con el punto medio del segmento
AB, ¢.cuanto vale el area sombreada?

Y/

@3—12 (b) 2 (c)2 (d) F €)1+3

Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema 18 del AMC 10.

Problema 12.Una lancha de motor y una balsa partieron desde el mdefie abajo.

La balsa recorrio la distancia hasta el muélla la velocidad de la corriente del rio. La
lancha de motor se mantuvo a una velocidad constante coectesg rio. La lancha
de motor llegbd al muellé3, e inmediatamente gir6 y viajo de regreso rio arriba. Se
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encontr6 con la balsd horas después de dejar el muelle; Cuéntas horas le tomo a
la lancha de motor ir del muellé al muelleB?
(@)3 (b) 3.5 (c)4 (d)4.5 (e)5

Solucion. La respuesta es (d).

Asumamos que la lancha de motor y la balsa se encuentran antel( del rio. Sea

z la velocidad de la lancha y seda velocidad de la balsa y de la corriente del rio.
Entoncesr + y es la velocidad de la lancha corriente abajo ¥ y es la velocidad

de la lancha de motor corriente arriba. Seda distancia entre los muelle$ y B,
entonce® A = 9yy OB = S — 9y. Luego, dado que tiempo es igual a distancia entre
velocidad, tenemos que,

S S—-9
—+—y:9,
Tty r—y

de dondeS = %(:c + y). Entonces, el tiempo que le tomo a la lancha de motor para ir
del muelleA al muelleB es,

S 9z +y)

= = 4.5 horas
x4y 2z+y)

Segunda soluddn. Desde el punto de vista de la balsa, la lancha simplementese f
dio la vuelta, y regreso, todo con la misma velocidad. Delkidjue el viaje demord
horas, la lancha debid de haber dado la vuelta después teras.

Problema 13.En un trianguloABC, se tiene quedB = 12, BC = 24y AC = 18.
La recta que pasa por el incentro del triangdlBC' y es paralela BC, intersecta al
segmentcd B en el puntaM y al segmentaAC en el puntaV. ¢ Cual es el perimetro
del trianguloAM N?

(a)27 (b) 30 (c)33 (d) 36 (e)42

Solucion. La respuesta es (b).

Seal el incentro del trianguldd BC. Comol! es la interseccion de las bisectrices de
los angulos del triangulo ¥/ N es paralela 8BC, se sigue qu&IBM = Z/CBI =
LMIBY /NCI = ZICB = ZCIN. Por lo tanto, los trianguloBM Iy C N1 son
isbsceles cod/B = M1y CN = IN. Luego, el perimetro del trianguld)M N es,

AM +MN+NA = AM+ MI+IN+ NA
= AM+MB+CN+NA
= AB+ AC =12+ 18 = 30.
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Problema 14.Supongamos quey b son enteros positivos de un solo digito elegidos
de manera independiente y al azar. ¢, Cuél es la probabdelagie el puntda, b) se
encuentre por encima de la parabgla ax? — bx?

@ st () 5t © % (d) g7 O

Solucion. La respuesta es (e).

El punto(a,b) esta por encima de la parabola si y sold sk a®> — ab. Comoa es
positivo, esto es equivalentéa- %5 Sia = 1, entonces puede ser cualquier digito
dellal9inclusive. Sia = 2, entonce$ puede ser cualquier digito enfrg 9 inclusive.
Sia = 3, entonce$ puede ser cualquier digito enfrey 9 inclusive. Sia > 3, no hay
ninglinb que satisfaga > -*~. Por lo tanto hay + 7 + 3 = 19 pares que satisfacen
la condicion, de un total d@ 9 = 81 pares. Luego, la probabilidad requerld%%s

Problema 15.La base circular de una semiesfera de r@déstéa sobre la base de una
piramide cuadrangular de altufalLa semiesfera es tangente a las otraaras de la
piramide. ¢ Cual es la longitud de cada arista de la basemiedimide?

(2)3v2 (b) 22 (c)4v2 (@6 ()%

Solucion. La respuesta es (a).

Se muestra una seccion transversal de la figura, ddnee apice,B es el centro de
la base,D y E son puntos medios de lados opuestos en la base, y el hemiséeri
intersecta comD enC.

En el triangulo rectanguld BC, AB = 6 y BC = 2, de dondeAC = 41/2. Como
los triangulosABC'y AD B son semejantes, se sigue que,

BC-AB 26 3V2
AC 42 2

BD =

Entonces, la longitud de las aristas en la basb Bs= 2BD = 3/2.
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E B D

Problema 16.Cada vértice de un pentagoABC D FE se colorea. Hag colores para
elegir y cada diagonal debe tener los extremos de distintwr.cgCuéantas maneras
diferentes hay de colorear?

(2)2520 (b) 2880 (c) 3120 (d) 3250 (e)3750

Solucion. La respuesta es (c).
Véase la solucion del problema 22 del AMC 10.

Problema 17.Tres circulos de radiok, 2 y 3 son tangentes externamente dos a dos.
¢,Cual es el area del triangulo cuyos vértices son logogude tangencia?

@3 (b) £ (©1 (o) ¢ (e)4

Solucion. La respuesta es (d).

Denotemos cofABC') al area del triangulel BC'. SeanA, By C' los centros de los
circulos con radiog, 2 y 3, respectivamente. Sedn, F y F los puntos de tangencia
como se muestra en la figura.

@

VA
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YaqueAB = AF+FB =142 =3, BC =BD+DC =2+3=5y
CA=CE+FEA=3+1=4,sesigue que el trianguldBC es rectangulo con lados
de longitudes, 4 y 5. Por lo tanto,

1 1 1

(ABC) = JAB - AC =6, (AEF) = JAE - AF = 3,
1 1 4 8

(BFD) = 5BD-BF -sen(ZFBD) = 522 - = =,
1 1 3 27
DE)=-CD-CFE- /DCE)==--3.3-2 =
(CDE) 20 CE -sen(£/DCE) 5 3-3 E =10

y (DEF) = (ABC) — (AEF) — (BFD) — (CDE) =6 — 1 -8 - 2L = &,

Problema 18.Supongamos que + y| + |« — y| = 2. ¢ Cual es el valor mayor posible
dez? — 6z + y2?
(@)5 (b)6 ©7 (d)8 ()9

Solucion. La respuesta es (d).
Consideramos la ecuacin+ y| + |z — y| = 2. Como cada lado de la ecuacion es no
negativo, podemos elevar al cuadrado y obtenemos,

(+y)?+20@+y)(@—yl+@—y?> = 4,
x2+y2+|z2—y2| — 2'

Si|x| > |y| esta ecuacion se reduce#& = 2 cuyasoluciones = +1y -1 <y < 1.
Analogamente, diy| > |z| obtenemog = +1y —1 < z < 1. Por lo tanto, la gréafica
de la ecuaciofr + y| + |z — y| = 2 es el cuadrado delimitado por las rectas +1
yy = £1. Parac > —9, la ecuacior: = 2> — 6z 4+ y> = (z — 3)2 + 4> — 9 es
la ecuacion de una circunferencia con ceritd) y radio+/c + 9. Entre todas estas
circunferencias que intersectan el cuadrado, la mayoferentos puntog—1,+1) y
tiene radioy/41 + 12 = \/17. Se sigue que el valor maximo des17 — 9 = 8.

Problema 19.En una competencia ca¥i jugadores, el nUmero de jugadores con status

VIP esigual a
91+ logy (N-1)] _ p7.

Suponiendo qué9 jugadores tienen status VIP, ¢cual es la suma de los dopenas
quefios valores d& ? (Nota:| z| denota el mayor entero que es menor o igualgue
(a)38 (b) 90 (c) 154 (d) 406 (e) 1024

Solucion. La respuesta es (c).

Las condiciones dadas implican giye> 19y 1 + |log,(N — 1)| = logy (N + 19).
Comol+ |log, (N —1)] es un entero positivieg, (N +19) también lo es; por lo tanto
2k = N + 19 > 38 para algln enterg. Se sigue qué > 6 y que los dos menores
valores deV son26 — 19 = 45y 27 — 19 = 109, cuya suma e$54.

Nota: Esta formula para el nUmero de jugadores con estdBad® un método pa-
ra determinar el niUmero de los que no jugaran en la printardar en un torneo de
eliminaciébn simple.
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Problema 20.Seaf (z) = ax? + bx + ¢, dondeua, by c son enteros. Supongamos que
f(1)=0,50 < f(7) < 60,70 < f(8) < 80,y 5000k < f(100) < 5000(k + 1) para
algln enterd:. ¢ Cual es el valor de?

@1 (b)2 (c)3 (d)4 (e)5

Solucion. La respuesta es (c).

Notese qug (1) = a+b+c = 0, entonced (7) = 49a+T7b+c = 48a+6b = 6(8a+D).
Por lo tanto,f(7) es un nUmero entero miltiplo @eque esta estrictamente enbey
60, de modo qu¢g(7) = 54y 8a + b = 9. De manera similarf (8) = 64a + 8b + ¢ =
63a+7b = 7(9a+b). Porlo tantof(8) es un nimero entero multiplo destrictamente
entre70 y 80, de modo quef(8) = 77y 9a + b = 11. Se sigue que = 2,b = -7y
¢ = 5. Porlotanto,f(100) = 2 - 100% — 7- 100 + 5 = 19, 305, y entonces = 3.

Problema 21.Seanf,(z) = vV1—z Yy fo(z) = fan_1(vVn? —z) para cada entero
n > 2. Si N es el mayor valor de para el cual el dominio d¢, es no vacio y el
dominio defy es{c}, ¢cuél es el valor d& + ¢?

(a) —226 (b) —144 (c)—20 (d) 20 (e) 144

Solucion. La respuesta es (a).

fa(x) = /1 —+/4 — x estadefinidasiy solo 8i< /4 — z < 1, de donde el dominio
de f, es el intervald3, 4]. De manera similar, el dominio d& es el conjunto solucion
de la desigualdad < /9 — z < 4, el cual es el interval¢—7,0], y el dominio de
fa es el conjunto solucion de la desigualdad < /16 — 2 < 0, el cual es{16}.

El dominio defs; es el conjunto solucion de la ecuaci¢f25 — x = 16, el cual es
{—231}, y como la ecuacion/36 — x = —231 no tiene soluciones reales, el dominio
de fs es el conjunto vacio. Por lo tantdy, + ¢ = 5 + (—231) = —226.

Problema 22.SeaR una region cuadradasy > 4 un entero. Un punt& en el interior
de R se llama “particionah-rayos”, si existem rayos saliendo d& que dividen aR
enn triangulos de la misma area. ¢ Cuantos puntos son “arékl 00-rayos” pero no
son “particional0-rayos”?

(a) 1500 (b) 1560 (c) 2320 (d) 2480 (e)2500

Solucion. La respuesta es (c).

Véase la solucion del problema 25 del AMC 10.

Problema 23.Seanf(z) = 254 y g(z) = f(f(2)), dondea y b son nimeros comple-
jos. Supongamos que| = 1y queg(g(z)) = z paratodo: tal queg(g(z)) esta defi-
nido. ¢, Cuél es la diferencia entre el valor maximo y el vaitimo de|b|?

@0 (b)v2 -1 ©v3-1 (d1 (€)2

Solucion. La respuesta es (c).
Notese que,

4 ta (1+a)z+a(l+b) Az+B
g(z): +b 7( ) ( )7

e tp (1+b)z+(a+b?)  Cz+D’
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dondeA =1+a,B=a(l +b),C=1+by D = a-+ b’ Entonces,

_ Ag(2)+ B

9(9(2)) = W-

Haciendog(g(z)) = z y resolviendo parg(z) se obtieng(z) = 221, Igualando
las dos expresiones pagé&) se obtiene,

(Az + B)(Cz — A) = (—Dz + B)(Cz + D),

es decir,
(A+D)(2°C +2(D - A) — B) =0,

que por hipotesis, debe cumplirse para tad@l queg(g(z)) esta definido. Por lo
tanto, o bienB = C =0 (y A = D) o bienA + D = 0. En el primer casa) = —1,
f(z) = 2 yg(z) = % = z, como se requiere, a no ser que= —1. (Note
que en este caso = —1 implicariaf(z) = 1 para toda # —b, lo cual contradice
9(9(z)) = =z para toda tal queg(g(z)) esta definido.)

En el segundo casb+ 2a + b? = 0, de donddb|? = |2a + 1|. Comola| = 1, de la
desigualdad del triangulo, se obtiene,

1=12|a| — 1] < [2a+ 1| < 2Ja] + 1 = 3,

de dondel < |b| < /3. El minimo|b| = 1 se consigue cuando= —1yb = 1 (0
como en el caso anterior, cuandde= —1). El maximo|b| = /3 se consigue cuando

a =1y b= ++/3i. Ladiferencia requerida ag3 — 1.

Nota: Las condiciones implican queesta sobre el circulo unitario del plano complejo,
de modo quea + 1 esta en un circulo de radibcon centro erl. Los pasos antes
mostrados son reversibles, de dond&si= —1 — 2a, entonceg(g(z)) = z (a no ser
guea = b = —1). Por lo tantop? puede estar en cualquier parte en el circulo de radio
2 centrado en-1, y |b| puede tomar cualquier valor entrgy /3.

Problema 24.Considere todos los cuadrilaterd®C D tales queAB = 14, BC =9,
CD =7y DA = 12. ;Cual es el radio del circulo mas grande que cabe deati@ d
cuadrilatero?

(@)Vv15 (b) V21 (€)2v6 (d)5 (€)2v7

Solucion. La respuesta es (c).

ComoAB + CD =21 = BC + DA, se sigue quel BC' D siempre tiene una circun-
ferencia inscrita tangente a sus cuatro ladosrStaadio de la circunferencia inscrita.
Notese qué ABCD) = 2r(AB + BC + CD + DA) = 21r. Por lo tanto, el radio es
méaximo cuando el area es maximizada. Notese(gli8C) = 1 - 14 - 9 - sen(B) =
63sen(B)y (ACD) = 1-12-7-sen(D) = 42sen(D). Por un lado, tenemos que,

(ABCD)*> = [(ABC)+ (ACD)]?
63%sen’(B) + 42? sen?(D) + 2 - 42 - 63 - sen(B) sen(D).

Por otro lado, por la ley de los cosenos,

AC? =122 + 72 —2.7-12-cos(D) = 14> + 9> —2-9 - 14 - cos(B).
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Entonces,

02 (2(26) + 2(16))2 _ (142 — 122492 — 72)2
4 4
(63 cos(B) — 42 cos(D))?
= 63%cos?(B) + 422 cos?(D) — 2 - 42 - 63 cos(B) cos(D).

Sumando estas dos identidades obtenemos,

(ABCD)? +21> = 63*4+42% —2-42-63-cos(B + D)
< 63%+422 424263 = (63 4 42)% = 105%,

con la igualdad siy s6lo 8 + D = m, es decir, siy sdlo s BC'D es ciclico. Por lo
tanto,(ABCD)? < 105% — 212 = 212(52 — 1) = 422 - 6, y el maximo requerido es
r = %(ABCD) = 2/6.

Segunda soludn. Establezcamos como en la primera solucion guee maximiza
cuando el area se maximiza. La formula de Bretshneideyadhgeneraliza la formu-
la de Brahmagupta, establece que el area de un cuadrikateitrario con lados de
longitudesa, b, ¢y d, esta dada por,

\/(s —a)(s —b)(s—c)(s —d) — abed cos? 0,

dondes = %(a + b+ ¢+ d)y 0 esla mitad de la suma de cualquier par de angulos
opuestos. Para, b, c y d fijos, el area se maximiza cuandosf = 0. Por lo tanto,

el area se maximiza cuando= %w, esto es, cuando el cuadrilatero es ciclico. En
este caso, el area es igual/@ - 12 - 14 - 9 = 42+/6, y el radio maximo requerido es

r =4 42V6 = 2V6.

Problema 25.En el trianguloABC se tiene que/BAC = 60°, ZCBA < 90°,
BC =1y AC > AB. SeanH, I y O el ortocentro, incentro y circuncentro del
trianguloABC, respectivamente. Supongamos que el area del pentdgond H es
la mayor posible. ¢ Cual es la medida del angtddB A?

(a)60° (b) 72° (c) 75° (d) 80° (e)90°

Solucion. La respuesta es (d).

Por el teorema del angulo inscritd BOC' = 2/BAC = 120°. SeanD y F los pies
de las alturas del trianguld BC desdeB y C, respectivamente. Con@FE y BD se
intersectan e,

/BHC = /DHE=360°—-/HFEA—-/ADH — /EAD
= 360° —90° —90° — 60° = 120°.
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Como las recta®3] y C1T son bisectrices detCBA y del ZAC B, respectivamente,
se sigue que,

/BIC = 180° - ZICB — Z/CBI = 180° — %(AACB + ZCBA)
= 180° — %(180" — ZBAC) = 120°.
Entonces, los puntadd, C, O, I y H estan todos en una misma circunferencia. Ademas,
0CI = ZACI - ZACO = %AACB — (900 — %ACOA)
= %AACB — (90° — ZCBA)
= %AACB —90° 4 (120° — LACB) = 30° — %AACB,

y ZICH = ZACH — ZACI = (90° — ZEAC) — /ACB = 30° — $/ACB.
EntoncesD! = IH. Como(BCOIH) = (BCO) + (BOIH)y BCO es un triangu-

lo isbsceles corBC = 1y OB = OC = % es suficiente maximizar el area del

cuadrilateroBOIH. Si P, y P, son puntos en el arcBO con BP; < BP,, enton-
ces el area maxima deBP; P, ocurre cuandd3P; = PP, = P,O. De hecho, si
BP, # P, P, entonces reemplazand® por el puntaP; ubicado a mitad de camino en

el arcoB P, produce un triangul® P; P, con area mayor que la del triangub; P,

y el area del triangul®3O P, permanece igual. De manera similar[3iP, # PO,
entonces reemplazandd por el punto medid?; del arcoI/DTO se tiene que el area del
triangulo P, P;O aumentay el area del trianguiP, O permanece igual.

Por lo tanto, el maximo se consigue cuardd = [H = HB, esto es, cuando
£0CI = ZICH = LHCB = 3/0CB = 10°. Luego,30° — 3 ZACB = 10°,
de donde/ACB = 40°y ZCBA = 80°.
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Xl Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 16 al 26 de junio de 2011 se celebrd en Colima, México, la Xlll Oliaga Ma-
tematica de Centroaméricay el Caribe. México ocupgietgr lugar, conl 18 puntos,

de entre lod 3 paises que participaroBiste es el puntaje mas alto que se ha obtenido
en una Olimpiada Centroamericana.

La delegacion mexicana estuvo integrada por los alumndanAMedrano Martin del
Campo (Jalisco), Enrique Chiu Han (Distrito Federal) y Jdaros Ortiz Rhoton (Ja-
lisco). Todos ellos obtuvieron medalla de oro. Enrique wbtii puntos de un total de
42, Adan obtuvol0 puntos y Juan Carlos obtudd puntos.

A continuacion presentamos los examenes y sus solucitmlesX|ll Olimpiada Cen-
troamericanay del Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesidaeuatro horas y media
cada una para resolverlos.

Problema 1.En cada uno de los vértices de un cubo hay una mosca. Al snisdbato
cada una de las moscas vuela a alguno de los vértices dekituado en una misma
cara que el vértice de donde partid, pero diagonalmentestp a éste. Al sonar el
silbato, ¢,de cuantas maneras pueden volar las moscas deque@n ningln vértice
gueden dos o mas moscas?

Solucibn de Ana Sofia Dominguez Cajas (GuatemalaYenemos que cada mosca
tiene3 posibilidades a donde ir, pa€a H, F 0 A; paraH: C, F 0 A; paral: H,C o
A;yparad: H, FoC.

A B

H G

Ahora sabemos que las moscasénC, F' o A no se ponen en cualquiera de los
vérticesB, D, E o G. Entonces vamos a denominar al grupo de veérticed, H, F’
como(C’ y al grupo de vertice®, D, E/, G como(G’. Lo que pase con las moscas en
C' puede pasar con las moscag€nEs decir, que luego de que suene el silbato como
sea que qued€’ puede quedat’ y como sea que qued® puede quedaf’. Ahora
veamos todas las posibilidades@& que son las mismas d¢. Como lo que hagan
las moscas de un grupo no afecta en nada al otro, podemos&adibajo que pasa lo
mismo pero reflejado. Al le correspond®, a H le correspondé’, aFE le corresponde
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FyacC letocaD.

Supongamos que la mosca que est&’ese mueve &, entonces la mosca di se
tiene que mover y tiene tres posibilidades: F' o C. Si elige A, la mosca ded se
tiene que mover & y entonces la mosca déa C'. Luego hay3 posibilidades sC se
mueve aH . Analogamente hay tres posibilidadeg€’sse mueve a1 o a F'. Entonces
en(C’ hay9 posibilidades y por lo tanto, e’ también. Por lo tanto, en total h&y
maneras en que pueden volar las moscas, de modo que en négoe queder2 o
mas moscas.

Problema 2. SeanABC un triangulo escalend) el pie de la altura desd4, E la
interseccion del ladelC' con la bisectriz de ABC, y F' un punto sobre el ladd B.
SeaO el circuncentro del trianguld BC'y seanX, Y, Z los puntos donde se cortan
las rectasAD con BE, BE conCF, CF con AD, respectivamente. S{Y Z es un
triangulo equilatero, demuestra que uno de los trisoglXY, OY Z, OZX es un
triangulo equilatero.

Solucibn de Oscar Armando Hidalgo Arévalo (El Salvador). Siempre habra un
triangulo equilatero dond@ es uno de los vértices. Los otros dos vértices son aquellos
gue su recta corta al plano dejand@ade un lado y al otro punto del otro lado. Por
ejemplo, en este casvY O es el triangulo equilatero.

A

Como eltrianguloX'Y Z es equilatero, entonce X Z = /X ZY = /XY Z = 60°.
Luego, como los angulos opuestos por el vértice son igutdaemos qUEY X Z =
ZBXD = 60°, y como/ZX DB = 90°, entonce DBX = 30°. Andlogamente en
el trianguloDZC tenemos quefCDZ = 90°y £DZC = 60°, luego£DCZ =
30°. Ademas, com@d X es bisectriz del angul® BF, entonces’ X BF' = 30°. De
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aqui que/BFC = 90° y Z es el ortocentro del trianguld BC. Ademas, como
LFZA =60°, tenemos qu&FAZ = 30°.

Ahora bien, coma) es el circuncentro del trianguld BC, entoncesdO = OB =
OC, es decir, el trianguldOC es isdsceles. Ademases el ortocentro del triangulo
ABC, luego por ser isogonales tenemos gd&AF = ZOAC = 30°, de donde
ZOCA = 30°. ComoBZ es perpendicular dC, entonced’GC B es ciclico, luego
LFCB = /ZZGF = 30°, de donde/AGF = 60°.

Como/ZYCB = £ZY BC = 30°, entonces el triangulBY C es isbsceles coBY =
YCycomoOC = OBy YO es comln, entonces los triangulB¥ O y CY O son
congruentes. Luege; BYO = Z0Y C = 60° pues/BY C = 120°. Analogamente,
los triangulosOX A y OX B son congruentes, dado qued = OB, AX = XBYy
tienen aX O en comin. Luege/ DXO = ZOXY = 60°. De aqui queZ X OY = 60°
y por lo tanto el trianguloX OY es equilatero.

Analogamente se demuestra, dependiendo de dond©estée el trianguldd X Z o
el trianguloOY Z es equilatero.

Problema 3.Aplicar un desliza un entera > 2 significa tomar cualquier primpque
divida an y reemplazarn por %”2

Se comienza con un entero cualquiera mayor o iguayae le aplica un desliz. Al
nimero asi obtenido se le aplica un desliz, y asi suaesmte se siguen aplicando
deslices. Demuestra que sin importar los deslices apl&agoalgiin momento se ob-
tiene el nUmeré.

Solucion de Francisco Acosta Henao (Colombia).a demostracion la haremos por
. . . . 2
induccion fuerte em. Al aplicar un desliz a = 5 obtenemos+> = 6. Luego,

6+3%
5=

Supongamos entonces que el problema es cierto para todoéreeros entré y &
(inclusive) conk > 5. Consideremos el nimeko+ 1. Sik + 1 es primo, con el (nico

desliz pasa é%ﬁ“y = k + 2 que no es primo.

Vamos a demostrar quessino es primo yp es un divisor primo de, entonces’”p—p2 <
n—1. Hagamoép} = m. Entonces, debemos probar que-p < mp— 1. Observemos
que sim = 1, entonces = p lo cual no puede ser porqueno es primo. Entonces,

m > 1. Sim = 2, entonce + p < 2p — 1 siy sblo sip > 3. Sip = 3, entonces

n = 6y ya vimos este caso. $i= 2, entonces = 4 lo cual no puede ser.

Sim >2yp > 3,entoncep >3 > 1+ -2 ydeaqup > 1+ 25 = 2E1 | uego,
m+1 < p(m — 1) que es equivalentera + p < mp — 1.

Tenemos entonces que al aplicar un desliz-a 1 (si este no es primo), se obtiene
un nimero menor o igual quepor la desigualdad que acabamos de demostrar, y al
aplicar dos deslices/a+ 1 (si éste es primo), también se obtiene un nUmero menor o
igual quek.

Demostraremos qué*—p2 > 5 para todon > 6y p divisor primo den. Haciendo

% =m, la desiguald%d a demostrar es equivalente a demostramgue > 5 Si

mp > 6. Sip = 2 es claro el resultado, pues+ 2 > 5 si2m > 6. Sip = 3, entonces

6+2%

6 — 5 06— 5.
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m>2ym+p>2+3=05.Sip > 5, entoncedp + m > 5 siempre se cumple para
todom > 0. Por lo tanto,&p’”2 > 5 paratodor > 6y p divisor primo den.

De todo lo anterior tenemos entonces que. sk 6 y n es primo, al aplicarle dos
deslices a» obtenemos un entedotal ques < k£ < n. Ademas, sih > 6y n no es
primo, al aplicar un desliz a obtenemos un enterotal que5 < k& < n. Luego, por
la hip6tesis de induccion, al aplicar deslicels & 1 obtendremos un nimeidal que

5 < i < kyya sabemos que todos los niumerosial k& funcionan. Por lo tanto, el
problema se cumple para todos los nUmergs 5.

Problema 4.Encuentra todos los enteros positiyeg y r, conp y ¢ nUmeros primos,
que satisfacen la igualdad:

1 1 1 1

+ - .
p+1l q+1 (p+1)(g+1) r

Solucibn de Adan Medrano Martin del Campo (M éxico). Tenemos que,

1 1 1 1  ptg+1l

P prl grl prDErD)  prDErL)

de donder = (p;fq(ﬂl) = pq;f;fjl. Luego,p+q+1 | pg+p+q+1yde
aquip + ¢+ 1 | pg. Comop + ¢ + 1y pq son enteros positivos, la Gltima relacion de
divisibilidad implica quep + ¢ + 1 < pq. Por otra parte, los Gnicos divisores positivos
depg sonpq,p,qy 1 ya quep y ¢ son nUmeros primos, y claramenter ¢ + 1 es
mayor quep, g y 1. Por lo tantop + ¢+ 1 = pg que es lo mismo g — 1)(¢g—1) = 2.
Tenemos entonces dos posibilidades: 1 =1yg¢—1=2,0p—1=2yq—1=1.

En el primer caso obtenemos que- 2y ¢ = 3, y en segundo caso obtenemos- 3

y ¢ = 2. En ambos casos tenemos g + -7 — iy = 5 T4~ 12 = 3 de
modo quer = 2. Por lo tanto, las soluciones sm ¢,r) = (2,3,2)y (3,2, 2).

Problema 5.Los nimeros reales positivasy, z son tales que,
X

Y

y z
r+=-=y+—=z+—=2.
z X

Determina todos los valores posiblesade y + z.

Solucion de Juan Carlos Ortiz Rothon (México).Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que es el menor de los tres, es deeir- min{z, y, z}, y que cualesquiera dos
nimeros de:, y y z son distintos.

Usandar + £ = 2, tenemos por la desigualdad media aritmética - media g&ara;

9=z+4+7 22\/95(9) — 2,/
z z z

de dondel > “¥ o bienz > xy. Siz > 1oy > 1, entonces: > zy > y O
z > xy > x, pero esto no puede ser porque< x Yy z < y. Por lo tanto, los tres
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nimerose, y, z SON menores que

Usando ahoraque+ 2 =2yy < 1,tenemos qué =2 —y > 2 — 1 = 1, es decir,

z > x lo que es una contradiccion.

Por lo tanto, dos de los nUmerosy, z son iguales. A partir de aqui dejamos de suponer
guez es el menor de los tres. Sin pérdida de generalidad, supogguer = y.
Usando: + 7 = 2, tenemos que + 1 = 2y de aquiz = 1. Luego,

z 1
2:y+_:$+_7
X X

de donde2z = 22 + 1, o bien(z — 1)? = 0. De aqui que: = 1y por lo tantoy = 1.
Luego,x = y = z = 1 es la Gnica solucion y + y + z = 3.

Problema 6.SeaABC un triangulo acutanguloy sedn, E'y F' los pies de las alturas
desdeA, By C, respectivamente. Seany Z los pies de las perpendiculares desde
By C sobreF'D y DE, respectivamente. Sda la reflexion deF' con respecto &

y seaF; la reflexion deE con respecto &'. Si3EF = FD + DE, demuestra que
/BZF, = /CYE;.

Nota: La reflexbn de un puntd® respecto a un punt@ es el puntaP; ubicado sobre

la recta PQ tal que@ quedaentreP y Py, y PQ = QP.

Solucion de Chiu Han (México).Empezaremos demostrando algunos lemas.
Lema 1.SeaABC un triangulo. SearX, Y y Z los puntos de tangencia del iinculo
del triangulo ABC con los ladosBC, CA 'y AB, respectivamente. SiB + AC =
3BC, entonceAY = AZ = BC.

Demostracibn. Consideremos la siguiente figura:

A

B X C

Sabemosqud”Z = AY,BZ = BX yCY = CX. Entonces,

3(BX +CX) = 3BC
= AB+ AC
= AZ+ZB+AY +YC
= AZ + BX + AY + CX,

luego24Z = 2(BX + CX),de aquiquelZ = AY = BX + CX = BC.
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Lema 2.SeaABC un triangulo acudngulo. SearD el pie de la perpendicular desde
A a BC, FE el punto diametralmente opuestoen el circundrculo del triangulo
ABC'y P el pie de la perpendicular desdea BC'. EntoncesBD = CP.
Demostracbn. SeaH el ortocentro del trianguld BC.

Sea/BAC = o, ZABC = gy ZBCA = ~. Entonces/FAC = ZBAD =90°—f
ya que el ortocentro y el circuncentro son isogonales. CdrooeglrilateroBACE es
ciclico,/CBE = /ZEAC = 90° — 3. Ademas/HCB = 90° — 3 (que se obtiene
facilmente trazando el pie de altura degstla AB), de donde C es paralelad BE.
Por otro lado,

/BCE = /BAE = /BAC — ZEAC = o — (90° — 8) = 90° — ~,

donde hemos usado que+ 8 + v = 180° y que BACE es ciclico. Por otro la-
do, ZHBC = 90° — ~ (se obtiene de la misma manera que obtuviriésC' B), de
dondeH B es paralela & E. Entonces, el cuadrilatetd BEC' es un paralelogramo,
de donde el trianguld BC' es congruente al triangulBC B, y de aqui es evidente
que el trianguloH BD es congruente al triangulBC P, entoncesBD = PC como
gueriamos.

Lema 3.SeanA BC un triangulo acudngulo,H su ortocentro D, E, y F' los pies de
las alturas desdel, By C, respectivamente. Entoncékes el incentro del tAngulo
DEF.

Demostracbn. Tenemos la siguiente figura:

A
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Sean/BAC = «, ZABC = 8y /BCA = ~. Es facil ver que/ABE = ZACF =
90° — o, ZBAD = /BCF = 90° — gy Z/CBE = ZCAD = 90° — ~. Como
/AFEH = /AFH =90°, AFHEFE esciclico,de dondéFEH = /FAH = 90°—f3
y/EFH = /ZEAH = 90° — ~. AndlogamenteBDH F'y CDH E son ciclicos, de
donde,/FDH = /FBH = 90° — o, /DFH = /DBH = 90° — v, /ZHDE =
LHCE =90°—-ay/ZHED = ZHCD = 90° — 3. Entonces/DFH = /EFH =
90° —~,4/DFH = /ZFEH =90° - 8y /DFH = /ZEDH = 90° — «, de donde
H es el incentro del triangulD E F.

Ahora regresemos al problema original. Sédry N las intersecciones dg; Y con
ABYy I\ Z con AC, respectivamente, y sedh @, R los pies de las perpendiculares
desdeH a FD, DEy EF, respectivamente. Tenemos la siguiente figura:

A
[y
E
R
F
B P P Q
M A
B D C

Por el Lema 3H es el incentro del triangul® EF', por lo queP, Q y R son puntos
de tangencia del incirculo del trianguldE' F' a los lados de dicho triangulo. Ahora,
comoDF + DE = 3EF, por el Lema 1 tenemos queP = DQ = EF. Por otro
lado, seav BAC = o, /CBA = fy ZACB = ~. En la demostracion del Lema 2
habiamos visto que HDF = ZHDE = 90° — a. Entonces,

/BDY = 4/BDF=/BDH - /FDH =90°—(90°—a) =«
= «/CDH - /EDH =/CDE = /ZCD2Z,
de donde,
/DBY = 180° - 4ZBDY — ZBY D =180° —90° — a = 90° — «

= 180°—-4ZCDZ — /CZD = /DCZ.

Ademés,/EBA = /FCA = 90° — «. Considerando el triangul®DF, como
/DBY = /EBA = ZHBF y comoY es el pie de la altura desdg, es un he-
cho conocido quéBH pasa por el circuncentro del trianguDF (ya que la altu-
ra y la recta que une el vértice con el circuncentro son isags). Ademas, como
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/BDH = /BFH = 90°, el cuadrilateradBD H F es ciclico, de dond# es el punto

diametralmente opuestaen el circuncirculo del triangulB D F' (también es posible
ver que comBFH = 90°, BH es diametro).

Analogamente H es el punto diametralmente opuest@’aen el circuncirculo del
trianguloCDE. Ademas, comd! P es perpendicular ®F y HQ es perpendicular a
DE, por Lema 2 tenemos que'P = DY y EQ = DZ. Entonces,

FY = FP+PY=DY+YP=DP=FF=FF;
EZ = EQ+QZ=DZ+ZQ=DQ=EF
Luego, los triangulo$’'E, Y y EF) Z son isosceles.

En la demostracion del Lema 2 habiamos visto gieFD = /ZHFE = 90° — vy
queZHED = ZHEF = 90° — j3, entonces,

/E\FY = 180°— ZDFE
= 180° — /DFH — /EFH
= 180° — (90° — ) — (90° — ~) = 2v,

de donde/FY [ = B8OC=LE Y _ 1807227 _ g0 _

Analogamentey Iy EZ = 23, de donde/EZF; = 90° — 5.

Por otro lado, come’ZEB = /FEB = 90° — 8y EZ = DQ = EF, tenemos que
el trianguloEZ B es congruente al triangulBF'B, de donde/FZB = /EFB =
180° — LAFE = 180° — (90° — ZEFH) = 180° — (90° — (90° — v)) = 180° — ~.
Analogamente el triangulB EC' es congruente al trianguldY C', de donde/FY C =
LZFEC =180° — LAEF = 180° — 5. Ahora, sumamos y nos queda:

/BZF, = /BZE+ /EZF, =180° —~y+90° — 8 = 270° — B —
LOYE, = JCOYF+/FYE; =180° — B+ 90° — v = 270° — 3 — .

Entonces/BZF, = ZCY E;, como queriamos demostrar.
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Las Olimpiadas de Matematicas
en México

Por Radmila Bulajich Manfrino

Historia de la Olimpiada Mexicana de Matematicas

Durante el afio de 1987, un grupo de matematicos, entre &llsé Seade, Monica
Clapp y Carlos Bosch, preocupado por la educacion y laidifude las matematicas
en México, se plantean la organizacion de un concursmnatde matematicas. La
finalidad era doble, se pretendia promover las matensaticlre los jovenes del pais
pero también se buscaba un mecanismo para seleccionaalhosos que represen-
tarian a México en la Olimpiada Internacional de Mateca&t (IMO, por sus siglas
en inglés). México ya habia participado en la IMO en 19&hy1 987, pero no existia
ninglin mecanismo, que incluyera a todos los subsistemaseleanedio superior, para
conformar las delegaciones. La delegacion que represaviExico en la IMO de 1981
estuvo formada Unicamente de cinco alumnos y fue seleed@a través de dos con-
cursos. Dos de los alumnos se eligieron a través de un camgue se le llamd “Evento
Nacional Intertecnologico XXV”, en el cual concursaros lostitutos Tecnologicos
que antes contaban con el bachillerato. El otro, fue un asnaealizado entre los Cen-
tros de Bachillerato Tecnolbgico Industrial y de Serviqi€@BTis), y de este tltimo se
eligieron a tres concursantes. En 1987, la IMO se realizOwa y fue el Ministro de
Educacion cubano quien, durante una visita que realiageatro pais ese mismo afio,
invitdb a México a participar en la misma. Los candidatoe gepresentaron a Méxi-
co en la IMO en Cuba, fueron seleccionados de la siguienteraados alumnos del
Instituto Politécnico Nacional, dos alumnos de la Uniigad Nacional Autbnoma de
México, un alumno de una preparatoria de Tijuana y uno neasnad preparatoria de
Tula. Ese mismo afio, la SEP le otorgd un voto de confianz&sadaedad Matemati-
ca Mexicana (SMM), para que fuera ella quien organizarandiera y realizara la
Olimpiada Mexicana de Matematicas.
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El primer concurso de la OMM se realiz6 en la ciudad de XalMesacruz, en el
mes de noviembre durante el Congreso Nacional de la SMM.&\@Bsher concurso,
asistieron Unicamente los ganadores de 12 concursosiedgsoque se realizaron pre-
viamente. A los ganadores de este concurso se les prepar@qapetir en la IMO
que se realizé en Canberra, Australia en julio de 1988. mard987 se empezo a in-
vitar a algunas personas, de distintos estados, para @seoefjanizaran concursos en
sus estados y eligieran a los alumnos que asistirian alcemdel siguiente afo. Los
estados en los que si se pudo encontrar un delegado fuevahuita, Distrito Federal,
Durango, Guanajuato, Jalisco, Michoacéan, Nuevo LebebRuVeracruz y Zacatecas.

Durante 1988, el nUimero de delegados estatales aumeat@dhgieron a la organiza-
cibn otros 15 estados, es decir, se tenia un total de 28asstan al menos un minimo
de organizacibn olimpica. Los estados que se adhiriererof: Aguascalientes, Baja
California, Colima, Guerrero, Hidalgo, Estado de Méxibtmrelos, Nayarit, Oaxaca,
Querétaro, Quintana Roo, San Luis Potosi, Sonora, Talyadacatan. Ya, en el afio de
1989, se habian nombrado delegados en todos los estadmgnpauchos de ellos la
organizacion era deficiente y no participaban en el cooaquasional. En la actualidad,
las delegaciones de cada uno de los estados estan forntadiaalpmnos, con excep-
cion de la delegacion del Distrito Federal que esta fala@or 10 alumnos. En el afio
de 2001 fue la primera vez que se contd con la participatgdimdos los estados de la
Republicay por primera vez todos los estados participeoorel equipo completo. A
partir de 2004 esta ha sido la norma en general, con exaegel@fio 2009 en el que
el estado de Tabasco no participo.

Los estados de la Republica que han sido sede de los coatiasionales son:

Afo | No. de Olimpiada| Estado
1987 | 1° Concurso Veracruz
1988 | 2° Concurso Sonora
1989 | 3° Concurso Puebla
1990 | 4° Concurso Guanajuato
1991 | 5° Concurso Morelos
1992 | 6° Concurso Tlaxcala
1993 | 7° Concurso Guerrero
1994 | 8° Concurso Jalisco
1995 | 9° Concurso Colima
1996 | 10° Concurso Yucatan
1997 | 11° Concurso Nuevo Lebn
1998 | 12° Concurso Querétaro
1999 | 13° Concurso Oaxaca
2000 | 14° Concurso Michoacan
2001 | 15° Concurso Morelos
2002 | 16° Concurso Colima
2003 | 17° Concurso Guanajuato
2004 | 18° Concurso Estado de Méxica
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Afo | No. de Olimpiada| Estado

2005 | 19° Concurso Campeche
2006 | 20° Concurso Zacatecas
2007 | 21° Concurso Coahuila

2008 | 22° Concurso Sonora

2009 | 23° Concurso Campeche
2010 | 24° Concurso Baja California
2011 | 25° Concurso San Luis Potos

Aln cuando el nmero de participantes de cada estado en@liso nacional es redu-
cido, el trabajo que el delegado de cada estado realiza @a®nar a sus represen-
tantes al Concurso Nacional es enorme. Hoy en dia existecolocursos estatales y
en algunas regiones ya se organizan también concursosiags, previos al concurso
nacional.

Posteriormente México se une a otras olimpiadas y actuséies ganadores del con-
curso nacional reciben un entrenamiento y los mejoresseptan a México en:

= La Olimpiada Internacional de Mateméticas desde 1987,
= La Olimpiada Iberoamericana de Matematicas desde 1989,

= La Olimpiada de Matematicas de la Cuenca del Pacifico died@fk sin embargo
en algunos afios no se ha participado,

= La Olimpiada Matematica de Centroamérica y El Caribe dd999.

En 2010, por primera vez, se participd (con un equipo derskamia) en el Concurso
Mundial de Matematicas para alumnos de primaria y secimdar

México ha sido sede de tres olimpiadas Iberoamericanasilad de México en 1993,
Guadalajara en 1997 y Querétaro en 2009), dos Centroaanas¢Meérida en 2002 y
Colima en 2011) y una Internacional (Mérida en 2005).

Organizacion Actual
El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matematieagsarrolla el etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las detgeas nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

La primera etapa “los Concursos Estatales” esta a cargdededado de cada uno de
los estados. A lo largo del afo, los delegados organizaoursos estatales y entre-
namientos con la finalidad de preparar a los alumnos quesipantan en el Concurso
Nacional de la OMM que, en general, se celebra en el mes dembvé de cada afo.
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El examen, del concurso nacional, que se aplica a los alupartisipantes consta de
dos pruebas escritas, cada una con una duracion de cuaa®yhmedia, realizadas
en dos dias distintos. Cada prueba consiste de tres prabldenmatematicas. Cada
concursante presenta por escrito su solucion a dichosdegmals. Los problemas del
examen del Concurso Nacional versan sobre distintos temasatematicas basicas
(previos a Geometria Analitica, sin incluir esta). Laotasion correcta de los pro-
blemas del examen requiere, en general, de mucho ingenigyadehabilidad en el
manejo de esos conocimentos basicos de matematicas.nitéCOrganizador de la
OMM elabora dicho examen con base en problemas que le elagatelegaciones
estatales, asi como miembros de la comunidad mateméatigents.

Con base en los resultados obtenidos, en el examen del Goridacional, se eligen al
menos a los 16 primeros lugares y a 8 alumnos, que no negasat&se encuentran
dentro del grupo de los primeros 16 alumnos, que cumplen lcageisito adicional
de tener 15 afos hasta el 31 de diciembre del afio en quemstentando el examen
del Concurso Nacional. La necesidad de contar con un gruptudenos mas jovenes
es que cumplan con los requisitos para poder participar@hrigiada Matematica de
Centroaméricay El Caribe.

En el mes de diciembre se inicia la Gltima etapa, la cualifiaaln poco antes de ir a
cada una de las competencias internacionales. Duranteagtenamientos se aplican
una serie de examenes selectivos que tienen como finalieigid & los alumnos que
representaran a México en cada uno de los certamenesmaeateionados.

Esta labor esta a cargo del Comité de la OMM. El Comité fessthado por un Presiden-
te y, un gran nimero de profesores y jovenes exolimp@oacias al compromiso de
todas las personas que nos apoyan, las cuales han tralmajad@stos afios, sin mas re-
muneracion que el placer de ayudar y preparar a las nuemasagones, es que Méxi-
co ha logrado colocarse en la posicion actual. Los Pretadetel Comité de la OMM
han sido: Carlos Bosch Giral (1987-1995), José Antonim€&d Ortega (1996-1999),
Maria Luisa Pérez Segui (2000-2003) y Radmila Bulajidniino (2004-2011).

M éxico en la Olimpiada Internacional
de Matematicas

Los concursos de matematicas tienen una gran tradicivamos paises del mundo.
En 1934 en la Unibn Soviética, B.N. Delone promueve la facidn de un comité que
organice competencias de matematicas y por primera vies, @smpetencias, reciben
el nombre de olimpiadas. El comité estuvo integrado pomgmentes matematicos
soviéticos y ese mismo afo organizan la primera Olimpdeldatematicas en Le-
ningrado (hoy San Petersburgo). Esta organizacion asitiurante varios afos y en
1959, en Rumania, se organiza la primera Olimpiada Inté@nabtde Matematicas con
la participacion de ocho paises del blogue socialista &ganizacion continlia con los
paises del bloque socialista y se convierte en un eventd.dinimero de paises par-
ticipantes empez6 a crecer afio con afio y en 2009 se odéelii* edicion de la IMO,
en Bremen, Alemania, con la participacion de ciento cuaaiees. En 1964, Mongolia
fue el primer pais no europeo en adherirse a la organzgcidnlandia, en 1965, fue
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el primer pais no socialista en participar. En los aficdgataproximadamente la mitad
de los paises que participaban eran del blogue socialist@tya mitad no socialista.
Cuba, en 1971, fue el primer pais del continente Americario@rporarse a la IMO,
seguido por Estados Unidos en 1974. No fue hasta 1977 querergrais Africano,
Argelia se une a la organizacion, seguido de Marruecos 88.¥finales de los afos
setenta se presentaron algunas dificultades en la orgémzala IMO de 1980, no se
llevb a cabo. En 1981, Estados Unidos fue sede de la IMO yedesth fecha no ha
habido interrupciones.

Actualmente la participacion de México en la Olimpiadgetnacional se puede califi-
car de buena pero claramente han sido largos afios de entezri@, no Unicamente de
los alumnos que participan en los certamenes, sino sofboedidtoda la gente involu-
crada en la organizacion. Afios en los que se han tenidopgeeder las técnicas para
preparar a los alumnos, afios en los que se ha elaboradoameagttidad de material
gue antes era inexistente al menos en espafiol.

En 1988, en Australia, el alumno Antonio Peimbert Torresaglanprimera medalla
de bronce para México y pasaron varios afios en los queneémide medallas (de
bronce) que obtenian los alumnos mexicanos eran Unidero@a o dos por afo, a
veces acompafiadas de algunas menciones honorifica® fieymas tarde, en 1997,
durante la Olimpiada Internacional realizada en Argenfadricio Alva Pufleau gana
la primera medalla de plata'y después de otros nueve af@ad06 en Eslovenia, Pablo
Soberbn Bravo obtiene la primera medalla de oro para Méktnimero de premia-
dos cada afo fue aumentando hasta que este afio, por pviezetada la delegacion
mexicana obtuvo una medalla, logrando la posicion 22, gua enejor posicion que
ha obtenido nuestro pais en la IMO.

A continuacion mostramos el lugar que ha obtenido MéxittaeOlimpiada Interna-
cional:

Afo Pais sede No. de péses| Lugar de Mexico
1987 | Cuba 42 40
1988 | Australia 49 37
1989 | Rep. Fed. de Alemania 50 31
1990 | Rep. Popular de China 54 37
1991 | Suecia 56 35
1992 | Rusia 56 50
1993 | Turquia 73 61
1994 | Hong Kong 69 65
1995 | Canada 73 58
1996 | India 75 53
1997 | Argentina 82 32
1998 | Taiwan 76 44
1999 | Rumania 81 52
2000 | Corea 82 32
2001 | Estados Unidos 83 46
2002 | Escocia 84 46
2003 | Japon 82 41
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Ao | Pais sede | No. de péses| Lugar de Mexico
2004 | Grecia 85 37
2005 | México 91 31
2006 | Eslovenia 90 24
2007 | Vietnam 93 37
2008 | Espafia 97 37
2009 | Alemania 104 50
2010 | Kazajistan 97 33
2011 | Holanda 101 22

En esta grafica mostramos el nUmero de medallas de ora ydhabnce obtenidas hasta
el afio 2003 inclusive y en los (ltimos 8 afios.
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En esta segunda gréafica podemos ver el nUmero de paisésugasistido a cada una
de las IMO desde 1987, afio en el que nuestro pais iniciarsigipacion, y cada uno
de los puntos marca la posicion de México.

Posicion de México en la IMO

clasificacidn inversa
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Meéxico en la Olimpiada Iberoamericana
de Matematicas

En 1985 la Organizacion de Estados Iberoamericanos p&dueacion, la Ciencia 'y
la Cultura, convoco a la primera Olimpiada Iberoamericm®atematicas, la cual se
celebré en Colombia con la participacion de 10 paisesxitb empieza a participar
a partir de la4° Olimpiada Iberoamericana de Matematicas, celebrada dfabana,

Cuba, en 1989, y a partir de esa fecha lo ha hecho sin intédrupc

Los resultados de las delegaciones mexicanas en las Ollagpiberoamericanas han

sido:

Afo Pais sede No. de péses| Lugar de Mexico
1989 | Cuba 13 3
1990 | Espaiia 15 3
1991 | Argentina 16 5
1992 | Venezuela 16 6
1993 | México 16 9
1994 | Brasil 16 6
1995 | Chile 18 9
1996 | Costa Rica 17 2
1997 | México 17 3
1998 | Replblica Dominicana 18 5
1999 | Cuba 20 3
2000 | Venezuela 21 2
2001 | Uruguay 21 3
2002 | El Salvador 22 3
2003 | Argentina 19 4
2004 | Espafia 22 5
2005 | Colombia 22 2
2006 | Ecuador 21 1
2007 | Portugal 22 4
2008 | Brasil 21 6
2009 | México 21 5
2010 | Paraguay 21 3
2011 | Costa Rica 21 1

La primera medalla de oro para México la obtuvo, en 1991n&eio ManueAbrego

Lerma del Distrito Federal.

En esta grafica mostramos el numero de medallas de preftesidos hasta el afio

2003 inclusive y en los Gltimos 8 afios.
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En esta segunda grafica podemos ver el nimero de paisés @sistido a cada una
de las Olimpiadas Iberoamericanas de Matematicas de€% 480 en el que nuestro
pais inicia su participacion, y cada uno de los puntos enk@osicion de México.
Nuestro pais en dos ocasiones ha sido primer lugar de etdenem, en el afio 2006 y
este afo.

Posicion de México en la Olimpiada lberoamericana
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Meéxico en la Olimpiada Matematica
de Centroameérica y El Caribe

Para promover la participacion de los paises de Amércar@l y El Caribe en concur-
sos de matematicas, a partir de 1999 se organizé la pri@lergiada Matematica de
Centroaméricay El Caribe, con sede en Costa Rica. Tarsbibaoscaba que los paises
de la region tuvieran un concurso para alumnos mas jevelaeo que en América del
Surya se llevaba a cabo la Olimpiada del Cono Sur. Es muy iapterque los alumnos
empiecen a participar en este tipo de concursos afos angsglir a una Olimpiada
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Internacional de Matematicas ya que, sin duda, la expadeue adquieren les ayuda
a tener un mejor desempefio en los concursos subsecuentes.

A la primera olimpiada asistieron 10 delegaciones y desttmeas México ha partici-
pado. En 2000, Mauricio Esteban Chacon Tirado de Chiapasola primera medalla
de oro. En 2002, por primera vez, México obtiene el primgatwy los tres alumnos
de la delegacion obtienen medalla de oro. Ellos fueronl&uib Enrique Carro Prado
de Nuevo Lebn, Marco Antonio Figueroa Ibarra de Sonora yo8arargas Obieta de
Jalisco. A partir de ahi, México siempre ha sido lideraledmpetencia con excepcion
del afo 2008.

Los resultados de las delegaciones mexicanas en la Olimpge&entroamérica y El
Caribe han sido:

Afo Pais sede | No. de p&ses| Lugar de Mexico
1999 | Costa Rica 10 2
2000 | El Salvador 9 2
2001 | Colombia 10 2
2002 | México 8 1
2003 | Costa Rica 11 1
2004 | Nicaragua 12 1
2005 | El Salvador 12 1
2006 | Panama 12 1
2007 | Venezuela 12 1
2008 | Honduras 12 2
2009 | Colombia 12 1
2010 | Puerto Rico 16 1
2011 | México 12 1

El nUmero de medallas que ha obtenido México desde la paieicion de la Olim-
piada de Centroamérica y El Caribe en 1999 se puede ver &ularste grafica.
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En esta grafica podemos ver el nimero de paises que hédmsicada una de las
Olimpiadas Matematicas de Centroaméricay El Caribeal#889, afio en el que inicia
este concurso, y cada uno de los puntos marca la posiciorediedl
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Posicion de México en la Olimpiada de
Centroaméricay El Caribe

clasificacion inversa

Meéxico en la Olimpiada Matematica
de la Cuenca del Patico

Desde 1991, algunos de los ganadores del Concurso Naciariligan anualmente
en la Olimpiada de Matematicas de la Cuenca del Pacifide. dmcurso se lleva a
cabo por correo y se presenta durante el mes de marzo. Naovamtbn un registro
estadistico sobre la participacion de México antes idel2004.

Ao | Pais sede| No. de pdses| Lugar de Mexico
2004 | Canada 19 9
2005 | Corea 19 13
2006 | Corea 21 10
2007 | Corea 21 10
2008 | Corea 28 14
2010 | Jap6n 33 14
2011 | Jap6n 35 14

El nUmero de medallas que ha obtenido México desde 2004tancempetencia se
puede ver en la siguiente gréafica.
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En esta grafica podemos ver el nUmero de paises que hédasicada una de las
ediciones de esta olimpiada desde 2004 y cada uno de losspuatca la posicion de
México. En 2004, Marco Antonio Figueroa Ibarra de Sonotawbla primera medalla
de oro. En el afio 2009 México no participo.

Posicion de México en la APMO
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Informaci on Olimpica

A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas, de octubre a dicierdb 2011.

Del 13 al 19 de noviembre en San Luis Potosi, San Luis Potosi
Concurso Nacional de 26* Olimpiada Mexicana de Matemaéticas.

Del 8 al 18 de diciembre en Cuernavaca, Morelos.
Entrenamiento para los seleccionados nacionales.
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Apendice

Teorema 1 (Induccibn) El método de inducéin se usa para demostrar que una pro-
posicbn P(n) es verdadera para todo entero > kg, dondek, es un entero fijo. El
método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra deig,) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone verdadera la proposigiP (k) para algin
enterok > k.

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
Ver [3].

Teorema 2 (Induccibn fuerte) El método de inducéin fuerte se utiliza para demos-
trar que una proposidin P(n) es verdadera para todo entero> kg, dondek, es un
entero fijo. El netodo funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra o) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone que para &ig enterok > kg la proposicbn
P(m) es verdadera para todo entekg < m < k.

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
Ver [3].

Teorema 3 (Principio de las casillas)Dados al menosk + 1 objetos acomodados en
n lugares, siempre hay un lugar con al merio$ 1 objetos.
Ver [8].

Teorema 4 (Factorizacon en primos) Todo entera: mayor quel puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor
Ver [4, 6].
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Definicion 5 (Congruencias) Dados dos fimeros enteros, b, y un entero positivan,
decimos que es congruente cohmodulom, sia — b es nilltiplo dem. En este caso
escribimos: = b (modm).

Ver [7].

Teorema 6 (Desigualdad media aritrética - media geonétrica) Siay,as, ..., a, SOn
nimeros reales positivos, se tiene que

ar+az+---+an

> {Jaras - an,

n
conlaigualdadsiy@losia; = as = --- = ay,.
Ver [2].
Teorema 7 (Desigualdad de las potencias}i ay, as, . . ., a,, SOn raimeros reales no

negativos, y, s son rumeros reales distintos de cero cor< s, entonces,

1 1
(a’{+a£+...+a;)7“ < (aiﬁLaSJF"'JFa%)S
n - n ’

conlaigualdadsiy@losia; = as = --- = ay,.
Ver [2].

Teorema 8 (Desigualdad de Tchebyshevpia; <as < -+ <ap,yb <by <. <
b,, son sucesiones déimeros reales, entonces,

(a1+a2+~--+an) (b1+b2+-~+bn) _ @b+ ashy+ -+ anby
- <

3

n n

conlaigualdadsiy@losia; =as =---=a, 0by = by =--- = by,.
Ver [2].

Teorema 9 (Teorema de Thales)Consideremos dos rectas transversales a tres rectas
como se muestra en la figura. Tenemos quéBi BE y C'F son paralelas entonces

£8 = DE Redprocamente, siZ = LZ y dos de las rectaslD, BE o CF son

paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.

A/ \D
VAR
¢/ \ r
/ \

Ver [1].



Apéndice 83

Definicion 10 (Angulos entre paralelas) Cuando unarecta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ochangulos que numeramos del 8, como se muestra en la figura.

Si la rectals intersecta a las rectag y [, decimos que esansversal a ellas. Los
angulos2, 4, 5y 7 estin entre las recta$, y l», los llamamosangulos internos los
angulos restantes los llamamaagulos externosLosangulos en lados opuestos por
la transversals se llamanangulos alternos como por ejempl8 y 5. A losangulost

y 5 les llamamoslternos internosy losangulos3 y 6 sonalternos externos

A losangulos que eén en la posidn correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo3 y 7 los llamamosangulos correspondientesEntonces, los pares de
angulos correspondientes en la figura anterior Son7, 1y 5,4y 8,2y6.

Sily y I son paralelas logingulos alternos internos son iguales.

Ver [1].

Teorema 11 (Suma de loéngulos internos de un trngulo) La suma de lo@angu-
los internos de un téingulo esl80°.
Ver [1].

Teorema 12 (Teorema de Pégoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver [1].

Definicion 13 (Congruencia de trangulos) Los triangulosABC'y A’ B’C’ son con-
gruentes si lo@angulos y los lados del tinguloABC son iguales a lo&dngulos y los
lados del trangulo A’ B’C".

Ver [1].

Criterio 14 (Criterio de congruencia LAL) Un criterio de congruencia de &ingu-
los nos dice que dos &ngulos que tienen dos lados yaigulo comprendido entre
ellos iguales, son congruentes. A este criterio de congriaese le llamdado-angulo-
ladoy lo denotamos comioAL .

Ver [1].

Criterio 15 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de #aingu-

los nos dice que si tenemos do&trgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio de congruendidisenalado-lado-ladoy

lo denotamos combLL .

Ver [1].
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Definicion 16 (Semejanza de tAngulos) Los triangulosABC y A’B’C’ son seme-
jantes, si sugngulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = /A'B'C’
/ACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’

y sus lados hologos son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B ~ BC  CA’

Ver [1].

Criterio 17 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los trAngulosABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces losérigulos son semejantes.
A esta reladdn le llamamosanguloéangulo y la denotamos como AA.

Ver [1].

Teorema 18 Si trazamos dos rectas tangentes a una circunferencia deseeismo
puntoP, entonces los segmentos de recta ddg3ddos puntos de tangencia son iguales
y el centro de la circunferencia yace en la bisectriz@edjulo entre las rectas.

Ver [1].

Teorema 19 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver [1].

Definicion 20 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.
Ver [1].

Teorema 21 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexcd BC' D es dclico si y
sblo si la suma de loangulos opuestos es igualld0°, es decir, si y 8lo si

/ZDAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
Ver [1].

Definicion 22 (Circulo de Apolonio) Dados un segmentdB y una constante > 0,
el lugar geonatrico de los puntog’ tales queﬁ—g = ¢ es una circunferencia. Dicha
circunferencia intersecta a la rectd B en dos puntos diametralmente opuestos.
Ver [9].
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