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Presentacon

Tzalod, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematig@®M), es una
publicacion trimestral editada por la Sociedad Matecadtlexicana (SMM). Los arti-
culos, problemas, soluciones, examenes y demas infoidmguae en ella encontraras,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores yiastad de nivel medio
superior que cada afo se preparan para participar en list@sconcursos de ma-
tematicas que se realizan dentro y fuera de nuestro pais.

Tzaloa es una publicacion de interés para un publicoiantp$ta concebida para satis-
facer las necesidades de la comunidad olimpica, perodalgjde su columna vertebral
es la resolucion de problemas, también resulta de gran pata todo aquel que guste
de hacer matematicas. El enfoque centrado en los razontsjel contenido expues-
to con rigor pero sin formalismos innecesarios 0 excesasiscomo su tendencia al
uso de matematica simple y elegante, son algunas de laderésticas que hacen del
material expuesto un recurso valioso para profesoregliaates, aficionados y hasta
profesionales de las matematicas.

Tzaloa, Ao 2012, Nomero 4

Con esta nueva edicion de tu revista Tzaloa cerram@) ¥l y como cada fin de
afio, la publicacion se ve enriquecida con la sectiba vida, un matedatico. En esta
ocasion, bajo el titulha matenatica es un oficio que todos podemos aprendeDr.
Adolfo Sanchez Valenzuela nos comparte un ensayo dondéesplaus reflexiones a
propésito de la actividad profesional de los mateméati¢osavés de sus paginas, el
Dr. Sanchez Valenzuela no solo establece atinadas daalegtre matematicos, artistas
y artesanos, sino que al hacerlo, ademas, nos cuenta susias personales, poniendo
en evidencia que lo mas importante para ser matematieopasion.

Por otro lado, para dhrticulo de Materaticasescogimos un tema clasico en los con-
cursos olimpicos: la desigualdad media aritmética, megeiométrica (MA-MG). Es

Ipalabra nahuatl cuyo significadoagsrender
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asi, que Marco Figueroa nos muestra cordoa Desigualdad Bsicg MA-MG, es
la clave para resolver numerosos problemas que, de mareenaiarte, aparecen en
concursos nacionales e internacionales.

Por primera vez y con el fin de brindar un mejor apoyo a todostmelectores, se
decidio incluir los examenes c@oluciones de las Etapas Semifinal y Final Estatal de
la OMM. Esta nueva seccion de la revista se publicara todoslos, @fesentando en
ella los examenes correspondientes al afio inmediatdamte

Enla seccion d®limpiadas Internacionalepresentamos los examenes sin soluciones
correspondientes a MV Olimpiada Materética de Centroar@rica y el Caribey a la

53a Olimpiada Internacional de Matéaticas Tomalos como un reto y si logras resol-
ver alguno, te invitamos para que, a través de nuestracifireelectronica, compartas
tu solucién con nosotros.

Por Gltimo, al final de la revista encontraraslitdormacibn Olimpicaincluyendo el
calendario con las actividades programadas para losmpo®imeses. No olvidamos
incluir el directorio completo y actualizado debmig Organizador de la OMM.

Meéxico y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 25 afios que la Sociedad Matematica Mexicamanido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de idatieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graciasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciérugbas profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus esfueraejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivgdo®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio naisa&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el Gnico afan de incrementar sus capacidades paraoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppatiddn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicanaateriviticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matematica nacional.,Peés importante alin ha sido
la contribucion que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los cagos olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidizdeslo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicasnos que cuentan con una
solida formacion matematica y muchos de los cuales hamaeecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio
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262 Olimpiada Mexicana de Mateméticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matematieagsarrolla el etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las deliega&s nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la26® Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé993. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngni semestre del ciclo escolar
2012-2013Yy, para dl° de julio de2013, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la @agin

htt p: //ww. onm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssildirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 126* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
11 al 17 de noviembre de 2012 en Guanajuato, Guanajuato. griloeros lugares de
este certamen se les invitara a la etapa de entrenamieeliecgi®n de las delegaciones
que representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2013:
la XXV Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, ggdlevara a cabo en

el mes de marzo; la XV Olimpiada Matematica de Centroaraériel Caribe, que se
celebrara en el mes de junio; 3d* Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevara a cabo en Colombia en el mes de julio, y la XXVIII Ofiilada Iberoamericana
de Matematicas que se realizara en el mes de septiembre.
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Una desigualdad lasica

Por Marco Antonio Figueroa Ibarra

Nivel Intermedio

Una de las desigualdades mas importantes en la soluciprotiéemas tipo olimpia-

da es la desigualdad entre la media aritmética y la medimgegira (MA-MG). Si
tenemos dos nimeros positivey b, su media aritmética e%}b La media aritméti-

ca es simplemente el promedio que estamos acostumbraditiza. Ror ejemplo, si
sacamos de calificacioné$ y 9, el promedio de las dos calificaciones (o0 su media
aritmética) es'%? = 9.5. Siempre que los dos nimeros sean iguales, también seran
iguales a su media aritmética, puest = a.

Por otro lado, la media geométrica es otro tipo de promgéim que tiene que ver con

la multiplicacion en vez de con la suma. Dados los nimeosgiposa y b, su media
geométrica es/a - b. De nuevo, si los dos nimeros son iguales, también su media
geométrica es igual a cada uno de ellos, pdesa = a.

Desigualdad MA-MG para dos nimeros

Para cualesquiera dosirmeros positivos y b, la media georitrica siempre es menor
o igual que la media aritrigtica. Es decir,

@g“;b.

Adends, la igualdad se verifica si Yol Sia = b.

Demostracibn 1. Factorizando obtenemos,

a+b

f\/@:%(a+b72\/5):%(\/_—\/5)220,



2 Una desigualdad kasica

luego, 22 > \/ab. Ahora, para que la igualdad se dé, necesitamos Gue v/b = 0,
y esto sblo sucede gi= b.

Demostracbn 2.Notamos que = 4E2 + 4=ty p = 2tb 4 a=b | yegpo,

e () () - () ()

< <a+b)2a+b
— 2 2 )

nuevamente, para que la igualdad se dé, necesitamd%‘éu:e 0, es decirg = b.

Demostracbn 3. Tomemos una semicircunferencia con diameffté = a + by un
punto Z en el segmentXY tal queXZ = ay YZ = b. SeaO el punto medio
de XY y seanP y @ puntos sobre la semicircunferencia tales gue y Z(@ son
perpendiculares AY'.

P

7@

X a 0] A b Y

ComoO es el centroQ P es un radio. Luega)P = "T“’ Por otro lado, es facil ver
que los trianguloX QZ y QY Z son semejantes (por el criteribA A). Luego,

XZ QZ
QZ  YZ’
de dondeR)Z = Vab. Pero este segmento siempre sera menor o igual que el radio

OP, porlo quevab < "T“’ Para que la igualdad se dé, es necesario que los plintos
y Z coincidan, o sea; = b.

De las dos primeras demostraciones podemos notar que tudkkid entre la Media
Aritmética y la Media Geométrica para dos nimeros (pa&a numeros también) de-
pende simplemente del hechd > 0. Esta Gltima puede bien ser considerada como
la base de las desigualdades. Este simple hecho puede dandesigualdades muy
complicadas. Cuando asi pasa, se dice que se uso el n&igigum of squares

Ejemplo 1. De entre todos los rectangulos con perimetro fijo, ¢ terdétmas area?
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Solucibn. Veamos que el cuadrado es el que tiene mas area. Digames pgiémetro
es la constantg y que las dimensiones del cuadrado sox b. Como el perimetro es
p se tiene qu@a + 2b = p 0 a + b = £. Como el area del rectangulo @sb, tenemos

que,
b\? 2
a-b< (aJr ) = (8) .
2 4
Como(%)? no depende dey b, hemos terminado. Y justamente la igualdad se obtiene
cuandaz = b, es decir, cuando el rectangulo es un cuadrado.
Podemos pensar en el mismo problema sin la restriccionrdmsectangulo. De entre

todas las figuras con perimetro fijo, ¢,cual es la que eaaieas area? jEl circulo! Lo
malo es que es dificil demostrarlo.

Ejemplo 2. Demuestra que para reales positivog, z se tiene que,
(x4+y)(y+ 2)(z+ ) > 8xyz.

Solucion. En este problema, aprovecharemos que el lado izquierdodkisigualdad
esta factorizado y cada factor es una suma. Dividimos todie 8 y vemos que la
desigualdad original es equivalente a:

(54 (59 559)
> TYz.
2 2 2
Ahora, cada factor del lado izquierdo es la media aritra@&dos nUmeros. Aplicamos
la desigualdad en cada factor (todos los nUmeros invaliesraon positivos),

(510) (45) (1) 2 oo v

Lo cual demuestra la desigualdad. Podemos notar que pasegiéela igualdad tiene
que suceder que = y, y = z Y z = x al mismo tiempo, es decir, los tres nUmeros
tienen que ser iguales.

Ejemplo 3. Encuentra el menor valor de la expresith+ % parax > 0. ¢Para
gué valor der se obtiene este valor?

Solucion. Este puede pensarse como un ejercicio de calculo difedepeiro veremos
cbmo hacerlo con la desigualdad MA-MG. Si usamos directaene desigualdad,

2,1 /
m——i_w> $2.l:\/5_
2 - T

Hemos probado que’ + % es mayor o igual qu,/z, pero esta Ultima expresion sigue
dependiendo de, por lo que no hemos encontrado el menor valor. Hay que pensar
como escribir la expresion como la suma de varios nuntefes que su producto sea
constante. No resulta muy dificil, simplemente hay queliant por - + -

1 2?24+ L4+ L 12 L1
2 i 2T 2T > 2( ) — ‘5_.
. +x 3< 3 23 =z 2z 3 4
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Como3€/g no depende de, ya casi terminamos. Para que la igualdad se dé, necesi-

tamos quer? = ;- = ;- oseax = \3@
Otra manera de pensar la desigualdad entre la media dotnyéla media geométrica
es: dados dos nimeros positivos, cuyo producto es coastnisuma sera minima

cuando los nimeros son iguales.

Ejemplo 4. Seama, b y ¢ nlmeros reales positivos. Demuestra que,
(a+b—c)la—b+c)(—a+b+c) < abe

Solucion. En el lado izquierdo tenemos un producto de tres nUmerasdI8iuno de
ellos es negativo, el producto de los tres sera tambiéativegy la desigualdad resul-
tara cierta, pues el lado derecho es positivo.

Si al menos dos de los factores son negativos, sin perdidartgraidad los dos pri-
meros, tenemos que,

a+b—c < 0,
a—b+c < 0.

Sumando estas dos desigualdades se tien@que0, lo cual es una contradiccion y
por tanto no puede haber mas de un factor negativo. Restl gaso cuando los tres
son positivos.

Apliguemos la desigualdad entre la media aritmética y ldiemgeométrica para los
dos primeros factores,

\/(aerfc)(aberc)g (a+b—c)42r(afb+c) _.

De la misma manera, obtenemos,
\/(a—b+c)(—a+b+c)
\/(—a+b+c)(a+b70)

Y como cada lado de cada una de las tres desigualdades esgppsilemos multipli-
car las tres y obtenemos q(e+ b — ¢)(a — b+ ¢)(—a + b+ ¢) < abe, que era lo que
se queria demostrar.

b

IN

)

IN

C.

Desigualdad MA-MG para mas de dos eimeros
Para cualesquiera iimeros positivos, as, . . ., a,, la media geordtrica siempre es
menor o igual que la media arititica. Es decir,
az +az +---+an
- .
Adends, la igualdad se verifica siYo® sia; = as = - - = ay,.

Vaias - ap <

Hay muchas maneras de demostrar la desigualdad MA-MG. \iearmademostracion
de uno de los matematicos mas influyentes del siglo XIX,stigelouis Cauchy. Esta
prueba es por induccién sobtepero no de la manera usual. La idea es la siguiente:
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1. Probar que la desigualdad es cierta para2.

2. Probar que si la desigualdad es cierta parak, también es cierta para= 2k.
Esto, con el punto anterior, demuestra que la desigualdatea para toda
igual a una potencia d&

3. Probar que si la desigualdad es cierta parak + 1, también lo es para = k.

Con esto quedaria demostrada la desigualdad MA-MG pasatqulies ya tendriamos
gue es cierta para una potengfa> n y por el punto 3, seria cierta para los nUmeros
2% —1,2% — 2,...,n. Veamos la demostracion.

1. Este punto ya fue demostrado.

2. Supongamos que la desigualdad es ciertajpatak, veamos que es cierta para
n = 2k.

Seanay, as, . . ., agy reales positivos. Queremos demostrar la desigualdad MA-
MG para ellos. Como estamos suponiendo que la desigualdaeresparan =
k, tenemos que

aiy +az +---+ag

A= 3 > Yairaz---ag,

Ak+1 + A2 + -+ + a2
k

Por otro lado, por el puntbtenemos que la desigualdad MA-MG es cierta para
n = 2. ComoA y B son positivos, tenemos qlfé’g—B > v AB. Luego,

B =

> Yagy10py2 - a2k

a1 +ag+ -+ aox A+ B
2k 2 _\/_
> \/\’“/alaz---ak\k/ak+1ak+2~--a2k

= 2{“‘/a1a2 s A9k -

Lo cual demuestra la desigualdad MA-MG para= 2k. Ahora, para que la

igualdad se dé, es necesario que se den simultaneamester, = --- = ay,
k41 = Qgeo = -+ = agx Y A = B. Sia; = as = --- = ay, Se tiene
queAd = a3 =ay = --- = ag Y Siagr1 = agpe = --- = agy Se tiene que

B = api1 = axi2 = -+ = ag. LUEQO, es necesario que todos los numeros

sean iguales.

3. Suponiendo que la desigualdad Ma-MG es cierta patak + 1, hay que de-
mostrar que es cierta pana= k. Seanuy, as, . . . , ax NUMeros reales positivos.
Demostremos la desigualdad MA-MG para estos valores.
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Seam la media aritmética dey, ao, . . ., ar Yy S€aar1 = m. Como todas los;
son positivosa.1 también es positivo. Luego, podemos aplicar la desigdalda
MA-MG para estos: + 1 valores,

ar +az + -+ ap + ag41

> MlVajas - - - apa .
1 = "R/a1a2 kQk+1

El lado izquierdo de la desigualdad es,

a1 +as + -+ ag + agy1 km+m

k+1 T k1
Luego,
m > /aias - anag
mFt! > aijas---apm
mF > aijas---ag
m > Yaias---ag.

Lo cual es justo la desigualdad para= k. Ademas, para que se dé la igualdad,
es necesarioqug = as = --- = a; = ax+1 Y €sto es cierto cuandq = a, =
e = a’k‘

Por lo tanto, queda demostrada la desigualdad MA-MG paores.

Ejemplo 5. Demuestra que para nUmeros reales positivdsc y d se tiene que
1

1 1 1
b d (— - —) > 16.
(@tbtetd){—+o+-+-)2
¢, Cuando se da la igualdad?

Solucion. En este caso, dividimos entté y vemos que la desigualdad es equivalente

a,
1 1 1 1

4 4

Notamos que cada factor del lado izquierdo es una media&itiande nUmeros posi-
tivos, asi que usamos dos veces la desigualdad MA-MG.

b d 1, 1,141 1
(a+ +c+ ) stz t+tzt3g > bedn ] 1
4 4 abed

Para que la igualdad se dé, necesitamosugueh = c = d 'y que% =3 =
decir, los cuatro nUmeros tienen que ser iguales.

Esta desigualdad se puede generalizar parameros como sigue: Si se tienen reales
positivosay, as, . . . , a,, Se tiene que

11 1 )
(a1 +az+ - +ay) bl R bl I
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Y la demostracion es igual a la anterior. Usualmente estigdaldad esta en la forma:

aitastotan n
= 1 1 1
n ar Tay Tt A

y es llamada la desigualdad entre la media aritmética y Biamsmonica. De hecho,
se puede probar algo mas fuerte:

Ejemplo 6. Demuestra que para nUmeros reales positivos., . . . , a,, Se tiene que,
> n
Vaiaz: - an 2 = i i
a + E + ° + E

1 1 1
ar + e + -+ an . 1 1
Z —_—— e —,
n ap a2 Qn
lo cual es justamente la desigualdad MA-MG para los nin@osisivos—, -, ... L,
al’ az QAn,

por lo que la igualdad se da cuando todos los nimeros solegyiPndemos incluir esta
desigualdad a la desigualdad MA-MG y obtener la:

Desigualdad entre la media aritnética, la media geordtrica y la media armonica.

Dados numeros reales positivos as, . . . , a,, Se tiene que
aptaz+---+a n
712 n\/a1a2"'an2 1 1 1 -
n o ta ot

Con una doble igualdad cuando los nimeros son iguales.

Ejemplo 7. Desigualdad de NesbittDados tres nimeros reales positivod y ¢ se
tiene que,
a b c

b+c+a+c+a+b

3
> —.
-2

Solucion. Sumandd a cada sumando del lado izquierdo, se tiene que

a b ¢c _a+b+c a+b+tc a+b+c_

b+c+a+c+a+b_ b+c a+c a+b 3
1 1 1
= b -
(a+ JrC)(b—i—c+a—|—c+a—&—b) 3
=+ I+t +b) (t ——t —) -3
T2 ¢ are “ b+c a+4+c a+b
1 3
>-(9)—3=2
>2(0)-3=13,

donde hemos usado la desigualdad entre la media armoragagdia aritmética.
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El siguiente problema es un ejemplo donde se pide demosiaatesigualdad, pero no
se puede alcanzar la igualdad. Dicho problema aparec# ©firhpiada Internacional
de Matematicas de 2012.

Ejemplo 8. Sean > 3 un entero y seany, as,...,a, hUmeros reales positivos tales
queasas - - - a, = 1. Demuestra que

(1+a2)?(1+az)® - (1+a,)" >n"
Solucion. Para cada = 2, 3,...,n, usamos la desigualdad MA-MG coér- 1 nUmeros
iguales az_% y el i-ésimo igual au;,

1+ai7ﬁ+ﬁ+'”+ﬁ+ai>. a;

i i “V6i-1i—o

de donde,

/[:l

. . H 1
y para que la igualdad en ésta se alcance, es necesaliQ gue= .

(1+a;)" >a

Multiplicando todas estas desigualdades, pate2, 3, . .., n, Se tiene que,
(1 + (12)2(1 + (13)3 . (1 + an)n > ((120,3 . an)nn —

Ahora, hemos obtenido la desigualdad que se pide, pero hagle@mostrar que no se
puede alcanzar la igualdad, pues en el problema la desaylakl estricta (es decir,
hay que probar que es mayor, no mayor o igual). Ya vimos quegqa se cumpla la
i-ésima igualdad tiene que pasar qgie- ﬁ En particular, es necesario que= 1

y a3 < 1 paratoda > 3. Comon > 3, si se dieran todas las igualdades, se tendria
queasas - - - a, < 1,10 cual es una contradiccion. Luego, la igualdad no puedsedy

la desigualdad es estricta.

Por tltimo, veremos que la desigualdad entre la media étitany la media geométrica

vale también cuando algunos de los nUmeros(sdgs decir, que la desigualdad vale
cuando los nimeros son no-negativos.

Esto es cierto, ya que si se tiene quye= 0 para cierto; (usando la notacion de la

desigualdad), se tiene que la media geométrica es iguaCamo la media aritmética

seria no-negativa, se tiene la desigualdad,

ay+az+---+an
n

> Jaraz---a, = 0.

Para que la igualdad se dé, la media aritmética tendéagquigual @ y esto sblo se
logra cuando todos sdh asi que también podemos decir que la igualdad se da cuando
todos los nUmeros son iguales.
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Usaremos este hecho en el siguiente problema, que apareel@Concurso Nacional
de la25 Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Ejemplo 9. Sean > 3 un entero positivo. Encuentra todas las soluciones de rasme

reales(ay, as, . . ., a,) que satisfacen el siguiente sistemandecuaciones,
a?+a—1 = ao,
a% +ay—1 = ag,
2 —
p_1+0n—1—1 = an,
ai +a,—1 = aj.

Solucibn. Es claro que sii; = 1 para algungj, entonces:; = 1 para todai; y
sia; = —1 para algung, entonces;; = —1 para todai. Ademas,(1,1,...,1)y
(—=1,—1,...,—1) son soluciones.

Sumando lag ecuaciones obtenemos que,

n n n

2
E al-—i—g ai—nzg ag,
i=1 i=1 i=1

de donde) _ a; = n.

1=1
Por otro lado, podemos reescribir las ecuaciones de laesitrimanera,

a%Jral = ag+1,
as+ay = az+1,
aZ_y+an-1 = ap+1,
ai +a, = a;+1.

Multiplicando todas las ecuaciones, obtenemos
ai(ar + Dasg(as +1)--ap(an +1) = (a1 + 1)(az + 1) -+ (an + 1),

de dondeias - - -a, = 1sSia; # —1 paratodal < i <n.
De las dos ecuacion&s;._, a? =nyaas---a, = 1, obtenemos, usando la desigual-

dad MA-MG con los nUmeros no negatives a3, . . ., a2, que
n 1
1= —= EZQ? > {/a2a3-- a2 =1,
i=1
de donde se sigue qug = a3 = --- = a2 = 1.

Por lo tanto, concluimos que soélo hay dos soluciotes;, ..., 1)y (-1, —1,...,—1).
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Ejercicios
1. Demuestra que pargy realesp* + y* + 8 > 8xy.
2. ¢Cual es el maximo valor de la expresidih — z3) para0 < r < 1?
3. Searm, by creales positivos. Demuestra que,

2ab 2bc 2ca

+ + <a+b+ec
a+b b+c c+a

4. Sia, b, c son reales positivos demuestra gue — b) > 1,b(1 —¢) > 1y

¢(1 — a) > 1 no se pueden dar simultaneamente.

5. Sia, b, c son reales positivos tales que+ 1)(b+ 1)(c+ 1) = 8, demuestra que
abc < 1.

6. Las diagonales del cuadrilatero convekBC' D se intersectan e@ de tal ma-
nera que las areas de los triangub@B y COD son4 y 9, respectivamente.
¢, Cual es el minimo valor del area del cuadrilatero?

7. Seam, b, c reales positivos tales quet b + ¢ = 1, demuestra que,

(o) ()

8. Sia, by ¢ son nUmeros reales positivos tales que= 1, demuestra que,

1+ab 1+4+bc 1+4ca

a > 3.
()1+a+1+b+1+0_

a’ b3 e
b >
()a3+2+b3+2+c3+2_

(C)(a—l—i—%) (b—l—i-%) (c—l—l—%)gl.
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Problemas de Pactica

En esta seccibn encontratisproblemas de diversos niveles cuya seleccion fue hecha
pensando en todos nuestros lectores. Estamos seguros medasy estudiantes de
todos los niveles, encontraran retos a su alcance y conédsscpodran poner a prueba
todas sus habilidades. Esperamos que resulten Utilesg tmio interesantes para un
plblico amplio.

En la siguiente seccibn encontraras las soluciones destelibs, pero NO te rindas
antes de tiempo. Consultar una solucion precipitadameataino facil) no permite
desarrollar al maximo todo tu potencial, ten en cuenta gaelver problemas es una
habilidad que sblo se perfecciona con practica, dedicacsobre todo pasion.

Por Gltimo, te invitamos a contribuir y mejorar nuestraisgv. Si tienes problemas
interesantes que proponer y te interesa compartirlos yiqautds, ponemos a tu dis-
posicion la direcciom evi st aonm@mai | . com donde con gusto recibiremos tus
aportaciones de material para esta u otra seccion.

Problema 1.En la figura se tiene quBC D es la cuarta parte de un circulo de ratlio
ZBCA = 60°y X es un punto ed'D. Si el area de la region sombreada es la mitad
del area del cuarto de circuBC D, ¢ cuanto mide€' X ?
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Problema 2.Searu, b y ¢ nimeros reales positivos tales que = 1. Demuestra que
alo mas dos de los nimerds — 3, 2b — 1, 2c — 1 son mayores qué.

Problema 3.¢De cuantas formas se pueden acomodar los enterdsadléb en un
renglon, de tal manera que la suma de cualesquiera dosrosimgyacentes sea un
cuadrado perfecto?

Problema 4.Sean un entero positivo. Demuestra que cada niUmero dnyrex! se
puede escribir como suma de a lo méadistintos divisores de!.

Problema 5.SeaABC un triangulo y seal’ el punto medio d&3C. La recta paralela
a AB que pasa pod’ intersecta a las alturas desdey B en los puntosD y FE,
respectivamente. La recta paraleld @ que pasa pod’ intersecta a las alturas desde
Ay C enlos puntog’y G, respectivamente. Demuestra que las rebd@s BF'y GE
son paralelas entre si.

Problema 6.Determina el valor maximo de la expresion,

1
2012
a+-—=

1
b+ —
&
sia, by ¢ son digitos distintos de cero y distintos entre si.

Problema 7.SeanC una circunferencia ¥) un punto sobré. Otra circunferencid’
con centro er® corta aC en los puntos3 y C'. SeaA un punto sobre la circunferencia
C distinto deB y C, y seanC’ y B’ los puntos de interseccion décon AB y AC,
respectivamente.

(a) Demuestra que los trianguldsBC' y AB’C’ son semejantes.

(b) Demuestra que los triangulasBC'y AB’C’ son congruentes.

Problema 8.Si la suma de0 enteros positivos, no necesariamente distintodfes
¢cual es el mayor valor posible de su maximo comin divisor

Problema 9.Si las sumas de cualesquiera dos de los trinonfiesaz +b, 2 +cz +d
y 22 +ex + f no tienen soluciones reales, ¢ es posible que la suma desdsimiomios
tenga soluciones reales?

Problema 10.Encuentra el menor entero positivo divisible erdge7, que usa solo los
digitos3 y 7 (ambos digitos), y cuya suma de digitos también es bigigintre3 y 7.

Problema 11.En un trianguloABC se sabe qu&€A = 2/B = 4/C. SeanD, E'y
F los puntos de interseccion de las bisectrices internaszsd@rigulos edl, By C con
BC, AC y AB, respectivamente. Demuestra qu& = DF'.
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Problema 12.Queremos ubicar los enteros dehl 9 en las casillas de un tablero de
3 x 3 (uno en cada casilla), de manera que la suma en cada colunauayila del
tablero sea impar. ¢,De cuantas formas se puede hacer esto?

Problema 13.Seana, by ¢ nUmeros reales tales qie< a < b < ¢. Demuestra que
(a+ 3b)(b+ 4c)(c+ 2a) > 60abe.

Problema 14.Demuestra que para diferentes elecciones de signos la expresion,
+14+2434--+(An+1),

da todos los impares positivos menores o iguale2uer 1)(4n + 1).

Problema 15.Una cuadricula dén — 1) x (n — 1) se divide enn — 1)? cuadrados
unitarios de la manera usual. Cada uno denfbsértices se colorea de rojo o verde.
¢,De cuantas maneras se puede colorear la cuadriculandartata que cada uno de los
cuadrados unitarios tenga exactamente dos vérticerojos

Problema 16.Seap # 3 un nimero primo. Demuestra que el nimero,

11...122...2...99...9—-123456789

—— =

p p p

es divisible entre.
Problema 17.Cada una de3 personas pesa un entero positivo de kilogramos. Quieren
jugar futbol y para ello eligen primero quién sera el tidopara luego dividir a lag82
restantes en dos equipostepersonas tales que la suma de los pesos de las personas

en cada equipo es la misma. Resulta que sin importar quieh&bitro, siempre se
puede hacer esto. Demuestra que todos pesan lo mismo.

Problema 18.Demuestra que:

\/1+\/2+\/3+---+v2012<2.

Problema 19.SeaD un punto sobre el ladB8C' de un trianguloA BC tal queAD >

BC'. SeaF un punto sobre el ladd C tal queg—g = %. Demuestra qud D >
BE.

Problema 20.Searu, b y ¢ nUmeros reales tales quet b + ¢ = 0. Demuestra que,

a4+ 0"+ " B (a5+b5+c5) (a2+b2—|—02)
7 5 2 '
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Soluciones a los Problemas de
Practica

A continuacion se presentan las soluciones que el equiftoriedl de Tzaloa pre-
pard para lo20 problemas de practica que figuran en este numero de tuaevis
Date cuenta que en cada problema siempre se incluye la &siplicque justifica la
validez de la solucion y observa que la argumentacionmierse basa en resulta-
dos conocidos y/o en razonamientos logicos. Las solusigue aqui se presentan
no son necesariamente las Gnicas o las mejores, si t(st@ne solucion y la quie-

res compartir con nosotros, te invitamos para que la eaviegstro buzén electrénico
revi staomm@nai | . com donde con gusto la analizaremos para darte nuestra opi-
nion.

Solucion del problema 1.Como el area de la region sombreada es la mitad del cuarto
de circuloBCD, el area de la region no sombreada también es la mitacudeiaccde
circulo, es decig. Calcularemos el area de la region no sombreada de otrarman

El area del trianguldBC X que denotaremos con{&C X ), es(BCX) = sz, donde

x es la longitud deC' X . Dibujemos la altura desdé& sobreC'D y llamemosE a la
interseccion.
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ComoZACD = 30°y AE = sen30° = 1, el area del triangulel X D es(AX D) =
1(1 —z). El area que falta calcular es la diferencia de areas dwiseircularACD y
el trianguloACD. El area del sector circulatC'D es<5, y el area del triangulelC D
esEAE — 1| yego, tenemos que,

+-(1—a)+

|
—
el=
N

z
2
de donder = %

Solucion del problema 2.Supongamos lo contrario, es decir, Que- % > 1, 2b—% >
1y2c— % > 1. Multiplicando estas tres desigualdades obtenemos que,

et} - 2) (- 2) o1

dedonde —4(a+b+c)+2(2+74+1)>10

1

+1)<3
b ¢ '

1
2a+b+e)—(-+

Por otro lado, si sumamos las tres desigualdades iniciatesemos que,

1 1 1
2 b —(—+-+-)>3
(a+b+c) (a+b+c) )

lo cual es una contradiccion y se sigue el resultado.
Solucion del problema 3.Escribamos en orden las posibles parejas que sumadas nos

dan como resultado un cuadrado perfecto, de manera que welidsegumando sea
mayor que el primero:

1+3 2+ 14 4+12 9+ 16
1+38 3+6 5+ 11 10+ 15
1+15 3+13 6+ 10 11414
247 445 7+9 12 +13.

Observemos que los nUmeros que sbélo participan en una somel16 y el 8, por

lo que estos nimeros tienen que ser los extremos de laAistadlo bastara seguir
la cadena tachando las opciones utilizadas y las que no sapuélizar (es decir, si
utilizamos una suma en las que aparecé, glor ejemplo, tachamos todas las demés
en las que aparece el niméio De esta manera, comenzando comttendremos el
acomodo:16,9,7,2,14,11,5,4,12,13, 3. Hasta aqui no hay problema, pero a partir
del3 tenemos dos posibilidades para seguir, con la st o con3 + 6. Analicemos

las dos posibilidades:

a) Veamos primero qué pasa si ponemds-€l1, tendremos

16,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,1,15, 10,6
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y nos falta acomodar 8lpero ya no se puede, es decir, este caso no se puede completar.
b) Si colocamos €} + 6, tendremod46,9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,6,10, 15, 1, 8.

Por lo tanto, tenemos dos posibilidad&s;9,7,2,14,11,5,4,12,13,3,6,10,15,1,8

y la misma leida de derecha a izquierda.

Solucion del problema 4.Lo demostraremos por induccion er(ver en el apéndice
el teorema 4). Es claro que para= 1 es cierto. Supongamos que es cierto paral
y probémoslo para.
Seal < k < n! un entero. Sean y r el cociente y residuo al dividik entren,
respectivamente. Tenemos que- ng+rcon0 <r <ny0<qg < %‘ =(n—-1)
Siq = 0, k es menor que, por lo tanto es un divisor de! y acabamos.
Por la hip6tesis de induccion tenemos que existen enterosl; < do < -+ < ds
cons <n—1,talesquel;|(n— 1)l parai = 1,2,...,syqg=di +do + - + ds.
Luego,

k=ndy +nds+---+nds+r.

Como cadal; es divisor deg(n — 1)!, cadand; es divisor den!. Sir = 0 acabamos,
puesk = ndy + ndy + --- + nds, s < n —1 < ny cada uno de los divisores es
diferente. Sir # 0, tenemos que también es divisor de! (pues es menor que) y
comor < n < ndy < ndy < --- < nds son todos diferentesy+ 1 < n, asi que son
a lo masn. Esto concluye la induccién.

Solucion del problema 5.SeaH el ortocentro del trianguld BC.

E

ComoF A" || AC tenemos qué’A’ L BH. Ademés, comdBA’ L FH se tiene que
A’ es el ortocentro del triangulB F'H, de donde,

HA' | BF. (1)

Por otro lado, coma!’D || AB tenemos quel’D L HC. Ademas, comol'C L HD
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se tiene quéD es el ortocentro d€'H A’, de donde,
HA 1 DC. (2)

ComoAB||A'Ey GH 1 AB setiene qué&zH L A’'E. Anadlogamente se tiene que
HE 1 GA'. Luego,H es el ortocentro del triangulbG A’ y se tiene que,

HA' | GE. 3)

Finalmente, pof1), (2) y (3) se sigue que las rectdsF', DC'y GE son paralelas
entre si.

Solucion del problema 6.Ya quea, by ¢ son enteros positivos menores o iguales que
9, tenemos que,

1 < 1
4 2012 — + 2012
b+1 9+

para cualesquiera valores deb y c. El valor maximo de la expresion se obtendra con
los valores mas pequefiosdg c. Comoa y ¢ son distintos, tenemos dos posibilidades:
a=1yc=2,0a=2yc=1.

H 1 19
Sia =1y c = 2, obtenemos que oz = 7553

o+l

Sia =2y c= 1, obtenemos qUg-—zrr = 1575-

o+1
Como 25 > 1or3, PUESH(4043) = 20,215 > 19,304 = 19(1016), concluimos que

el valor maximo de la expresion q§1—6

Solucion del problema 7.(a) Tenemos qu& BAC' = ZB’AC’. Ademas, como el
cuadrilateraB’C'C’ B es ciclico (ver en apéndice la definicion 14), tenemos que

/ACB = /B'CB=/B'C'B=/B'C'A.

Luego, por el criterio de semejanza AAA (ver en el apéndiagiterio 11), se sigue
que los triangulost BC'y AB’C’ son semejantes.

BC/
=% o
4‘}\

(b) ComoABOC es un cuadrilatero ciclico, tenemos quéCO = 180° — LABO =
ZC'BO (ver en el apéndice el teorema 15). Luego, los triangudbsdelesB’CO
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y C'BO son congruentes por el criterio de congruencia LAL (ver eapéndice el
criterio 9). Por lo tanto, los triangulos isbscelB€'O y C’ B’O son congruentes (ver
en el apéndice la definicion 7), por lo g = C'B’, lo que garantiza junto con (a)
queABC'y AB’C’ son congruentes.

Solucion del problema 8.Supongamos gque tenem®8 enteros no necesariamente
distintos cuya suma e2. Como el maximo comin divisor de 188 numeros divide
20 enteros, es decir, dividira#®?2. Luego, el maximo coman divisor buscadldebe ser
un divisor positivo del62. Como cada uno de |dX%) nimeros debe ser multiplo dg
cada uno de ellos es mayor o igual glyepor lo tanto, su suma iguak#2 es mayor o
igual que20d, es decird62 > 20d de dondel < 422 < 24. Como462 = 2(3)(7)(11),
tenemos que el mayor divisor dé2 que es menor qut es22. Para concluir qué2

es el mayor valor posible pat una posibilidad es tomd® enteros iguales 22 y el
entero44 = 2(22). Entonces, la suma de 1@9 enteros ed49(22) + 44 = 462y su
méaximo comin divisor e22.

Solucion del problema 9.Veamos que no es posible. Searfr) = 22 + ax + b,

fo(z) = 2® +cx+dy fs(x) = 2* +ex+ f. Silas sumag (z) + fa(z), fi(2)+ fs(x)

y f2(x) + f3(x) no tienen soluciones reales, entonces estas sumas sdwolpargue

no intersectan el eje de las. Ademas, como el coeficiente dé de cada una de estas
sumas es positivo (igual2), tenemos que las tres sumas son parabolas concavas hacia
arriba. Por lo tantofi (z) + fo(z) > 0, fi(z) + f3(z) > 0y fa(x) + f3(x) > 0 para

todos los valores de. Luego,

(fi(@) + fa(2)) + (fr(z) + f3(2)) + (f2(2) + f3(x)) > O,
2(f1(z) + fo(z) + f3(xz)) > 0O,
de dondef(z) + f2(z) + f5(x) > 0 para todos los valores de Esto significa que la

gréafica de la suma de los tres trinomj$x), f2(x) y f3(z) nointersecta el eje de las
2’s 'y por lo tanto no tiene soluciones reales.

Solucion del problema 10.Como la suma de los digitos del entero debe ser divisible
entre7 y entre3, el digito3 debe aparecer al menos siete veces y el digibmenos
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tres veces. Como queremos el menor entero, buscaremosneratiel 0 digitos, de
los cuales siete sody tres son7, que sea divisible entreéy entre3. Como la suma
de esos digitos €% 7 + 7 - 3 = 42 que es divisible entrg y entre3, el nUmero es
divisible entre3. Solo resta encontrar alguna manera de acomodar lossligara que
el nimero sea divisible entie

Vamos a analizar el nimeB833333333, a través de los residuos 8e10°,3 - 108, 3 -
107,...,3-10° al dividirlos entre7, para luego acomodar los tres digitoge tal forma
gue su suma sea divisible enfre

NOmero Residuo NUmero Residuo
3.109 3 3-10° 1
3.10! 2 3108 3
3-10? 6 3.107 2
3-10° 4 3-108 6
3-10% 5 3-10° 4

Ahora, coma3, 333,333,333 =3-10°+3-108+3-10" +--- +3- 10 4+ 3 podemos
tomar solo los residuos al dividir entfey obtenemos que la suma de los residudibes
que al volver a dividirlo entr& deja residud, asi que los tres nUmer@dos debemos
poner en lugares cuya suma de residuod s&al5, etc. para que al quitarlos quede un
multiplo de7 (36—1 = 35,36—8 = 28,36—15 = 21,36—22 = 14, .. .), por ejemplo,

si quitamos3 x 10°, 3 x 10 y 3 x 10°, la suma de sus residuos&y colocando los
digitos7 en esos lugares obtenemos un miltipl&ydgeamos la siguiente tabla:

Exponentes Residuos Suma de Residuos
0,1,6 3,2,3 8
0,2,8 3,6,6 15
0,3,5 3,4,1 8
1,3,7 2,4,2 8
1,4,5 2,5,1 8
2,3,4 6,4,5 15

La tercera columna de los exponentes, indica la maximanp@teasi comparando
todos los exponentes vemos que el mas pequefiess quiere decir qud333377733
es el menor de los nmeros que es divisible entre

Solucion del problema 11.Seal el incentro del triangulod BC. Sead) = /BCI =
LACI, entonces/ABI = ZCBI = 20y LCAI = ZBAI = 46. Por lo tanto,
JAIE = /BID = /BDI =60, ZAIF = ZAFI =50y ZAEI = 40.

A
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Seanr = Al ey = DI. EntoncesAF = IE = xy BD = BI = AD = x +
y. Aplicando el teorema de la bisectriz en el triang@#ld D (ver en el apéndice el
teorema 12), tenemos qul = 2Z; por lo tantoBF = (B2 — 4F) AT = £ por
otro lado, si aplicamos el teorema de la bisectriz en ehgiigo ABE, tenemos que
EA _ BA:norlo tantoAE = (AEXEB) ET = £ — BF. De lo anterior y de que
BD = AD, se sigue que los trianguldsAD y F BD son congruentes por el criterio
LAL (ver en el apéndice el criterio 9), y por lo tanidF) = DF'.

Solucion del problema 12.Entre los enteros ddl al 9 hay cinco nUmeros impares.
Luego, necesariamente en alguna de las tres columnas h&ymenos dos impares.

Como la suma de los nUmeros de esa columna es impar, eltéiroero en esa colum-

na debe ser también impar. Por la misma razon, una de laslélze tener tres nUmeros
impares. Entonces, hay una fila y una columna con solo irsparelas demas filas y

columnas hay dos pares y un impar. Sélo de esta forma la sefoa dumeros en cada
filay columna es impar. Un ejemplo es el siguiente.

21716
11315
918

La fila con solo impares la podemos escogeBdermas y la columna también de
formas. Los cinco impares estan en las casillas de esa fila g@umnay los podemos
ubicar de5! = 120 formas. Los pares, que estan en las casillas restantgmdesnos
ubicar de4! = 24 formas. Por lo tanto, ha§(120)(24) = 25,920 formas de colocar
los nimeros.

Solucion del problema 13 Aplicando la desigualdad media artimética-media geameét
ca (ver el articulo de este nimero), obtenemos que,

a-+ 3b 1.3 14 CcH+2a
> q1b4 > h5c5
g =V Ty o= Ty

vV

o
ol

IS
who

Estas tres desigualdades implican que,

1
c15,

Ol«;
I

o

(a+3b)(b+4c)(c+ 2a) > 60aT2 b2

Ahora, comd) < a < b < ¢, tenemos que,

17 L1
2

B
c15 = ¢c12¢2

oc

8

1
c alz b2

Y

&

y por lo tanto,

-
-

19

60a12 b20 c%_g > 60abc.

Solucion del problema 14.Procedemos por induccion en Paran = 1 es cierto, ya
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que,

~1-243-4+45 = 1
+1-24+3-4+45 = 3
14243445 = 5,
F1424+3-4+45 = 7
+14+2-3+4+45 = 9

+1-2434+4+5 = 11,
—142434+445 = 13,
+1+2+3+445 = 15.

Supongamos que paraes cierto, es decir, supongamos que para ciertas elecdenes
signos, la expresioftl + 2+ 3+ .- -+ (4n + 1) toma todos los valores impares entre

1y (2n+1)(4n+1). Como—(4n+2)+ (4n+3)+ (4n+4) — (4n+5) = 0, luego,

la expresiontl £2+ 3+ ---+ (4n + 5) puede tomar todos los valores impares entre
1y (2n+1)(4n+1) =8n?+6n+ 1.

Faltan los impares ent&? + 6n + 3y (2n + 3)(4n + 5) = 8n? + 22n + 15. Estos
se obtienen de la siguiente manera,

2n+3)(4n+5) = +1+24---+4n+5),

2n+3)4n+5)—2 = —14+2+4---+ (4n+5),

(2n+3)(4n+5)—4 = +1-24---+ (4n+5),
(2n+3)(4n+5)— (8n+10) = +1+2+---+ (4n+3)— (4n+5),
(2n+3)(4n+5)— (8n+12) = —14+2+---+ (4n+3) — (4n +5),
2n+3)(4n+5)—8n+14) = +1-2+---+(4n+3)— (4n+5),
2n+3)4n+5)—(l6n+12) = +14+2+---+(4n—1)—(4n+1)

+(4n +3) — (4n +5).

Como este Ultimo es justamerte® + 6n + 3, la induccion esta completa.

Solucion del problema 15.Elegimos de cualquier manera lowvértices del segmento
de abajo. Si hay al menos una pareja de estos vértices etinssalel mismo color, es
facil ver que el resto de la punticula queda determinadmddinica manera.
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De estos hap™ — 2 (pues sblo dos coloraciones del segmento de abajo no cample
esto: las que alternan rojo y verde).

Restan dos maneras de colorearlo si se alternan rojo y iendeste caso, todos los
demas segmentos horizontales tienen que estar alteriatasada segmento tenemos
2 opciones, por lo que en cada caso teneffos opciones.

Luego, hay(2" — 2) + 2 - 2"~1 = 2n*+Ll _ 2 coloraciones posibles.

Solucion del problema 16.Denotemos por:. al nimero dado y sea= 123456789.
Tenemos que,

p—1 p—1 p—1
n= Z108p+k+2Z107P+k+---+9210kfc.
k=0 k=0 k=0

Considerando la igualdad anterior, tenemos que,

(107 — 1) (1037 +2 x 107 +--- + 8 x 10P + 9 x 1) — ¢

O = O =

(10% +10% + - + 107 — 9) —c.

Comop | n siy sblo si9p | 9n, bastarad demostrar que,

9p | 109 4+ 10% + .- + 107 — 9 — 9e.
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Como9 + 9¢ = 1,111,111,110 = 10% 4 108 + - - - 4 10, lo que debemos demostrar
es,

9p | (10°7 +10% + .- - +10”) — (107 + 10® + - - - + 10).

Por el pequefio teorema de Fermat (ver en el apéndice eneo8), tenemos que
10mP = (10™)? = 10™ (mod p) para cadan = 1,2,...,9. Por otra parte, co-
mo 10 = 1 (mod 9), tenemos qué0™? = 1 = 10™ (mod 9) para cadan =
1,2,3,...,9. Comop # 3, entonces el maximo comin divisor dey 9 es1, luego
10™? = 10™ (mod9p). Por lo tanto,

9p | (10% + 10 4 --- + 10P) — (10° + 10® + - - - + 10)
como queriamos.
Solucion del problema 17.Supongamos lo contrario, es decir, que esto se puede y no
todos los pesos son iguales. Seanas, . . ., az3 l0S pesoss su suma y consideramos
la configuracién donde es minima. Como no todos los pesos son igualeseatiene
ques > 23.
Sitomamos a la persongel peso de 1082 restantes es— a; y tiene que ser par, para

que se puedan hacer los equipos del mismo peso. Lugge,s (mod 2) para toda
1=1,2,...,23. Es decir, todos los pesos son de la misma paridad. Veamasdos.

= Los pesos son pares. Notamos que si tomamos los pesos enteros

(2.2, )
2RI

también se cumple el problemay su suma es la mitad que lea@nte cual es
una contradiccion.

= Los pesos son impares. Ahora tomamos la configuracion des gedgeros,

<a1+1 a2+1 a23+1)
B s 5 gy B .

Con esta también se cumple el problemay su suma es,

a1+1+a2+1+ +a23+175+23<5+57
2 2 2 2 2

lo cual es una contradiccion.

Luego, tienen que tener todos el mismo peso.

Solucion del problema 18.SeaS = \/1 + \/2 +V3+---+ 2012,
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Observemos que:

3 4 /2012
142 \/22+ 222+"'+ 527010

S =
< \/1+f\/1+ Vi VI
< \/1+f\/2+ V2t 2
< V1+v2:2
< 2.

La primeray segunda desigualdades se siguen cada una teldequd < a < b =
Vva < /b.
La tercera desigualdad se sigueyl® < 2 = 2 ++v2 < 4 = V/24+V2 < 2y

por induccién tenemos qu‘e/2 +V2+---+2 < 2. Esta desigualdad también se

k

puede justificar como sigue:

\/2+\/2+~-~+x/§< \/2+\/2+~-~+x/1:2.

k

La Gltima desigualdad es clara, pues,

1+V2.2<221+4+V2.2<4V2.2<3e (V2-2)2<32=8<0.

Solucion alternativa. SeanRk = \/2012 + \/2012 +---++/2012, S como en la pri-

2009

mera solucion yI' = \/4 +v5+--++2012. Esclaro qud’ < R.

Tenemos que:

R?* - 2012 = \/2012+ \/2012+---+\/2012<R

2008

de donde:
R(R—1) <2012 < (46)(45) & R < 46

y por lo tantol” < 46. Luego,

SZ\/1+\/2+\/3+T<\/1+\/2+\/3+46:2.

Solucion del problema 19.SeaF el punto tal queAF|BD y BF||AD. Ya que
AFBD es un paralelogramo, tenemos qu8 = ADy FA = BD. SeaG el punto
de interseccion d€F con BC.
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F A
B
B D C G
Ya queF A||CG, tenemos que,
FA AE BD

CG ~ EC ~ AD - BC"
ComoF A = BD, obtenemos,

BD  BD
CG  AD — BC’

Luego,CG = AD — BC de dondeAD = BC + CG = BG. ComoBF = AD,
tenemos quBF = BG. De aqui,

/ZBEF > /BGF = /BFG = /BFE.

Por lo tanto,BF > BF, es decirAD > BE.

Solucion del problema 20.Seana, b y ¢ nUmeros reales tales quet+ b + ¢ = 0.
Consideremos el polinomia:—a)(x—b)(z—c). Desarrollando el producto, obtenemos
que,

(z —a)(z —b)(x —¢) =2 — (a4 b+ )z + (ab+ be + ac)x — abe.
Comoa + b+ ¢ = 0, este polinomio no tiene término cuadratico, de modo gueeda

formaz? 4 gz + r dondeab + be + ac = q y abc = r. HaciendaSy, = a”* + b* + ¥,
tenemos qué; =0,

Sy = (a>+b*+c*) = (a+b+c)? —2(ab+ be+ ca) = —2q.
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Ahora, tenemos que,

S3 =

a® +b% + 3
(a®> + b2+ ) (a+b+c) — (a®b+ ab® + a’c + ac® + b*c + bc?)
—(a®b + ab® 4 a*c + ac® + b*c + bc?)
—(ab(a + b) + ac(a + ¢) + be(b+ ¢))
—[(ab+ ac+ be)(a + b+ ¢) — abe — abe — abc]
—(¢S1 —3r)
3r.

De manera analoga, obtenemos que,

S
Por lo tanto,77

54 = ’I“Sl — qSQ = 2q2,
Ss = 1Sy —qS3 = —2qr — 3qr = —5qr,
S; = 1S4—qSs =2¢°r + 5¢°r = T¢°r.
S8
5 2
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Problemas de Entrenamiento

Desde su creacion, Tzaloa no sbélo ha buscado ser un étifse informativo y una
fuente de problemas para aquellos que se interesan en logrsos de matematicas.
Tzaloa pretende ser un vinculo y un medio efectivo de cooaeitn para la comunidad
olimpica mexicana. Pensamos que, para nosotros, el matlicahde expresion es a
través de la matematica y por eso esta seccion estéiagpecte dedicada a mostrar y
compartir el talento y la mateméatica desarrollada porsadeestros lecto-escritores.

Con el fin de dar tiempo a redactar y enviar los trabajos, las®mes de los problemas
presentados en cada numero de la revista, se pulllicéimeros después. Para ello,
ponemos a tu disposicion nuestro buzon electroneo st aomm@ynai | . com Ten

la seguridad de que tan pronto recibamos tu contribuciés pondremos en contacto
contigo para comentar y en su caso, publicar tu trabajo.

Problemas de Entrenamiento.
Afo 2012 No. 4.

Los siguiented 0 problemas estan buscando las soluciones que sb6lo comticipe
cion podran ser halladas. Considera que eBioblemas de Entrenamientmn una
magnifica oportunidad para imponerte el reto de que la gwiwsalga publicada con
tu nombre impreso. Las soluciones de los problemas de est®bsese escogeran de
entre las participaciones recibidas por parte de la conadrnitimpica de todo el pais.

Problema 1.Escogemos a los puntdsy @ sobre los ladosiB y BC' del triangulo
ABC'. SeaR el punto de interseccion de los segment@g y C' P. Suponiendo que
AQ = QC'y AB = RC, demuestra que los puntds P, Q y R estan en una misma
circunferencia.

Problema 2. Seana, b y ¢ nimeros reales positivos tales que+ b> + ¢2 = 1.
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Demuestra que,
11 1 2(a® + b3+ ¢?)

4ty >34p T TC)
a2+b2+02_ + abe

Problema 3.Seanf y g dos funciones tales qug f(z)) = =y f(g(y)) = y para
cualesquiera nUmeros realey y. Supongamos que para todo namero regl(x) =

kx 4+ h(x) dondek # 0 es una constantei(z) es una funcion periddica. Demuestra
queg(z) siempre puede ser expresada como la suma de una funciahnids una
funcién periodica. (Decimos que una funcibres periddica, si existe un numero real
p # 0 tal queh(z + p) = h(z) para cualquier nUmero real)

Problema 4. Tres personas juegan el siguiente juefypocanicas se colocan en un
recipiente y los jugadores pueden tomar, en su turyide 3 canicas. Pierde la persona
gue toma la Ultima canica. ¢,Para que valored/d@ueden el primer y tercer jugador
trabajar juntos para forzar a que el segundo jugador pierda?

Problema 5.SeaABC D un tetraedro en el cual la suma de las areas de las d&tas

y ABD esigual a la suma de las areas de las ca@@sl y C D B. Demuestra que los
puntos medios d&C, AD, AC' y BD estan sobre un mismo plano que pasa por el
incentro deABCD.

Problema 6.Seark y n enteros positivos. Adan piensa qué siivide a(n—1)(n+1),
entonces divide an — 1 0 an + 1. Encuentra todas ldspara las cuales la conclusion
de Adan es correcta.

Problema 7.En el siguiente triangulo equilatero se tiene que,
AE _CD BF _
EC DB FA
Si el area del trianguld BC es1 cn?, ¢ cuanto vale el area sombreada?

C
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Problema 8.Demuestra que,

\/2+ §/3+ </4+~~~+ %/2012 < 2.

Problema 9.Seanay,as, ...,a, Y b1,bs,...,b, nUmeros reales positivos tales que
a1 +ag+---+ay, =by +by+ -+ b,. Demuestra que,

2 2 2
aj as Loy a, Za1+a2+ +ap
a1 +b1  ax+b an + b, 2

Problema 10.Determina todos los enteros positivesales que,

d(n)

sea un namero primo.
(Nota:d(n) denota al nUmero de divisores positivos del entejo

Soluciones a los Problemas Propuestos.
Ao 2012 No. 1.

A continuacion presentamos las soluciones de los proldgmapuestos en Tzalda
af02012. En esta ocasion felicitamos a José Ramon Tuiran Rarey€larlos Eduardo
Garcia Romero, quienes nos comparten sus soluciones edloiefas 1y 2.

Recuerda que en el siguiente nimero de la revista apare&s soluciones de los
problemas de entrenamiento de Tzalpafio2012, por lo que ésta es la (ltima llamada
para que tus trabajos puedan salir publicados dandotestasiédito que mereces.

Problema 1.(Principiante)E’ es un punto sobre el lad®C' de un rectangulel BC' D
tal que, si se hace un doblez sobY&, el vérticeB coincide con un punté’ sobre el
ladoCD. SiAD = 16ecmy BE = 10 em, ¢.cuél es la longitud de E?

A B
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Solucibn de Jo€ Rambn Tuiran Rangel. Como el trianguloAEF se obtiene de
doblar el trianguloAE B sobre la rectad E tenemos que estos dos triangulos son
congruentes. En particular el triangubEF' es un triangulo rectangulo. Ademas,
FE = EB = 10cm. ComoAD = BC = 16 cm tenemos qu&eC = 16 — 10 =

6 cm. Aplicando el teorema de Pitagoras en el triangdleC' obtenemos qué'C' =

V102 — 62 = 8cm.

A B
)
D T C

Notemos que el cuadrilaterdBEF' es ciclico, puesABE = ZAFE = 90°.
Luego,ZFAB + ZFEB = 180°. Por otro lado/FEC + ZFEB = 180°, de
donde/FEC = ZFAB. Como el triangulad? EC es un triangulo rectangulo, tene-
mos queZCEF + ZEFC = 90°, pero también observamos g = Z/BAD =
/BAF + /FAD. Como/BAF = /CEF se sigue Qu& FAD = /EFC y los
triangulosF’EC'y AF' D son semejantes por el criterio AAA. Ademas, coés@ =2,

la razbn de semejanzaes 2y comoF'E = 10 ¢m, se sigue quél F' = 20 cm.
Aplicando de nuevo el teorema de Pitagoras en el triangalidingulod F'E, tenemos

queAE = /202 + 102 = 10v/5 cm.

Solucibn de Carlos Eduardo Garcia Romero.Como al hacer el doblez por el seg-
mento punteado el puntB va al puntoF’ tenemos que los triangulosEB y AEF
son congruentes de dondigw = EB = 10 cm. ComoEC = 6 cm, por el teorema de
Pitagoras en el trianguld £ F' tenemos qué'C' = 8 cm.

A B
 E
D z F C

Sixz = DF, tenemos quedF' = AB = DC = z + 8. Ahora, por el teorema de
Pitagoras en el triangulb F' A tenemos que? + 162 = (z + 8)? = 22 + 162 + 64 de
dondexr = 12¢my AF =20 cm.

Finalmente, por el teorema de Pitagoras en el trianguit tenemos quedE =

V202 + 102 = /500 = 10/5 cm.

Problema 2. (Principiante) Si el conjuntd10, 20, 30,40, 50} se divide en dos con-
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juntos A y B (no vacios), muestra que alguno de estos conjuntos tiens dellos
nameros y a su diferencia.

Solucibn de Carlos Eduardo Garcia RomeroObservemos que si alguno de los con-
juntos es{10, 20, ...} 0 {20,40, ...}, se cumple la condicibn. Supongamos entonces
que el nlmer@0 no esta con €el0 ni con el40. Consideremos dos casos:

1. Uno de los conjuntos tiene un elemento y el otro ti€reor la suposicion anterior,
la Gnica posibilidad esl = {20} y B = {10, 30,40, 50}, donde claramentB satisfa-

ce la condicion del problema.

2. Uno de los conjuntos tiene dos elementos y el otro tierf@upongamos que &b
esta en el conjuntdl, y que el10 y el 40 estan en el conjunt@®. Si B contiene a
cualquiera de los nimer@88 o0 50, como40 — 30 = 10y 50 — 40 = 10, se cumple la
condicibn del problema. Ahora, si ninguno de los nUmaéfog 50 esta enB, entonces

A = {20,30,50} y B = {10,40}, donde claramentd satisface la condicion del pro-
blema.

Por lo tanto, en cualquier caso, alguno de los conjuAtos3 tiene a dos de los nime-
rosy a su diferencia.

Solucion alternativa. Supongamos que el conjun{0, 20, 30, 40,50} se puede di-
vidir en dos conjuntos que no cumplen las condiciones dddlpnea, es decir, que en
cada uno no hayanameros y su diferencia.

Por ejemplo, el0y el 20 no pueden estar en el mismo conjunto, ya e 10 = 10.
De la misma forma, €20 y el 40 no pueden estar juntos, ya qie — 20 = 20. Su-
pongamos entonces que2@lesta end y que el10 y el 40 estan enB. Entonces, €80
no puede estar eB ya que40 — 30 = 10, por lo que debe quedar eh Pero ahora,
el 50 no puede estar eA, ya ques0 — 30 = 20, y tampoco puede estar éhya que
50—40 = 10, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, cualesquies@dojuntos que
dividen al conjunto{10, 20, 30,40, 50} cumplen que uno de ellos tien€alementos
y a su diferencia.

Problema 3. (Principiante) Considera una cuadricula2fex 25 cuadraditos. Si se
pueden pintar de rojo contornos de cuadrados de cualquiafia, ¢,cual es el menor
nimero de contornos de cuadrados que se deben pintar paraddas las lineas de la
cuadricula de color rojo?

Solucibn. Consideremos una de las diagonales de la cuadricula. Bdaaucio de los
puntosA en esta diagonal, denotemos o=l punto de la diagonal mas alejado de
Ay pintemos de rojo el contorno del cuadrado cuya diagonal@sLuego, hemos
pintado de rojo el contorno dil cuadrados.

Considerando la otra diagonal, tendremos obsuadrados. Por lo tanto, hemos de-
finido el conjunto del8 cuadrados rojo22¢ para cada diagonal). No es dificil ver que
si trazamos todos esos contornos, todas las lineas dedd@ula estaran pintadas de
rojo.
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Para demostrar qu& es el minimo, tomemos en cuenta todos los segmentos de la
cuadricula de longitud que tienen exactamente un punto final en la frontera. Cada
recta horizontal y cada recta vertical divide a la cuadaiem dos partes determinadas
por dichos segmentos. Por lo que tenem@d = 96 segmentos. Es claro que todos los
cuadrados rojos pueden contener como maximo dos de egioes®s. Por lo tanto,

se deben pintar de rojo al men®s24 = 48 contornos de cuadrados para tener todas
las lineas de la cuadricula de color rojo.

Problema 4. (Intermedio) Determina el menor enteta> 2 con la siguiente propie-
dad:Los enterod, 2, ..., n se pueden reescribir en un reidgl de manera que la suma
de cualesquiera dosimeros consecutivos sea un cuadrado perfecto.
Por ejemplor = 3 no cumple, ya que en cada acomodo de los nUmery 3 en un
renglon, hay dos nimeros consecutivos cuya suma no esadinaclo. Los acomodos
son:

1,2,3; 1,3,2; 2,1,3; 2,3,1; 3,1,2; 3,2,1;
y fallan porque ninguna de las sumas 2,3+ 2,2+ 1,2+ 3,1+ 2y 2+ 1encada
caso respectivamente, es un cuadrado.

Solucion. Es facil ver quer = 2, 3 no cumplen. Com = 4, se necesita un nUmero al
lado de4 que sume cod un cuadrado. Los nimeras2 y 3 no pueden ser. El primero
que cumple e5. Podemos ir completando el acomatd, . . . buscando nUmeros que
sumados a la derecha y a la izquierda den un cuadrado. Estféener un acomodo
con los primerog5 numeros:

8,1,15,10,6,3,13,12,4,5,11,14,2,7,9.

Para asegurar que = 15 es el menor entero positivo que satisface la condicion del
problema, demostraremos que no existen acomodos con aémenores ques. Co-
mo los Unicos nimeros menores dufeque sumados coh dan un cuadrado sany
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12, tenemos dos posibilidades paratetjue esté en una orilla del acomodo o que no
esté en una orilla.

Caso 1: Si el esta en una orilla, digamos la izquierda, tenemos dos ifidaites:
4,5,...y4,12,.... La primera posibilidad s6lo puede continuarse cam®, 11, 14,
2,7,9 en cuyo caso no hay solucion. Para la segunda posibilidaentost, 12, 13, 3.
Después de3 podemos poner uho un6. Si ponemod obtenemod, 12,13, 3,1,8y

ya no puede crecer. Si ponentsbtenemod, 12,13, 3,6, 10y tampoco puede crecer.
Luego, no hay acomodos en este caso.

Caso 2: Siell no esta en una orilla, debe tenerfual lado y uni2 al otro. Del lado del

5 sOlo puedenii1,14,2,7,9. Del lado del12 sigue el13 y luego el3. Después de}
puede ir unl o0 un6. Si ponemod, el tinico nUmero que podemos poner después es el
8 y tendriamos el acomody 1, 3,13,12,4, 5,11, 14,2, 7,9 que no es solucion ya que
falta el6 y el 10. Ahora, si ponemos ué después de3, la Unica posibilidad después
del6 es ell0y ya no puede crecer, de modo que tampoco es solucion patjaelfl

y el 8. Por lo tanto, tampoco hay acomodos en este caso.

Concluimos que el menor entero que cumple la condicionmddipma es el 5.

Problema 5. (Intermedio) Determina todas las tern@asb, c¢) (cona < b < ¢) de
enteros positivos con las siguientes dos propiedades:

1. a, by c son tres enteros impares consecutivos.

2. Elnimeraz? + b? + ¢? consiste de cuatro digitos iguales.

Solucion. Ya quea, b y ¢ son tres enteros positivos impares consecutivos, podemos
escribira =2n —1,b=2n+ 1y ¢ = 2n + 3, conn un entero positivo. Luego,

A+ +c = 2n—1)% 4 2n+1)* 4 (2n +3)?
= (n® —4n+ 1)+ (4n® +4n+ 1)+ (4n? +12n+9)
12n® +12n 4 11.

Supongamos que este nlmero es un entero formado por cigitasdguales al, es
decir,
12n% +12n 4 11 = 10%d 4 10*d + 10d + d.

Entonces]2n? + 12n = 103d + 10%d + 10(d — 1) + (d — 1) esta formado por cuatro
digitos, de los cuales los primeros dos son igualéy dos Gltimos dos son iguales a
d — 1. Como12n2 4 12n es divisible entre, d — 1 debe ser par. Tenemos entonces
las siguientes posibilidades par2n? + 12n: 1100, 3322, 5544, 7766 y 9988. Como
12n2+12n también es divisible enti® la Gnica posibilidad es2n?+12n = 5544. De
aqui,n? +n = % = 462, es decirp? + n — 462 = 0. Factorizando, obtenemos que
(n—21)(n+22) = 0. Comon es positivo, la Gnica posibilidad @s= 21. Por lo tanto,

la Gnica terna que satisface las condiciones del problesias b, c) = (41,43,45) y

es facil ver quetl? + 432 + 452 = 5555.
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Soluciones de las Etapas
Semifinal y Final Estatal de la
252 OMM

En esta nueva seccion de la revista publicamos los exatEnkas etapas semifinal
y final estatal de la olimpiada mexicana de matematicas fitelimmediato anterior.
La etapa semifinal consta de un examen g&gmoblemas para resolver en un tiempo
maximo de4 horas. La etapa final consta de dos examened @oablemas cada uno,
para resolver en un tiempo maximo41é horas.

Etapa Semifinal Estatal de [a25* OMM, 2011

Problema 1. Seank 4 y Kp circunferencias del mismo radio con centrdsy B,
respectivamente, tales queesta erfC. SeaC enK 4 tal que la medidg del angulo
/ABC satisfaga0° < g < 60°. SobreK g tbmese el puntd® (distinto deA) para el
cualZCBD = gy constrlyase la circunferendi@a que pasa pod y tiene centra’.
De D haciaC tracese una recta hasta que toqu&-ay seaF el punto de interseccion.
Demuestra qu& AEC = g.

Solucion. Llamemosr al radio dek 4 y Kg. Los triangulosABC'y DBC' son con-
gruentes por tener dos lados iguales (pdés = BD = r y BC es com(n) e igual
el angulo comprendido entre ellos. Enton¢&® = AC = r (de hechdC pasa por
D). Ademas los triangulod BC'y DBC son isosceles, asi queACB = ZABC =
/ZCBD = ZBCD = g. Ahora podemos concluir de varias maneras 4u&=C = g.
Primera forma:Como EAC es isbsceles{ EAC = ZAEC,y si llamamosh a este
valor comUn, en vista de que la suma de los angulos intefeas triangulo e$80°,
tenemos queh + LZACE = 180°; pero tambiéreg + ZACE = 180°, de donde
obtenemo% = g, como queriamos.

Segunda formaComo ZABC = ZBCD tenemos que las rectasB y C'D (que es
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la misma quek D) son paralelas, pero entoncé& C B tiene dos lados paralelos y del
mismo tamafio, por lo que es un paralelogramo, de dalEC = ZABC = g.
Tercera formaPor angulos inscritos en la circunferenkig tenemos que,

/ACD /ACB+/BCD g+g 2

LAEC = LZAED =
2 2 2 2

Problema 2. A una cena llegar3 matrimonios. Se quieren sentar alrededor de una
mesa redonda de manera que nadie quede junto a su parejaugidascmaneras se
pueden acomodar si Adela ya tiene un lugar asignado fijo?

Solucidn. Supongamos que los matrimonios geh A’), (B, B') y (C,C") y que Ade-
la esA. Tenemos las siguientes posibilidades de acomodo de legpaon referencia
aA:

A A A, A
——1—
—— 1 o
A A
[ ]
A A

Cada segmento representa donde queda un matrimonio. Eesqdema, el matrimo-
nio { B, B’} tiene para escoger cualquiera de los dos segmentos y, eifirg 8’ se
pueden quedar en cualquiera de los dos lugares; el segnesténte queda determi-
nado por el matrimonigC, C'} y esa pareja tiene dos posibilidades de acomodo en su
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segmento. Entonces hay 2 - 2 = 8 posibilidades en cada esquema, dando un total de
8 - 4 = 32 posibilidades.

Problema 3.Un rectangulod BC' D de lados de longitudes enteras y areése divide
entresrectangulad FHG, FBIH y GICD con lados de longitudes enteras como se
muestra en la figura, de manera que el ared' 8d H es el triple que la delFHG y

el area deZICD es5 veces la deAF HG. Determina todas las posibilidades para la
longitud deAD.

A G D
F H
B I C

Solucion. Seank el area deAFHG, a = AG,b = AFy ¢ = GD. Luego, el area de
FBIH es3k, el aread&>1CD esbk y el area total €856 = k + 3k + 5k = 9k, por
loqueab =k = 3¢ =84 =22.3.7, FB = 3by 4bc = 5k = 5(84) = 4 -5 21,
de dondéc = 3 - 5 - 7. Comoab es miltiplo det perobe no lo es, se sigue quees
mltiplo de4. La siguiente tabla muestra las posibilidades para la tadgie AD.

a b c AD =a+c
4 | 21 5 9

12| 7 15 27

28 | 3 35 63

84 | 1 | 105 189

Problema 4.¢,Cuantos elementos a lo mas podemos escoger del cofijugto. ., 20}
si no queremos que la suma de dos de los nimeros escogidogikigdo de un cua-
drado mayor qué?

Solucibn. La suma de dos nimeros escogidos no puede ser miltigget, asi que

no puede haber un nimero con residual dividirlo entre4 y otro cuyo residuo de
la divisibn entred sea3. Esto nos dice que la eleccion de cualquiera de los nUmeros
1,5,9,13,17 excluye la eleccion de cualquiera de los nlmexds 11, 15, 19. Por la
misma razon, a lo mas se puede escoger un numero cong@didsea, uno de la lista
4,8,12,16,20) y uno con residu@ (uno de la list2, 6, 10, 14, 18). Esto nos dice que
el conjunto buscado a lo mas tiehe- 1 + 1 = 7 elementos. Sin embargo, las sumas
tampoco pueden ser mltiplos fieasi que de los nUmerdsy 17 a lo méas se puede
escoger uno, y lo mismo pasa con los nimérgd 3. Luego, de la listd, 5,9, 13,17

a lo mas se pueden tomaelementos. De manera analoga, de los nUim&npd5 a

lo mas se puede escoger uno, y lo mismo pasa con los nUmgros, de modo que
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de la lista3,7,11,15,19 a lo mas se pueden tomarelementos. En cualquier caso,
tenemos que el conjunto buscado a lo méas tiend + 1 = 5 elementos. Por lo tanto,
considerando el conjuntd, 2,5, 9, 12} concluimos que el maximo buscado®s

Problema 5. ¢ De cuantas maneras es posible acomodar los nimerasatiéd de
manera que del primero al séptimo vayan creciendo, quepinsd sea mayor que
el octavo, y que del octavo al décimo vayan creciendo ote® {Por ejemplo, una
posibilidad edl, 2, 3,5,6,8,10,4,7,9.)

Solucibn. Supongamos queé, as, . . ., a1p €S un acomodo de los nimeros dell 10
gue satisface la condicion del problema. Coinoag Y a1p SON mayores ques, las
posibilidades parag son1,2,...,7.

Siag = 7, entonces hay posibilidades para escoges y a1, pues deben ser dos
nimeros ef8, 9,10} y las opciones sof8, 9}, {8, 10} y {9, 10}. Al escoger esos dos
nimeros ya todo queda determinado (pues los que sobremdedpcen orden para
formar la sucesibnq, as, . . ., ay; por ejemplo, si se escogen&l el 10, la sucesion
seral,2,3,4,5,6,9,7,8,10).

Si ag = 6, entonces hay posibilidades para escoges y a1, pues deben ser dos
nimeros er{7, 8,9, 10} los cuales sor escogienday = 7; 2 escogiendag = 8; 1
escogienday = 9 (esto también puede contarse usando el lenguaje de lasremb
cionesy eg3) = 6).

Siag = 5, entonces hay0 posibilidades para escoges y a1o pues deben ser dos
nimeros ed6,7,8,9,10} los cuales sont escogienday = 6; 3 escogiendag = 7; 2
escogienday = 8; 1 escogienday = 9 (0 en lenguaje de combinacion«@) = 10).
Continuando de esta manera tenemos que el total de poadskices,

3+ (14+2+3)+(1+2+3+4)+(1+2+3+4+5)+--+
+(14+24+34---+38)

= 34+6+10+15+21+28+36

= 119.

(En lenguaje de combinaciones, teneas(3) + (5) + (3) + () + (5) + () = 119.)

Solucion alternativa. Observemos que si elegimos los primefasimeros, hay una
Unica manera de elegir el orden de los Gltimos tres (pagsé&eben estar en orden
creciente). Ahora, necesitamos que el séptimo nimenmagar que el octavo, asi que

el nimero mas grande entre [bgjue tomemos, debe ser mayor que el menor nUmero
de los tres que quedan. Esto siempre sucede, a menos quedsatagido exactamente
los nimeros del al 7 (pues ya no quedan niUmeros menoreg.aPor lo tanto, el
nimero de posibilidades ¢&’) — 1 = 119.



Soluciones de las Etapas Semifinal y Final Estatal 2011 41

Etapa Final Estatal de [a252 OMM, 2011

Problema 1.En un torneo habi&@ equipos que jugaron todos contra todos una vez.
Cada dia se efectud un partido. En determinado momentbhsss\vd que cada equipo
habia jugado a lo m&juegos. Demuestra que a alguno de los equipos le faltaba en
ese momento por lo mend9artidos por jugar.

Solucion. En el momento en que cada equipo ha jugado a lo3n@mtidos, se tiene
gue el nimero de partidos jugados es menor o iguaﬂg”u&)ues cada partido jugado
entre los equiposgl y B es el mismo partido jugado entfey A), asi que ed0 a lo
mas. Por otro lado, el nimero total de partidos al finakaorneo es deg) =21,lo
cual dice que faltaban al mend$ — 10 = 11 partidos por jugar. Si a cada equipo le
faltaran3 partidos a lo mas por jugar, entonces el mismo razonamresgdlevaria a
que faltarian a lo mar) partidos por jugar, lo que es una contradiccion. Por |looteant
alguno de los equipos le faltabamartidos por jugar en ese momento.

Problema 2.En un planeta, el afio dui@1 dias y los dias estan numerados Hel
101. Resulta que llueve un dia, después deja de llover das @idia siguiente vuelve
a llover y después deja de llover el dia siguiente; otralkexe y luego pasan dos
dias mas sin llover y asi sucesivamente, alternandssedihs que no hay lluvia en
2,1,2,1,2, etc. Llovib por primera vez el dig, luego el5, luego el7, luego el10,
luego el12, etc. Demuestra que, al pasar los afos, llega un momentaesimedlovido
exactamente el mismo nimero de veces cada fecha del ateryniha cuantos afios
deben pasar para que eso ocurra.

Solucion. Al pasar el primer afio ha llovido exactamente los dias donero de la
formabsk + 2 y de la formabk. Entonces, los Gltimos dias del afio con lluvia sof7el
y el 100. El residuo de dividio7 + 5 = 102 entre101 es1, y el de dividir100 + 5
entrel01 es4, de donde ese segundo afio llovera todos los dias corra@aéa forma
5k + 1y 5k + 4,y los Ultimos dias de lluvia de ese afio sera®0g} el 101. Ahora, los
respectivos residuos de la division entfd de99 + 5 = 104y de101 + 5 = 106 son
3y 5, de donde el tercer afio llovera los dias con nimero derfad5k + 3 y 5k, de
modo que los Gltimos dias del tercer afio sof8ey el 100. De la misma manera en el
cuarto afo llovera los dias con nUmero de la fofiha 2 y 5k + 4, y los Ultimos dias
son97y 99. El quinto afio llovera en los dias de la forsfa+ 1y 5k + 3. Entonces al
terminar el quinto afo ya habra llovido exactamente dosseada dia.

Problema 3.Seanl y m dos rectas paralelas. SednB,C y D puntos en, y sean
E,F,Gy H puntos enn de forma quedB = CDy EF = GH (ver figura). Sean
Py Q los puntos de interseccion d&7 conCE y de BH con DF, respectivamente.
Demuestra qué’() es paralela a las rectag m.
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Solucion. Seanh; la altura del trianguld® PG desdeP, hs la altura del triangulo
CPA desdeP, hs la altura del trianguld’QH desde y hy la altura del triangulo
D@B desdeQ. Los triangulosE PG 'y C P A son semejantes asi como los triangulos
FQH Y DQB. Luego,i+ = 8¢ y s — L AdemasEG = FHy AC = BD, de
modo quefs = £& — 2L Por lo tanto PQ) es paralela &y am.

Solucion alternativa. Sear la paralela d que pasa poP y seaQ’ la interseccion de

r con BH. Observemos las siguientes igualdades de areas,

(ABQ'P) = (CDQ'P),
(EFQ'P) = (GHQ'P),
(ABHG) = (CDFE).

Entonces,

(CDFE) = (EFQ'P)+ (CDQ'P)+ (DQ'F)
GHQ'P) + (ABQ'P) + (DQ'F)
ABHG) + (DQ'F)

CDFE) + (DQ'F),

~ o~~~

de dondg DQ’F) = 0. Por lo tantoQ’ esta sobreD F' y, como estaba e H, con-
cluimos queR’ = Q.

Problema 4. Determina todos los conjunto$ de 4 enteros menores q@0, en los
cuales cada pareja de nimeros tenga maximo comdn digisalra un nimero primo,
y que todos esos primos sean distintos.

Solucion. Supongamos qué es un conjunto de los pedidos. Cor@‘c) = 6, los maxi-
mos comunes divisores de las parejas de elementdsddden se6 primos distintos.
Cada numero se compara con otBodel mismo conjunto, asi que cada nimero debe
tener entre sus factores3grimos, al menos. Si7 fuera uno de los maximos comu-
nes divisores, entonc&sde los nUmeros a lo menos podrian 8er7 - 17 = 238 y
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3.5-17 = 255 > 250. Entonces, los nUmeros deben formarse con productésode
mas de los primo8, 3,5,7,11y 13.

Observemos que ningn nimero puede tener como factomebasal y 13 pues lo
menos que podria ser2sl11-13 = 286 > 250. También tenemos qu - 7-5 > 250

y 13-7-3 > 250, asi que la Unica posibilidad es qu& sea uno de los maximos
comunes divisores con los nimes7 - 13 = 182y 3 - 5 - 13 = 195. Como también
11-5-7 > 250y no es posible volver a poner junto2a al 7, ni tampoco aB y al 5,

la Unica posibilidad es que los nimeros de los cubless maximo coman divisor son
2.5-11 =110(022-5-11 = 220) y 3-7-11 = 231. Por lo tanto, sblo hay dos conjuntos
con las caracteristicas pedidas y $ai0, 182,195,231}y {220, 182,195, 231}.

Problema 5.Demuestra que todos los enteros positivos impares se pesdghir en
la forma,
ag+2-a1+2%-as+---+2" - ay,

donden es cualquier entero no negativo y cadaes1 o —1 (por ejemplo,11 =
1-2+4438).

Solucibn. Probaremos que parafija, todo impar positivo menor o igual q@&+! se
puede lograr. Queremos conseguir todos los imparesaléls en la formaag + 2a; +
22qy + - - - + 2"a,,. Para ver como proceder en el caso general, analicemasaplej
den = 3.

+142+4+8 = 15,
—1+4244+8
+1-244+438 1
—1-2+4+38 9
+1+2-448 = 7T,
5
3
1

I
—
w

—14+2-4+38
+1-2-4+48 =
~1-2-4+8 =

Lo que se hace es, empezandopef+22+- - -+2"~! se vareduciendo cada vezen
la suma que se tiene y eso se logra utilizando que paratddp2+22 +- - . 4+2F~1 =
2k _1. Entonces se busca la primera potencia gee tenga signo positivo y se cambian
de signo ella y todas las anteriores (por ejempld, teinia signo positivo en un paso,
entonces en el siguiente se cambia sblo ese sighderia signo negativo ¥ positivo,
entonces se cambian los signos de los dosys? tenian signos negativos petera
positivo, entonces se cambian los signos de los tres y assisamente). Se hace esto
hasta llegara-1 —2 —2%2 — ... —27~1 + 27 que es igual 4.

Segunda soludin. Lo que se hizo en la primera solucion se puede poner de manera
formal usando induccibn matematica como sigue.
El caso base es el primer impar positivo que se puede eseniltérforma,

l=—-1-2-22—... 2" 14 on
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Supongamos que para cierto entero positige tiene que,
2k — 1 =ag+ 2a; + 2%as + - - + 2"a,

y que no todas las; son positivas.
Demostraremos que podemos escii#-1 de esta forma. Seag, el primer coeficiente
negativo, es decir, $i< k se tiene que,; = 1. Tenemos entonces que,

Qk+1=-1-2-22—...—2F Lok g 1+ 42",

lo que completa la induccion.

Tercera solucibn. Para um: fijo, el nlmero de expresiones de la forma pedida es igual
a2t pues cada uno de las tiene2 posibilidades y son + 1 de talesz;'s. Como la
mitad de las expresiones son positivas y la otra mitad soativeg, tenemog; =2"
expresiones que resultan en un numero positivo. Tambigntos que cualquiera de
las expresiones produce un niumero impar pyges 1 0 —1y los demas sumandos son
pares. Como ha¥” nimeros impares menores que 2 +22 4+ ... + 2" =27+l _ 1,
bastara ver que todas son distintas. Supongamos que tedesexpresiones distintas,

ap + 2a1 + 2%as + -+ - + 2"a,, = bg + 2by + 2%by + -+ + 2"b,,

que producen el mismo numero impaty seak el mayor indice tal que; # bx. Sin
pérdida de generalidad, supongamos gye= —1y b, = 1. Entonces, al cancelar
los términos iguales, del lado izquierdo queda un nimegativo y del lado derecho
gueda un namero positivo, lo que contradice la igualdad.

Problema 6.En la figura hay dos circulos que se intersectan en los puihyag; X es
un punto sobre la recta péty @, y los puntos4, B, C'y D son las intersecciones de
los circulos con rectas que pasan ggrcomo se muestra. DemuestraguB - Y A =
YC-YD.
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Solucion. Aplicando la potencia d& a los dos circulos tenemos quied - XD =
XP-X@Q = XB-XC.Deaquiconcluimos qué BC D es un cuadrilatero ciclico. Pero
entonces aplicando la potenciaXe la circunferencia que circunscribe al cuadrilatero
ABCD obtenemos la igualdad deseada.

Problema 7.En un estanque hay)0 litros de agua inicialmente. Se desea poner entre
2y 6 desagues del mismo tamafo, por donde saldra toda el agiaarlente. Se tienen
100 recipientes: uno con capacidad Hétro, otro con capacidad dlitros, otro con
capacidad da8 litros y asi sucesivamente (el Gltimo tanque tiene cajzatdel00 li-
tros). Se quieren escoger algunos de estos recipiente®gacalno en cada desagie
para recolectar agua (se escoge el mismo nimero de reeipigne de desagies). Se
requiere que la suma de las capacidades de los recipiemggids sed 00. AlUn
cuando un recipiente se llena, el agua continiia saliendelgiesagie y se tira. De-
termina el nUmero 6ptimo de desagiles y las capacidades decipientes escogidos
de tal manera que la suma de las capacidades de los recilientes cuando se ter-
minan los100 litros sea maxima. (Nota: So6lo cuentan los recipientesgjinayan sido
llenados por completo, por ejemplo, si se colocan cuatripisstes con capacidades
12,20, 28 y 40, la cantidad de litros recolectados seralder 20 = 32).

Solucion. Seak el nUmero de desaguies (y recipientes) escogidos. Priohservemos
que por cada desaglie sald@ﬁ litros de agua. Por lo tanto, un recipiente de capa-
cidadc se llenara siy sbélo si < % Puesto que las capacidades de los recipientes
son diferentes, debe haber un recipiente cuya capacidagasarriba del promedio.
Ademas, todos los recipientes que tengan capacidad ploa ael promedio no se lle-
naran. Entonces, lo mejor es cuando so6lo hay un recipanteapacidad por arriba
del promedio y éste tiene la menor capacidad posible. Coarmpzs los distintos casos
para el nUmeré de recipientes y llamemd$(k) a la cantidad maxima de agua que se
conserva. En cada caso, tomamos todas las posibilidades delyores — 1 nUme-

ros que son distintos y menores o iguales é%?e El otro nimero es lo necesario para
sumar losl00 litros.

Sik = 2, con capacidades) y 51 se obtiene5(2) = 49.

Sik = 3, con capacidade®?, 33 y 35 se obtiene5(3) = 65.

Sik = 4, con capacidadex3, 24, 25y 28 se obtienes(4) = 72.

Sik = 5, con capacidadely, 18, 19, 20 y 26 se obtienes(5) = 74.

Si k = 6, con capacidadel®, 13, 14, 15, 16 y 30 se obtiene5(6) = 70.

Porlotantok = 5 es el 6ptimo y las capacidades de los recipientes 4&ta8, 19, 20
y 26.

Problema 8. ¢, Cual es la maxima longitud de un camino4le@ B en la figura, si el
camino debe seguir las lineas y no debe repetir ningineseignipero si puede repetir
vértices)?
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B

A

Solucibn. Pongamos coordenadas a los puntos de manerd gué0,0)y B = (4, 4).

El camino debe tener longitud par (pues las sumas de lasenadds del y de B am-
bas son pares y cada segmento alterna suma par con impagtm denera, pensando
gue el camino que va primero todo por abajo y luego haciaatiéne longituc que

es par; cualquier cosa que haga hacia la izquierda otro casheine recuperarla hacia
la derecha y lo mismo verticalmente). En los vértices deillapsalvo enA y en B,

se usan a lo mas dos segmentosden en B se usa uno. Entonces, la suma de los
segmentos que se usan es, a lo M&g24+42 = 33 (esto es porque halyl vértices

en la orilla distintos del y B, y hay9 vértices centrales; la division ent2ees porque

al contar los segmentos que llegan a cada vértice, cadaeseégse cuenta dos veces
porque tiene dos extremos). Como ya dijimos que la longitliedser par, tenemos
que a lo mas e82. Para ver que coB2 si se puede, construyamos el camino como
sigue llamandab al punto de coordenadé&s, b):

00,10,11,01,02,12, 22,21, 11,12, 13, 14,04, 03, 13, 23,

24,34, 33,32,31, 21, 20, 30, 40, 41, 42, 32, 22, 23, 33, 43, 44.



Problemas de Olimpiadas
Internacionales

XIV Olimpiada Matem atica de Centroanérica y el Ca-
ribe

La XIV Olimpiada Matematica de Centroamérica y el Caribaaalizbd del 15 al 23
de junio de 2012 en la ciudad de San Salvador, El Salvadotaqeerticipacion de 12
paises y un total de 36 estudiantes.

En esta ocasion, los tres alumnos que representaron &d/@earon premiados, obte-
niendo dos medallas de oro y una de plata. En esta destaadidgppaion, un alumno
mexicano obtuvo examen perfecto y la delegacion de Mésgcooloco en el primer
lugar general por paises.

La delegacion mexicana estuvo integrada por los alumngs: Xavier Ramos Tormo
(medalla de plata), Juan Carlos Ortiz Rhoton (medalla d§ yenriqgue Chiu Han

(medalla de oro y examen perfecto). También asistierorptofesores Hugo Villa-

nueva Méndez (lider de la delegacion) y Luis Miguel Gaielazquez (colider de la
delegacion).

A continuacion presentamos los problemas de la XIV Olidpide Centroameérica y
el Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro garadia cada una para
resolverlos.

Problema 1.Hallar todos los enteros positivos que sean igualé$0aveces la suma
de sus digitos.

Problema 2.Seay la circunferencia circunscrita al triangulo acutangdlBC'. SeaP
el punto medio del menor arcBC. La paralela poi® a la rectad B intersectaBC,
AC'y v enlos puntos, Sy T, respectivamente. Se definen los punidy L como
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las intersecciones déP con BTy B.S con AR. Demostrar que la rect& L pasa por
el punto medio ded B siy sblo siC'S = PR.

’ : 1 1 —
Problema 3. Seana, b, ¢ nlmeros reales que satlsfacgbg tretam =1y

ab 4+ bc + ca > 0. Demostrar que,

abc

b - >
atbte ab+bc+ca —

Problema 4.Trilandia es una ciudad muy peculiar. La ciudad tiene form&idngulo
equilatero de lad@012. Las calles dividen la ciudad en varios bloques que tienendo
de triangulo equilatero de lado También hay calles en el borde de Trilandia. En total
hay 6036 calles. El alcalde quiere ubicar puestos de vigilancia garels esquinas de
la ciudad, para vigilar las calles. Un puesto de vigilanciadge vigilar todas las calles
en las que esté ubicado. ¢Cual es la menor cantidad deopugst se requieren para
poder vigilar todas las calles de Trilandia?

En el siguiente modelo reducido se muestra una delaslles.

AVAVAVA

Problema 5. Alejandro y Luisa son una pareja de ladrones. Cada dia poafeana,
Luisa le roba a Alejandro un tercio de su dinero, pero porridetaufre de un inusual
ataque de conciencia y le da la mitad de todo el dinero qudiefia. Si Luisa roba

por primera vez en el dif, y antes de eso no tenia dinero, ¢.cual es la menor cantidad
entera positiva de dinero que Alejandro debe tener paraldimakdel dia2012 ambos
tengan una cantidad entera de dinero?

Problema 6.SeaABC un triangulo conAB < BC, y seanE y F puntos enAC

y AB, respectivamente, tales qieF' = BC = CFE, ambos ubicados en el mismo
lado queA respecto dBC. SeaG la interseccion d&E conCF. Se toma un punto
H sobre la paralela adC por G tal que HG = AF (con H en distinto lado qué&”
respecto deBG). Demostrar que’ EHG = £84€.
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532 Olimpiada Internacional de Matematicas

La53* Olimpiada Internacional de Matemaéticas se llevo a calbd @16 de julio de
2012 en Mar del Plata, Argentina, con la participacion de fdises.

En esta ocasion, México obtuvo una medalla de oro, unaata,pdos de bronce y
dos menciones honorificas. Es la segunda vez en la hiswilasdarticipaciones de
México que se obtiene una medalla de oro y la gan6 Diegosdl&toque Montoya. A
continuacion presentamos los resultados del equipo ruesic

Diego Alonso Roque Montoya (medalla de oro).

Adan Medrano Martin del Campo (medalla de plata).
Jorge Garza Vargas (medalla de bronce).

Julio César Diaz Calderdon (medalla de bronce).

Juan Carlos Ortiz Rhoton (mencion honorifica).

Jorge Ignacio Gonzalez Cazares (mencion honorifica).

Acompafiando a estos participantes asistieron Leonamkcig Martinez Sandoval
(lider de la delegacion), Marco Antonio Figueroa Ibaxalider de la delegacion) y
Maria Luisa Pérez (observador).

Como delegacion, México quedo en el lugar 31 de 100 pgiagicipantes.

A continuacibn presentamos los problemas d&3faOlimpiada Internacional de Ma-
tematicas. Los alumnos tuvieron dos sesiones de 4.5 hadasuna para resolverlos.

Problema 1.Dado un trianguldA BC, el puntoJ es el centro del excirculo opuesto al
vértice A. Este exirculo es tangente al lad@’ en M, y alas rectasiB 'y AC en K
y L, respectivamente. Las recthd/ y B.J se cortan erf, y las rectasx M y C'J se
cortan enGG. SeasS el punto de interseccion de las rectég y BC, y seal el punto
de interseccibn de las rectds: y BC. Demostrar qué/ es el punto medio d&T'.
(El exirculo de ABC opuesto al vérticel es la circunferencia que es tangente al seg-
mentoBC, a la prolongacion del ladd B mas alla deB, y a la prolongacién del lado
AC més alla de”.)

(Problema sugerido por Grecia)

Problema 2.Sean > 3 un entero, y seat, as, . . ., a,, hUmeros reales positivos tales
gueasas - - - a, = 1. Demostrar que,

(1+a2)*(1 +a3)®--- (1 +a,)™ >n".

(Problema sugerido por Australia)

Problema 3.El juego de la adivinanza del mentirogs un juego para dos jugadores
Ay B. Las reglas del juego dependen de dos enteros positiyos conocidos por
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ambos jugadores.

Al principio del juego, el jugadoA elige enterog 'y N conl < z < N. El jugadorA
mantiener en secreto, y le dice & el verdadero valor d&/. A continuacion, el jugador
B intenta obtener informacién acerca déormulando preguntas 4 de la siguiente
manera: en cada pregunfa,especifica un conjunto arbitrari® de enteros positivos
(que puede ser uno de los especificados en alguna preguat@égnty pregunta a
A si z pertenece &. El jugadorB puede hacer tantas preguntas de ese tipo como
desee. Después de cada pregunta, el jugddiebe responderla inmediatamente con
si 0 no, pero puede mentir tantas veces como quiera. La Unicaoaétr es que entre
cualesquier# + 1 respuestas consecutivas, al menos una debe ser verdadera.
CuandoB haya formulado tantas preguntas como haya deseado, ded@fiesp un
conjuntoX de a lo mas: enteros positivos. Si pertenece & entonces gan&; en
caso contrario, pierde.

Demostrar que:

1. Sin > 2%, entonces3 puede asegurarse la victoria.

2. Para todd: suficientemente grande, existe un entere- 1.99% tal que B no
puede asegurarse la victoria.

(Problema sugerido por Canada)

Problema 4.Hallar todas las funcionet: Z — Z que cumplen la siguiente igualdad:

Fla)® + f(b)* + f(0)* = 2f(a) f(0) + 2f (b) (c) + 2f (c) (a),

para todos los enterasb, c que satisfacen + b + ¢ = 0.
(Z denota el conjunto de los nUmeros enteros.)
(Problema sugerido por Sudafrica)

Problema 5.SeaABC un triangulo tal queZBC' A = 90°, y seaD el pie de la altura
desdeC'. SeaX un punto interior del segmentdD. SeakK el punto en el segmento
AX tal queBK = BC. Anadlogamente, sea el punto en el segment8 X tal que
AL = AC. SeaM el punto de interseccion déL y BK. Demostrar qué/ K = M L.
(Problema sugerido por la Republica Checa)

Problema 6. Hallar todos los enteros positivespara los cuales existen enteros no
negativosiy, ao, . . . , a, tales que,

1 1 1 1 2 n

o+t T

2a1 a2 2an - 3a1 3az 3an =1

(Problema sugerido por Serbia)



La matematica es un oficio que
todos podemos aprender

Por Adolfo Sanchez Valenzuela

A la memoria de mi padre

Con el propo6sito de promover la licenciatura en materaétite la Universidad de Gua-
najuato, he tenido ocasion de dar varias charlas a alummbachillerato con la con-
signa de motivarlos para el estudio de las matematicase Estpreguntas que hay que
estar preparado para responder en una charla de ese dpdasssiguientes: ¢, Qué hace
un matematico? ¢ Qué significa dedicarse profesionatneelais matematicas? ¢ Como
describiria un matematico su trabajo y como lo comparewn otros trabajos? Me he
podido dar cuenta de que no es del todo sencillo pararsefaeum grupo de prepara-
torianos a hablar de la “asignatura tab(” y transmitir lacawdloso y apasionante del
tema. ¢, Como puede uno explicarle a un alumno de preparatoqué consiste el tra-
bajo de un matematico y hacerlo con absoluta transpargseiacillez; sin intimidarlo,
sin ahuyentarlo, sin provocar que desconecte sus sentdlosstio de su ser y termine-
mos soblo viendo como nos asiente con la cabeza por mero oamgm? ¢, Como hacer
que él pueda llevarse una respuesta concreta y descugtiea preguntas planteadas?
En pocas palabras: ¢ como transmitir motivacion?

Mi proposito en este ensayo es comparar la actividad de uaméatico con otros
quehaceres humanos; deseo establecer relaciones enteddmatica y la poesia y
la carpinteriay la masica, y la pintura. Trataré de enalar esas ideas hablando de ar-
tesania y matematicas; de estados de animo y conjetlgagntimientos y teoremas.
Las principales posiciones que me propongo exponer (/diefénson las siguientes:
1) Que el ser matematico es un oficio que se puede aprenderalmficio de la car-
pinteria o de la pintura. 2) Que hacer investigacion dlieatdentro del terreno de la

2Este articulo es una reproduccion de su publicaciorinaign la “Revista de la Universidad de Méxi-
co”, Nims. 578-579, Marzo-Abril 1999, Pp.71-79, con elsamtimiento del autor y solicitando el permiso
correspondiente a la “Revista de la Universidad de México”
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matematica es comparable, por un lado, al trabajo de usameen cuanto a la mi-
nuciosidad con la que hay que cuidar los detalles finos y, polado, comparable al
trabajo de un poeta al escribir poesia o al de un misicorapoaer una sinfonia en
cuanto a la creatividad. 3) Que definitivamente si hayagede los enunciados de mu-
chos teoremas una buena cantidad de sentimientos y papimfesdas, o por lo me-
nos, reflejos muy elocuentes de la personalidad de los —g l&@npodriamos llamar?,
sautores?, compositores?, ¢ demostradores? — ¢ dez@g¥dk dichos teoremas.

En 1973, cuando estaba en el segundo afo de la preparataiipor recomendacion
de Memo Portillo, mi mejor amigo de la prepa, a una instidnaié la Ciduad de Méxi-
co dedicada a hacer examenes de orientacién vocaciceiailalque someterse a varias
pruebas psicométricas durante tres dias consecutivepara unos pocos dias mas
para conocer los resultados en una entrevista con la pgedel programa. El dia que
fui por mis resultados iba confiado en que que me dirian loygugueria escuchar. En
ese entonces yo pensaba dedicarme a la ingenieria civiearo, ya tenia trazado un
futuro como ingeniero. Mi padre (un ingeniero civil) me fabodnseguido un trabajo
de dibujante en la empresa Ingenieros Civiles Asociadas. &guel dia la psicbloga
me dijo que logestshabian puesto de manifiesto que yo no tenia aptitudes pasa
alguna que tuviera que ver con las matematicas. Que ya@psediun abogado, 0 un
trabajador social, o un psicologo; que definitiavmente gloid emprender una carrera
humanistica, aunque no precisamente — dijo — letras, sofila.¢ Podia ser niisico?
pensé timidamente dandome en ese instante por derquéadda ingenieria. Pero re-
cuperé el aliento como pude y le dije que eso no podia segu& que quien explicaba
los problemas de matematicas a mis compafieros de la m@&pa g que mis califica-
ciones en matematicas habian sido excelentes toda laStidsugerencia entonces fue
gque yo me sometiera a una serie de pruebas adicionales pearaeggiros.

Sali destrozado de ese lugar. ¢ Como podia ser posibledraguntaba. A Memo le
habian resultado muy provechosos los mismos examene$abian dicho que iba
sobre el camino correcto: la misica. A mi, en cambio, mehest diciendo que iba tras
la carrera equivocada y, ademas, el viraje que habia quer para estar en armonia
con mis aptitudes era de 180 grados. No sé de donde sabpéaea presentarme a
aquellos tests especiales de matematicas, pero justa&kedp la primera prueba ya
no tuve coraje alguno para ir a los siguientes. Uno sabe cuand sale mal en un
examen y en aquel primero yo senti que mi desempefio hidbidastante mediocre.
Casi todas las preguntas eran contra reloj y yo no tuve tiesaficiente para contestar
aningunade ellas. Ya no volvi jamas a aquel lugar y prefejor ya no darme permiso
de escuchar el final de esa historia por boca de la psicbloga.

Al poco tiempo estaba yo, junto con Memo, haciendo un exaneeadenision para
ingresar a la Escuela Nacional de MUsica. Para preparsaelen de admision tuvimos
que empezar por aprender un poco de solfeo. Ninguno de losatbamos leer las
notas en un pentagrama. Un viejo amigo de la secundaria gabaal violin desde
que era niflo nos prepard para el examen introduciéndainfascinante mundo del
solfeo. Un dia me llambé Memo muy emocionado para decirneehagbia ido a buscar
los resultados del examen de admision y que él habia ditidido para estudiar flauta.
Sin embargo, me dijo también, con cierto pesar, que yoa&itlo rechazado.

En el tercer afio de la preparatoria decreté para mis aeqtre los psicblogos se
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habian equivocado: que mi futuro si era la ingenieriag yudebia apuntar mi vida
directo hacia alla. Pero un buen dia nuestro profesorsigaf Mario Cruz Teran, se
salib del guibn en su clase y se puso a hablar sobre la gameltos gemelos planteada
por la teoria de la relatividad de Einstein. Aquella sokselfue detonante para mi.
iEso es lo que yo quiero estudiarme dije. jCiencia! jFisica! Y en aquel momento
decidi dejar el camino hacia la ingenieria y emprenderagmpletamente nuevo vy,
quiza ahora si, uno propio.

En 1975ingresé ala Facultad de Ciencias de la UNAM pardiesta carrera de fisica.
Ahi tuve oportunidad de ver como, casi todos mis compagieablaban con mucha
propiedad y facilidad acerca de los conceptos de la figibd.entendi por primera
vez el significado de la palabra vocacion. El primer amige e en la facultad fue
Ernesto Rivera, quien podia resolver con un ingenio endoaheslos problemas que
nos dejaban en el curso de fisica general del primer seenébktrdia lo paso el profesor
al pizarrébn para que nos explicara a todos como es quebéh lsanseguido resolver
cierto problema de gravitacion. Ernesto escribid cotusaly rapidez sobre el pizarron
y al cabo de muy poco tiempo el maestro lo detuvo diciéngotemento que soy lento!
Ernesto era sin duda brillante y talentoso, pero estuvo méaan afio en la Facultad
de Ciencias; consiguid una beca y prefirio irse a estudidemania.

Una aptitud semejante la encontré en otro amigo entrafi@histavo Espinosa. En el
segundo semestre de la carrera llevamos un curso de mectasca donde debiamos
resolver problemas cada semana y &l podia bosquejardei@olen su cabeza — jsin
tener la necesidad de escribir las ecuaciones! — mientedsahiarias carambolas en la
mesa de billar que tenia en su casa. Yo me pasaba la may®dphiiempo sentado por
un lado de la mesa de billar, anotando lo que Gustavo deefaaade la solucion de los
problemas. Para ello tenia un cuaderno que en lugar dedihex” debia tener en la
portada el nombre de “Gustavo”; era el cuaderno que siergwabla a su casa cuando
él y yo “jugabamos” billar. Tras tomar nota, yo trataba l@@ar los detalles, resolver
las ecuaciones y poner todo en orden, pero lo impresionaatgue los problemas
salian como las carambolas: por donde Gustavo los veianp & decia que iban a
salir.

Afios mas adelante, para mi gran fortuna fui admitido atataclo en el departamento
de matematicas de Harvard y ahi me encontré con muchossotdmo Ernesto y Gus-
tavo: con matematica dentro de su DNA, con gran habilidad pssolver problemas,
con mucho ingenio para demostrar proposiciones, con glamappara sostener dis-
cusiones con los profesores, con una enorme capacidadrgamentar y exponer con
soltura sus ideas y con la claridad necesaria para transgasitiimagenes” formadas
en sus cerebros aln tratandose de conceptos sumamenéetalss jSi! jEn Harvard
habia muchos estudiantes que eran asi!

Hoy me digo a mi mismo que lo que tenian en com(n todos etkogue brillaban sus
rostros de emocion al hablar de fisica o0 de matematiaasptoblemas de tarea nunca
eran para padecerlos, no se sentian jamas agobiadodqmrsaio todo lo contrario:
los disfrutaban y gozaban al maximo. Por lo demas, piensccgsi todos (y la unica
razon por la que no digmdoses por culpa de uno o degtuososque “vi pasar”), eran
personas completamente normales. Por ejemplo, los amigamgncioné tenian y pa-
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decian problemas personales normales, diria yo, de lesagios tenemos; provenian
de familias mas o menos comunes y corrientes para losdsstsde los estudiantes
universitarios; eran gente igual a toda la gente y lo Unizce sucedib en el caso de
cada uno de ellos fue que desde antes de ingresar a la fagaltaabian leido, es-
tudiado, practicado, indagado, etc., acerca de alguncasstele matematicas vy fisica.
¢ Por qué tenian este cimulo de experiencias previaga ®oio porque les gusto, lo
reconocieron para si mismos y tuvieron la voluntad de émtydaprender antes que
esperar a entrar a una facultad. Lo hicieron quiza desdeegrenifios y conjeturo
que la caracteristica comln y fundamental fue que nunehezbn el desafio que les
imponia ver un problema sin intentar, por ellos mismodgdsolucion.

¢ Pero no es acaso esto muy similar a lo que sucede con los chie@studian masica
0 pintura? Hay padres que llevan a sus hijos a tomar clasegnde gesde que éstos
son muy pequefios. Y entonces, el ejecutar una obra al @haesarrollar gusto y sen-
sibilidad por la mUsica, el aprender a leer las notas, ®t0. habilidades que, por haber
sido estimuladas intensamente con método y disciplindedesa edad temprana, se
manifiestan mas adelante ante los ojos de quienes no towste tipo de formacién
como untalento especial¢,Cuantos nifios tienen la oportunidad de tomar clases de
masica? (pieénsese también en las clases de inglés ytdeida que tienen tanta po-
pularidad). Y a manera de contraste, ¢ cuantos nifiogtiem estimulacion temprana
en las ciencias y cuando ha sido ésta fomentada por susg?adace muchos afios co-
noci a un niflo que me decia con mucha desesperaciontiafrits que él no entendia
por qué a sus padres no les gustaba que €l aprendieractesasantes, a lo que yo le
preguntéy por qie piensas que ellos no quieren queaprendas cosas interesantes?
y su respuesta fue que porque a €l le gustaba pedir comm @gaumpleafios, o de
navidad, libros; en particular, jlibros de paleontolegia aviones, de astronomia! y
que lo que le decian sus padres gq@ara qu quieres tener tantos libros?
Afortunadamente, la voluntad del nifio fue lo suficientetegmande para conseguir sa-
tisfacer su deseo de aprendery de leer los libros que daeri&in embargo, no puedo
dejar de notar la gran diferencia que hay entre este nifeorguy bien pudo haber si-
do el hijo de Homer Simpson y, digamos, Richard Feynman (ler&abel de fisica
en 1965), quien en una entrevista que concedi6 para lagéevpiblica de Estados
Unidos al inicio de la década de los ochenta, contd que dtepa leia muchos libros
de ciencias desde que él era muy pequefio y que ademaladrizgran sabiduria
porque le ensefid a comparar unas cosas con otras y a enéésdgificado de los
nimeros. El ejemplo que daba era que cuando su padre lefaldeo que el Tirano-
saurio Rex media hasta seis metros de altura, éste hetjzausay le preguntaba a su
hijo: ¢ Sabes lo que esto significa? Significa que si el animal estuparado aquen

el jardin y te asomaras por esta ventana del segundo piso, i@sdin que voltear un
poco nés hacia arriba tu cabeza para ver hastardle llega y comprobas que su
cabeza estda un poco ras arriba que la chimenedlasta donde recuerdo de aquella
entrevista y hasta donde recuerdo de su lilorély you're joking Mr. Feynmajy'él

no menciona haber tomado clases de piano, ni de natacide pintura. S6lo recuerdo
haberlo visto en la televisién hablar muy emocionado decdi#s y de las cosas que su
padre le ensefd respecto a ellas. Con estos antecedggmisfuede sorprender mucho
gue Feynman haya recibido el Premio Nobel de fisica?
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Imaginemos una fiesta de jovenes bachilleres: hay misigalrailable, ruido, risas,
relajo y buen ambiente. Por alla en un rincén hay un chi@msgive un poco timido
frente a una linda muchacha que comienza a hacerle plgifcati g materia te gus-
ta mas?—pregunta la chica y él responddatenaticas... (no debe costarnos trabajo
imaginar el brillo en sus ojos al respondgt)y! jHas de ser un geniecito! {No? Y
JOLe quieres estudiar despa? —jMateraticas!responde nuevamente gQué padre!
dice la chica con un tono que marca de facto el fin de la conviérsanterviene un
gran silencio (el tipico silencio después del tipicoatdie exclamacion) y la chica dice:
Bueno, yo quiero bailar jNos vemos deéplis,eh? se va a buscar con quien bailar
aunque en realidad parece huir. Esta historia es tipicenuysposible que al chico le
gustara bailar y que solo estuviera esperando una opdadipara hacerldl habria
bailado gustoso con ella, pero la conversacion tom6 desiagronto un rumbo muy
escabroso. Podian haber platicado de muchas otras cesas..g Por qué es tan com-
plicado continuar una conversacion que ha empezado Bst?ggé es tan raro que a
alguien le gusten las matematicas? jA uno le pueden gustarsgber nada de ellas!
Es como cuando nos gusta la misica y no sabemos gran cosasimnNo es dificil
imaginar que, en la misma fiesta, la chica que abandoné é@mcéhral “matematiqui-
to”, se incorpore a un grupo donde alguien habla sobre lagdiafia de un grupo de
rock muy popular y de pronto alguien mas hace el comentarigue la pieza fulana
estaba inspirada en uno de los conciertos de Brandemburyid&sddach. Y entonces
la platica se orienta hacia Bach y luego hacia la misiasicd’'y alguien en el grupo
puede decir que la misica clasica le fascina; que siemgeesintonizada la estacion
de radio de misica clasica en su automovil. ¢ Por qué derpos hablar igual —con la
misma solturay con la misma ligereza— acerca de las matswat, Cual seria una ma-
nifestacion analoga en el contexto de la fiesta que imagis& Quizéa que justo cuando
la chica hizo la preguntgY a ti, que materia te gustaas?, y se oyera por respuesta
las matenaticas alguien que pasara cerca dijera con emocjadh! a mi tambien me
encantan las matefiicas. Yo siempre compro la revista “Muy Interesantélcspara
leer la secabn “el rincén del teorema’

En la misma fiesta podemos imaginar a otro grupo de chicoscashiojeando un
libro con fotografas deLouvrecon el que se toparon en un librero de la casa. Y al
mirar las fotografias de un libro asi estan a la mercedudessntidos; como al leer
un poema. ¢ Coémo al mirar las ecuaciones de un libro de masitara? Hay pinturas
gue nos conmueven; hay poemas que nos emocionan y hay sgnbateméaticos y
ecuaciones que nos seducen e invitan a entender de lo care trat

Dentro de la matematica hay varios géneros: algebedisis) geometria computacion,
estadistica, etc. Al hojear (y ojear) un libro de mateo@&iuno puede sentirse atraido
o repelido por la sola apariencia de las ecuaciones que sn @hcuentran. Muchas
veces he tenido alumnos que no tienen muy claro cual desveaipas les gusta mas
como para embarcarse en la aventura de escribir una tesiedeidtura y lo que hago
es “recetarles” una lista de varios libros con la “presdéiptde que los hojeen y se
dejen seducir o distanciar por la sola apariencia de lasce&mes:¢, con q@ clase de
ecuaciones quieren estar trabajandel@s pregunto. Y hasta he recomendado literal-
mente mirar esos libros como si fueran libros de arte. Lo giento con ello es apelar
aun cierto gusto y a una cierta preferencia que despuésylpaeo tiempo si se desa-
rrolla en un aprendiz de la matematica (jcomo en un apretedia que sea!). ¢ Podria



56 La matematica es un oficio que todos podemos aprender

ser comparable —en cuanto a sensualidad— a los gustos ygpreises que una persona
podria sentir respecto a ciertas caracteristicas datesbuscar compafiia, para hacer
el amor, para compartir una vida? En realidad lo que buscesaprescripcion es que
los alumnosientanel “flechazo”.

Aunque tratemos de ver las cosas con logica, con rigor, ggndo, con objetividad
y aunque le tratemos de dar una demostracion a todas raipebRosiciones, los ma-
tematicos también tenemos intuicion, sensacionesazomadas. Tenemos un corazon
que se puede romper, un corazbn que a menudo no entiendetares de la razon.
Con toda la légicay el rigor del mundo, el corazdon nos pueghtotar para destrozarse
en mil pedazos cuando ya no le cabe ni una sola gota mas @zdri® descocierto,
o afliccion; o puede latir con profunda emocion cuandoialylo acaricia con bellas
palabras, con sentimientos profundos y conmovedores. I$as foueden vibrar y re-
sonar en armonia cuando puede hablar con alguien que Habisneo lenguaje. Por
ejemplo, cuando habla de amor, o cuando habla de matesgtiiarto! Son tipos de
vibraciébn muy distintos, pero son vibraciones bellas. &®@ cuando se emocionan
hasta el éxtasis un saxofonista, un flautista, un bateyista pianista al improvisar
juntos y abundar sobre un tema o idea musical; es como cuanaioeetertulia litera-
ria nuestros amigos lloran, rien y se emocionan mientess les cuentos, o poemas,
o fragmentos de ensayos y novelas que han escrito. El coerimntnador es que
en estas situaciones se habla, se entiende y se pueden camdeas con un mismo
lenguaje.

En la matematica hay alfabetos y reglas gramaticales qoeesten aprender. El cono-
cimiento del lenguaje persigue un fin: dominar la comunimagiésto, en si representa
la solucidn a muchos problemas inmediatos, entre otrascpsrque sabremos “pedir
lo que necesitamos”. En el amor se aprende a pedir lo que ssit&e@n la ejecucion
musical se aprende a pedlir primera voz en la poesia se aprende a comunicar una
idea 0 una emocion, en la matematica se aprende a pedir oumadaemaostracion.
Pero hay otros usos para el lenguaje. Quiza el ejemplo cquesestemos mas fami-
liarizados sea el del lenguaje escrito: ai existe la @oési poesia inventa, compone,
impacta nuestros sentidos y nos produce emociones. Laapoest un mundo que es
tangible s6lo desde dentro del universo poético que elkana ha generado. ¢ No es
acaso como la matematica? La matematica también invesri@one e impresiona y
muchas de sus realidades son tangibles sblo desde dentnouthéversaad hoc Ante
esta comparacion se puede argumentar que la mateméaticsugesta a una estructura
muy rigida y que sus razonamientos estan soldados a unatesa inamovible, pe-
ro ¢acaso no se puede decir lo mismo de la poesia? La poissia,neon todo y su
frescuray su libertad, también tiene estructuras, tambbedece a sus “propias leyes”
(eg, not law at all}, también tiene una historia y una teoria —como la tieaaniisica,
la pinturay la carpinteria.

Los matematicos han usado la lbgica como la infraestragitincipal que subyace a
todas sus teorias. Pero incluso la lbgica misma ha sidaliesta desde el punto de
vista riguroso de la matematica. Los matematicos se hda daenta de que existen
“otras logicas”, de la misma manera que en el siglo pasade@mocido que eran
posibles “otras geometrias” diferentes a la de Euclideémp explicarle al no versado
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qué quiere decir que hay “otras logicas"? jHay que darlejemplo concreto! Y lo que
se viene a la mente es sefialar una de las diferencias funtiesentre una logica 'y
la otra: en la lbgica a la que estamos acostumbrados, sepdedribuir los conectivos
Yy 0, como en la siguiente proposicion:

Ay(BoC) = (AyB)o(AyC)

Esto dice que, lbgicamente, la proposicion del lado ieqio es la misma que la del
lado derecho. Por ejemplo:

Salud y(Dinero o Amoy = (Saludy Dinergo (Salud y Amoj

Sin embargo, las reglas de la logica cuantica no perméergeneral, establecer una
equivalencia entre estas dos proposicionesy solo se jifiesi@r lo siguientesi Dine-

ro implica Salud, o si Amor implica Salud, entonces las psigiones “Salud y (Dinero
o0 Amor)”"y “(Salud y Dinero) o (Salud y Amor)” sorbbicamente equivalentes

Nos preguntamos si, entonces, apreciar estas exquisgéecgmmejante a apreciar la
poesia o la masica, o la pintura. Imaginemos a un misieoguleyendo” la partitura
de una sinfonia al tiempo que va escuchando una grabaeiten miisma. Y detiene
la cinta en algln pasaje que le conmueve muchisimo y lderepy lo repite... ¢no
es como cuando leemos un poema y volvemos a leer y cada vez pare entende-
mos mejor el mensaje del poeta? ¢no es como cuando regresanedas lineas de
la demostracion en un teorema? jCasi nunca leemos pagsgtematicas “de corri-
dito”! De manera semejante, ir a una conferencia de mateasgpodria ser como ir
a un concierto. Podriamos no toser ni interrumpir. Podossoélo escuchar atbnitos,
emocionados, pero cuidandonos de no hacer preguntasastedi final porque asi lo
pidi6 el conferencista. Pero hay conferencias que, aradof piden ser interrumpidas
y admiten una interaccion mas inmediata. Es claro quedatear directamente con el
conferenciante, en la analogia del concierto, seria coetener al director para que
repita un trozo de la ejecucion y volver a entender o a apréxs que hay en el fondo
de un pasaje de la sinfonia que interpreta. La mUsica nio& #n un concierto, pero
no asi si la estamos trabajando o si estamos sintiendorsetesa desde la plataforma
de un compositor o de un critico. Lo mismo sucede cuandmestératando de enten-
der las emociones y sentimientos que nos trata de comumqaoseta cuando leemos
poesia,...y lo mismo es cierto al hacer el amor cuandogantres y recibimos ese
amor en la méas delicada y sublime armonia Y es que cuandtel@accion es intensa
y uno esta metido de lleno en ella, cuando uno quiere enteapeciar, componer,
aportar, etc., la obra debe detenerse, el pasaje debersepdtbe repasarse. ..y hay
pasajes donde se puede dejar fluir y uno puede solo sentiogienarse libremente.
Y hay otros donde nuestra aportacion es importante paem@et, para sentir mejor,
para apreciar mejor y hay entonces un éxtasis, como al fepoema, al escuchar un
pasaje musical, al sentirse conmovido por tanto amor y gmonq? al ver finalmente
demostrado un teorema tras el que hemos ido durante una padeale nuestra vida.

¢Y como fue que Usted llegd a Harvard? me preguntd un affécpreparatoria en
una de las conferencias que mencioné. Y después de quealda sus compafieros
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presentes exclamaron —jen avion!- y tuvimos un espaci gdmos un poco, con-
testé que por una gran fortuna. Es cierto: durante mis iestde licenciatura en fisica
siempre me senti muy obligado a no dejar de estudiar intemsi@ porque desde que
ingresé a la facultad me di cuenta de mi enorme desventajaanto a aptitudes se
refiere. Honestamente, queria estar a la altura de mis aniigoestar en ese nivel me
parecia simplemente, no estar haciéndolo bien. Debmoeer que mi desempefio en
mis primeros examenes de la facultad, sobre todo los deitss€ elementales de ma-
tematicas, evidenciaba un entendimiento bastante nrediteclos conceptos. En los
primeros semestres de la carrera, en el primer examen dewesida casi siempre salia
muy mal. Lo que si sucedia después era que trataba deadopgial final siempre
conseguia salir del curso con una buena calificacion. @ord fui avanzando en la
licenciatura, fui desarrollando gusto por la teoria deelatividad y fui aprendiendo
todo lo que podia para entenderla mejor. Mis interesesisptaron entonces hacia la
geometria diferencial con el unico proposito de compeetal teoria relativista de la
gravitacion. Tuve dos profesores cuyos cursos de geaferencial me marcaron
fuertemente: Charles Boyer y Héctor Vazquez Briones.dHalmbién dos libros muy
importantes en esta historia con los que yo me ayudaba y dipr&s lecciones de
geometria diferenciaAdvanced Calculude L. Loomis y S. Sternberg lyectures on
Differential Geometryle S. Sternberg, ambos escritos por profesores del deartam
de matematicas de Harvard. Hacia el final de la licenciatar@o sofiaba siquiera que
algln dia estaria cursando analisis funcional con lysomis, ni que estaria escribien-
do unatesis doctoral bajo la supervision de Shlomo Stegnbe Gnico que me pasaba
por la cabeza entre 1978 y 1979 era aprender geometri@niifat para comprender
la gravitacion y tratar de conectarme cuanto antes coly J8ebanski quien era, en
ese momento, uno de los personajes mas famosos con quigrodizodoctorarse en
México fructiferamente dentro del singular tema. En estado conclui la licenciatura
en fisica escribiendo una tesis de geometria difere(diiddida por Charles Boyer) y
me inscribi casi inmediatamente a la maestria en fiBiaea entonces, yo ya habia lle-
vado mas cursos de geometria diferencial y de relatividad). Plebanski y me habia
convencido de que tenia que reforzar mi preparacion né&tea En alglin momento
me cruzb por la cabeza la idea de estudiar un doctorado emratitas, pero sélo para
ser después un fisico tedrico “mejor preparado”. Eseribarvard y seguramente las
cartas de recomendacion que escribieron mis profesoeesfyenerosisimas porque
resulté admitido sin problemas. Mi llegada a Harvard fua@tenia que ser: arrogante.
Llegué comiéndome al mundo y pensando que lo que vendridglante seria “cuesta
abajo” porque ya tenia bajo el brazo un doctorado en feasaconcluido. ¢ Qué resis-
tencia podian ofrecerme los matematicos? jToda la eesiist del mundo! como no me
costo trabajo comprobar al cabo de la primera semana descRsr un lado, casi todos
los estudiantes que uno se encuentra por ahi han sido dwlgiiin tiempo “el estu-
diante nUmero uno” en las escuelas de las que provienemaif®sgeie en un salon con
veinticuatro estudiantes de éstos, uno de ellos tendgagr el nUmero veinticuatro y
que eso no seria facil. Yo de plano fui el cabls durantenmtiempo. Era evidente que
me habia hecho falta cursar las materias basicas de mtemde la licenciatura con
el espiritu de un matematico y no con el de un fisico pabehpodido tener un mejor
desempefio al llegar a Harvard. Y es que a veces, los “argosifsicos que uno pue-
de usar para evidenciar alguna afirmacion de la fisicac@ono se parecen en nada
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a las demostraciones que los matematicos estan acostdostes dar a sus teoremas.
Mis “demostraciones” rapidamente me pusieron en evidegtiel curso de algebra al
gue me inscribi en el primer semestre en calidad de aspiedmtoctorado y después
de mi segunda tarea, el profesor me sugirid6 que mejor meilies@ al curso basico
de algebra (jel curso para lasdergraduate!y porque el suyo obviamente me estaba
guedando grande. O sea que no sblo estaba siendo el cabiickse, sino que de
plano me cortaban por incapaz, arrojandome al curso elamé&se fue miwelcome
to Harvard, my friend!El golpe al orgullo fue duro otra vez, pero hoy me siento muy
contento por haberme sabido tomar la leccién con humilgadhaber reconocido que
me faltaban las buenas bases y que éstas uno las puedeaap@ed que lo mas afor-
tunado de aquellos das dificiles en los que perdi tan fegois asumidas seguridad
y confianza fue: 1) haber asistido al curso deundergraduateaceptando que ése era
precisamente mi nivel y que tenia que aprender “desde ge2phaber estado con mi
esposa Tatiana quien, en los momentos en los que yo mas espdesba y me cues-
tionaba seriamente qué demonios estaba haciendo lallgstivo alli para recordarme
los argumentos y motivos correctos y no dejarme claudicatiddla segunda mitad
del segundo afio, habiendo aprobado los muy temidos exéngemerales, hablé con
el buen Shlomo para que me dirigiera una tesis y a partir dehento en el que él
me dio susi, acepto!conoci facetas de mi mismo que yo ni sospechaba que existie
ran y conoci también los encantos y frustraciones de kstiyacion cientifica. Y otra
vez, hoy, me siento muy afortunado de haber sido conduciddaago de mi trabajo
de tesis doctoral por un personaje como S. Sternberg. Sia fliedduro en su mo-
mento aguantarle el paso, pero estoy convencido de queélgoe nadie, fue quien
me formb como matematico, ademas de que siempre mectatd a un colaborador,
el me ensefb con su ejemplo a confiar en mi trabajo. DTS a todas horas; nos
desesperabamos juntos cuando los resultados no satiatialcuando recién comen-
zaba a trabajar bajo su direccion, nos encontrabamosdptes de la grefia frente a
un pizarron reconociendo que no estabamos entendiendeelesiabamos viendo al
tiempo que pasaba por ahi Don Raoul Bott y preguntd quenga@asaba. Sternberg
le contesto algo del estiwe don't understand this shjth lo que Don Raoul observé:
if your student can't help you, who can® partir de ese momento supe que se espe-
raba mucho mas de mi y en verdad siento que encaminé na@resfa satisfacer las
demandas de mi asesor. Ciertamente siempre me senti @splansabilidad de darle
respuesta a sus preguntas y de avanzar en la direccion ea & gugeria avanzar. En
el proceso aprendi que uno puede hacer calculos comp$icadnjeturar resultados,
ir tras ellos y sus demostraciones y que después de algemasas y varios kilos de
papel apilado (pero organizado), las cosas pueden no iybéeonces hay que tirar
todo ese papel y volver a empezar el problema manera dige@uaésta mucho trabajo
deshacerse de todo ese papel y la razdn es que esa puedérsea lprueba tangible
de que se ha trabajado duro, pero si las cosas van mal, siemteran mal y hay que
volver por otro camino. La ciencia es asi y en particular édematica es asi.

Conforme han ido pasando los afios he ido apreciando muebahifabajo que Sh-
lomo hizo conmigo como estudiante y le he agradecido infirétate el haberme de-
jado conocer y sentir tan de cerca lo que hoy entiendo comertiadera esencia del
quehacer cientifico en matematicas. Hoy lo veo asi: elud@sniento cientifico es un
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producto de la interaccion humana. Los matematicos, jean@o, llegan a conjeturar
sus resultados y teoremas luego de muchas discusionesadssmseminarios, de de-
mostraciones fallidas, etc., pero ante todo, lo verdadenéerimportante en el camino
a un descubrimiento cientifico, por modesto que éste sda,c@municacion oral.

Los articulos donde se reportan los descubrimientosifimg varian en estilo de cien-
cia a ciencia. En matematicas la gran mayoria de losutmicson muy aridos. El “re-
portaje matematico” ha de ser riguroso y estricto. Ideatmao se debe “despeinar ni
un solo pelo” en ninguna demostracion. Pero entoncesestanmanera tan logica y
tan depurada de reportar un resultado se pierde el saborqge Igener6 las ideas. Se
pierden también los andamios que se pusieron para sofséstructura de las demos-
traciones. Se pierde mucho del estilo artesanal de la naéitany queda solamente al
final un edificio sélido pero sin adornos y sin vestigios dertetivaciones para haber
conducido la investigacion precisamente por el caminaspque se llevo. De ahi que
la metodologia del matematico descanse muy fuertementegseminarios y en in-
vitar a dichos seminarios a los autores de los teoremas kxsbgeie esta descansando
su investigacion del momento. La razén fundamental esrtahfulano enfrente para
poderle preguntar ¢, por qué su articulo quedd como qupdbdqué las demostraciones
han quedado como quedaron?

También es cierto que una parte importante del entendimeatematico se consigue
estando a solas. Casi siempre la version final de una deanidstrse logra después de
comenzar a escribir con sumo cuidado todos los detallesiygasa queda perfecta-
mente “bien sellada” en los primeros intentos. Muchas vhagsjue pulir mucho los
argumentos y limpiar con esmero los detalles. A pesar de gse gsta casi seguro de
la validez del teorema, uno no se pone completamente fetilaptemostracion sino
s6lo hasta que de verdad la ha visto herméticamente egyracabada.

Se puede caricaturizar al matematico como un tipo al que ge por los pasillos del
instituto o de la facultad caminando un poco cabizbajo. iselle acerca a pregun-
tarle qué es lo que le aflije tanto, &l respondera senwdige que no termina de salir
la demostracion de su teorema. Pero un buen dia despuéstde seminarios y dis-
cusiones e intentos de limpiar las demostraciones, se vaara y no puede dormir
porque le comienza a revolotear una idea de como puedeguingee la demostra-
cion funcione bien. Se levanta de la cama y aunque en la fnaaglerestos casos la
idea era un espejismo, habra una noche en la que si, todofiantodo sale bien, todo
se entiende perfectamente, todo cae por su propio peso egauyl se organiza casi
por si sola la estructura de la presentacion final. El pejscse pone feliz y se siente
montado en la cima del universo. La adrenalina corre por stpowy cada linfocito de
su ser se ve invadido por la droga del descubrimiento queaatmbacer. Se olvida de
la hora que es. No tiene suefio, no tiene hambre y solo t&earmapulso grande por
terminar de escribir en limpio todos los detalles del atticRidiculamente se piensa
en ese momento que alguien puede adelantarse en el mund® dembstracion. Se
pasa la noche en vela escribiendpapery como no puede esperar, se va a su ofici-
na a imprimir la version final y lo deja, con el primer rayo d& slentro de un sobre
rotulado, sobre el escritorio de la secretaria, con una datae le pide enviarlo por
mensajeria cuanto antes y €l se va, entonces si, a déirdia siguiente se le vuelve a
ver preocupado y cabizbajo porque ahora anda en busca devo teorema qué de-
mostrar. Pareceria como una vida un poco aburrida antgdssle quien no ha sentido
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esa droga de la “noche anterior”, pero una sola noche de kaée sale por todo el
afio para alimentar al espiritu del matematico que tddwarhos dentro.

Desde cierto punto de vista, la caricatura es mas o mensblel a casi todos los
matematicos. Sin embargo, el matiz o “personalidad degdagitados” demostrados es
una cosa un poco aparte. No puedo dejar de mencionar quedraynges pesimistas
y teoremas optimistas. Hay teoremas importantes —nornmééneentraejemplos— que
dicen: “no existeX alguno para el que...”, o “la construccidhno se puede reali-
zar...”. Estos, me aventuro a catalogarlos como resultados pegsnyistasi siempre
reflejan un poco el caracter del matematico que los demostescubri6. También los
hay del tipo optimista que normalmente dicen: “para c&dexiste un Gnicd¥ tal
que...” Quiza cueste trabajo pensar que un articulo eeméticas presente matices
personales dentro de los cripticos enunciados de sus gcigees y teoremas, pero
yo, mientras mas articulos veo, mas me convenzo de queesiep decir muchas cosas
acerca de la personalidad del autor. Los hay osados, atesgéimidos, mojigatos, etc.
He aqui un ejemplo de una idea osada y optimista:

La supersimetria. El Lema de Schur dice que es imposibddlester una transforma-
cion lineal equivariante diferente de cero entre dos egpaectoriales donde un grupo
acta irreduciblemente. En la fisica existen dos tipog diferentes de particulas ele-
mentales; los bosones y los fermiones. Cada tipo de pkrtédemental se entiende,
desde el punto de vista de la matematica, como un vector espatio donde el gru-
po de simetrias de la naturaleza actla irreduciblemeatglea de la supersimetria es
hacer posible la existencia de transformaciones distit¢asero, equivariantes, entre
espacios vectoriales distintos donde el grupo acttatinitemente. Luego, el escena-
rio donde esta planteado el lema de Schur resulta estriéthoevo resultado podra ser
posible solamente sobre bases completamente distintas.

Cuando pensamos, parece ser que lo hacemos con palabrgmléliss son mani-
festaciones de nuestras ideas y la matematica ha de ttaserbn palabras —las del
idioma que hablamos todos— y otras palabras mas: las d@ehadmatematico; éstas
son, las que tenemos que aprender para saber de qué olsjelasbs. Pero dado que
un tema central de este ensayo ha sido el de comunicar, rquisieninar con un par
de reflexiones acerca de la comunicacién del pensamiemri@gmticular, este ensayo
entero podria juzgarse e iluminarse bajo la luz de los sigas argumentos: si el pen-
samiento son palabras, uno puede valerse del lenguajéogsara comunicarlo. Por
ejemplo, yo escribo para ordenar mis ideas —para “verlaétieas por un momento,
aunque éste sea pequefiito—. Es como tomarles una f@oBex0o las ideas se estan
moviendo constantemente. Recuerdo que las fotos se llamdrién “instantaneas” y
pienso que ese nombre describe y se apega mejor a lo que de@rosi escribo para
ordenar mis ideas, puede ser que éstas salgan en su forstentamea”, pero puede
ser también que salgan “muy movidas”, que no se vean biestg pérdan totalmente
su definicion. En este caso, he tratado de mover algunasétefarma helicoidal alre-
dedor de un eje central: ¢, como motivar a los jovenes pa&algan sus 0jos y que por
lo menos consideren dentro del abanico de sus alterndtvpesibilidad de estudiar
alguna carrera cientifica como la matematica? El prop@sa dar elementos de juicio
y fundamentar las posiciones de que ésto es un oficio muyahie a muchos otros
y que se puede aprender y llegar lejos. Pero ahora, en lainparsts de este escrito
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tampoco puedo dejar de mencionar que un proposito masarsbiseria tomar como
pretexto las preguntas iniciales (¢, qué hace un matesfatgué significa dedicarse
a las matematicas profesionalmente?; ¢como desarilmirimatematico su trabajo y
cbmo lo compararia con otros trabajos?) y con base engdlasrar algo asi como
una declaracion de principios respecto a la propia profieSin embargo, la tarea de
apuntar la brijula hacia la direccion ideal y darse arguosey estrategias para avanzar
sobre el camino planeado es una tarea muy intima; es algoagizeuno debe hacer
para si mismo y puede no tener mucho sentido el esfuerzor&gmma escribir algo
asi para el publico a laluz de la pregunta ¢, por qué ha de$epiblica una disertacion
sobre asuntos tan personales? Y como no tengo una respp@Estalole y sensata para
esta pregunta, prefiero dejar el ensayo en un nivel indepetedilel terreno idealista.
De hecho, desde hace unos dias me viene dando vueltas doelzada idea de las
romanticas lineas de Antonio Machado —en la cancion de Manuel Serrat— “cami-
nante, jno hay camino! Se hace camino al andar...” y esta anidea la he contra-
puesto abudio imposibleque dice: “con fe lo imposible sofiar,. .. buscar la verdadd o e
error,...ese es miideal: la estrella alcanzar, no impada ¢ejos se pueda encontrar”.
Observo que la primera cancion nos invita un poco a vagausio, a movernos en
cualquier direccion sin importar el final. La cancion eg@sitamente romantica por-
gue tiene mucho de verdad y de encanto. La segunda es elkddatalizar la estrella
polar y orientar la brijula hacia alla; es determinarl @gla direccion dptima para
moverse y darse al propésito de llegar al final de ese canaindecfe y la conviccion
de que lo que hay al final és mejor.
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A continuacion presentamos las actividades programaatas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Mateméticas de noviembre de 2@ zeo de 2013.

Del 11 al 16 de noviembre en Guanajuato, Guanajuato
26° Concurso Nacional de la Olimpiada Mexicana de Matematicas

Del 9 al 15 de diciembre en Guanajuato, Guanajuato
Entrenamiento para los seleccionados nacionales.

Enero de 2013
Publicacion del décimo séptimo nimero de la revisteaida”.
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Apendice

Criterios 1 (Criterios de divisibilidad) Un nimero entero es divisible,
= entre2, si el dgito de las unidades es urimero par.
= entre3, si la suma de susiditos es divisible entra.

= entre4, si el fimero formado por los dadtimos dgitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre

= entreb, si el dgito de las unidades €56 0.
= entre6, si es divisible entr@ y 3.
= entre8, si el timero formado por sudltimos tres dgitos es divisible entrs.

= entre9, si la suma de susigitos es divisible entre.

Definicion 2 (Congruencias) Dados dos fimeros enteros, b, y un entero positivar,
decimos que es congruente colmbddulom, sia — b es nilltiplo dem. En este caso,
escribimos: = b (modm).

Teorema 3 (Pequéo teorema de Fermat) Sia es un entero y es un fimero primo,
entonces” = a (modp). En particular, sip { a, entonces?~! =1 (modp).

Teorema 4 (Método de Induccbn) El método de inducéin se usa para demostrar
que una proposiéin P(n) es verdadera para todo entefo > kg, dondek, es un
entero fijo. El netodo funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra o) es verdadera.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone verdadera la proposigiP (k) para algin
enterok > k.

3. Se demuestra que(k + 1) es verdadera.

Concluimos entonces qu&n) es verdadera para todo entero> k.
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Teorema 5 (Suma de lo@ingulos internos de un tréngulo) La suma de lo&ngulos
internos de un téngulo esl80°.

Teorema 6 (Teorema de Pigoras) En un triangulo recngulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definicion 7 (Congruencia de trngulos) Los triangulosABC'y A’ B’C’ son con-
gruentes si logingulos y los lados del #ingulo ABC son iguales a logngulos y los
lados del trangulo A’ B’C".

Criterio 8 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de &ingulos
nos dice que si tenemos dosatrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama 'lado-lado’y lo denotamos
como LLL.

Criterio 9 (Criterio de congruencia LAL) Un criterio de congruencia de &ingulos
nos dice que si tenemos dosatrgulos con dos lados correspondientes iguales y el
angulo comprendido entre ellos igual, entonces son congese A este criterio se le
llama 'lado-4ngulo-lado’y lo denotamos como LAL.

Definicion 10 (Semejanza de tangulos) Los triangulosABC y A’B'C’ son seme-
jantes, si sugngulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = /A'B'C’

/ACB = /A'C'B’

/BAC = /B'A'C’

y sus lados hoBlogos son proporcionales, esto es,
AB BC CA

A' B’ = B'C" = CA’ :
Criterio 11 (Criterio de semejanza AAA) Si dos pares dangulos correspondientes
de los trAngulosABC'y A’ B'C’ son iguales, entonces losérigulos son semejantes.
A esta reladdn le llamamosinguloanguloéngulo y la denotamos como AAA.

Teorema 12 (Teorema de la bisectriz)Dado un triangulo ABC'y un puntoD sobre
ellado BC, se tiene quézZ = £2.

Teorema 13 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Definicion 14 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si sus cuatro &rtices
estin sobre una misma circunferencia.

Teorema 15 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexcd BC' D es dclico si y
sblo si la suma de loangulos opuestos es iguall&0®, es decir,

/ZDAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
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