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Presentacon

Tzaloa es una publicacion periddica trimestral de la @lada Mexicana de Matemati-
casy su objetivo es fomentar el estudio de las matematicas ana disciplina dinami-
ca y creativa. El disefio de las secciones y la cuidadosacs@fede sus contenidos
buscan apoyar de manera efectiva, con informacion y coarabls de calidad, a es-
tudiantes y profesores de nivel medio superior que cada@poeparan para participar
en los diferentes concursos de la Olimpiada de Matematicas

Esta revista, con orgullo, toma su nombre del nadhuatl poegta hecha por y para los
mexicanos. Tzaloa significa aprender y las paginas quenf®beoan buscan ayudar a
satisfacer la necesidad de contar con espacios adecuadgsrptesores, estudiantes
Yy, en general, para todas aquellas personas interesadasanadlar e incrementar sus
capacidades para el razonamiento logico matematicogstalucion de problemas.

Tzaloa, Ao 2010, Nomero 1

Con este nuevo namero celebramos el primer cumpleafios davista e iniciamos
nuestras actividades del 2010. Como siempre, hemos inceictiones con interesan-
tes problemas asi como los examenes de los concursospdtantes que se llevaron
a cabo en el Gltimo trimestre del afio pasado. La partigipede nuestros lectores se
ve reflejada en varias contribuciones que enriquecen restegrite la publicacion.

Ademas, el articulo de esta ocasion trata sobfeetema de Pé#goras que aunque
es bien conocido no deja de seguir teniendo un atractivacedpEl tratamiento que
Ana Retchman hace sobre este tema, incluye aspectosdostyralgunas demostra-
ciones clasicas que estamos seguros seran de inteeésipahos. La seleccion de las
demostraciones del teorema que nos presenta el artisulmjestra de que la solucion
de cualquier problema puede tener tantos caminos comorniaggn y cretividad hay
en la mente humana.

Por (ltimo, mencionamos que se han actualizado todasda®oses con informacion
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olimpica asi como el directorio del Comité de la Olim@ddexicana de Matematicas.
Esperamos que este afio esté lleno de logros para toddsasuestores y, nosotros,
refrendamos el firme compromiso de seguir poniendo todotruestusiasmo, dedi-
cacion y esfuerzo para que Tzaloa sea una revista (tiltpdos ustedes.

México y las Olimpiadas de Matenaticas

Hace mas de 23 afios que la Sociedad Matematica Mexicamanido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de iatieas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido graciasparticipacion de miles
de jovenes estudiantes y a la entusiasta colaboraciénugbaa profesores quienes,
de manera espontanea y altruista, han dedicado sus exfueraejorar la ensefianza
y elevar la cultura matematica de nuestro pais. Motivgpdo®l movimento olimpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nakise&an desarrollado innu-
merables talleres de resolucion de problemas, dondeiastad y profesores trabajan
con el Gnico afan de incrementar sus capacidades paraoglamiento, el analisis y la
creatividad matematica.

En el ambito internacional, mediante la destacada ppatiddn de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicanaaterivaticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matematica nacional.,Pe&s importante alin ha sido
la contribucion que el movimiento olimpico ha tenido perdesarrollo cientifico del
pais. En muchos casos, la deteccion temprana de jovendslento matematico ex-
cepcional ha permitido brindarles una formacion adecpada desarrollar al maximo
todo su potencial. Asimismo, la participacion en los caaosa olimpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidideslo el pais se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jovenes ex-olimpicasnms que cuentan con una
sélida formacibn matematica y muchos de los cuales hama®ecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigacio

242 Olimpiada Mexicana de Matematicas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matematied@esarrolla e etapas:

= Concursos Estatales.
= Concurso Nacional.

= Entrenamiento, seleccion y participacion de las delgezs nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la24 Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después del de agosto dé991. Los concursantes deberan estar ins-
critos en una institucion preuniversitaria durante efngr semestre del ciclo escolar
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2010-2011y, para dl° de julio de2011, no deberan haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor informacion puedes consultar la gagin

htt p: //ww. onm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 24* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
21 al 26 de noviembre de 2010 en Ensenada, Baja Californias fsfimeros lugares
de este certamen se les invitara a la etapa de entrenaryieateccion de las delega-
ciones que representaran a México en las distintas Cidasi Internacionales del afio
2011: la XXIII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifque se llevara a cabo
en el mes de marzo; la XIII Olimpiada Matematica de Centi@aeca y el Caribe, que
se celebrara en el mes de juniobil Olimpiada Internacional de Matematicas, que se
llevara a cabo en julio en Amsterdam, Paises Bajos, y la X3impiada Iberoameri-
cana de Matemaéticas que se realizara en el mes de septiemfosta Rica.
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Algunas demostraciones del
teorema de Pitigoras

Por Ana Rechtman Bulajich

Nivel basico

El teorema de Pitagoras es sin duda uno de los mas utikzados problemas de
geometria de las olimpiadas. En este texto vamos a pres@ni@s demostraciones de
dicho teorema, y una de su reciproco. Empecemos con un pedustdria.

Pitagoras naci6 en la isla de Samos, en Grecia, en el #iari8s de nuestra era. Sien-
do muy joven viajo a Mesopotamia y Egipto para estudiar osriilosofos de la época.
Tras regresar a Samos, finalizé sus estudios con Hermodn&amos. Ahi, fundb su
primera escuela. Posteriormente, abandon6 Samos y béeegiaen la Magna Grecia:
en Crotona, en el sur de Italia, alrededor del afio 525 detnauesa, donde fundo su
segunda escuela. Las doctrinas de este centro culturateggimas por reglas muy es-
trictas de conducta. Su escuela estaba abierta a hombregsemindistintamente, y
la conducta discriminatoria estaba prohibida (exceptaaitipconocimiento a los no
iniciados). Sus estudiantes pertenecian a todas las ralig®nes, y estratos economi-
cos y sociales. Tras ser expulsados por los pobladores den@rdos pitagoricos se
exiliaron en Tarento, donde Pitagoras fundo su tercenasis.

Pitagoras era ciertamente instruido, aprendio a todaalaa escribir poesia y a recitar
a Homero. El esfuerzo para deducir la generalidad de unrteomatematico a par-
tir de su cumplimiento en casos particulares ejemplifica &oaho pitagbérico para la
purificacion y perfeccion del alma. El método pitagorensefnaba a conocer el mun-
do como armonia; en virtud de ésta, el universo era un cesamoconjunto ordenado
en el que los cuerpos celestes guardaban una disposiciim&a que hacia que sus
distancias estuvieran entre si en proporciones simitalas correspondientes a los in-
tervalos de la octava musical. En un sentido sensible, lamiarera musical; pero su
naturaleza inteligible era de tipo numérico, y si todo eraania, el nimero resultaba
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ser la clave de todas las cosas. La voluntad unitaria de faid@pitagorica quedaba
plasmada en la relacion que establecia entre el ordenicdy el moral. Para los pi-
tagoricos, el hombre era también un verdadero microcegme! que el alma aparecia
como la armonia del cuerpo.

Los pitagoricos atribuian todos sus descubrimientogagBias por lo que es dificil de-
terminar con exactitud cuales resultados son obra deltrogesuales de los discipulos.
Entre estos descubrimientos esta el teorema de Pitggoriasido a los pitagoricos.

Teorema 1 (Pitagoras) SeaABC un triangulo recangulo, tal que ehngulo ABC
mide90°, entoncesA B? + BC? = AC?.

A

™~

B C

El reciproco del teorema de Pitagoras también es ciestdecir,

Teorema 2 SeaABC un triangulo. SiAB? + BC? = AC?, entonces éinguloABC
mide90°.

Estos dos teoremas se pueden escribir en un solo enunciado,

“El anguloABC de un tranguloABC mide90° si y solamente si
AB? + AC? = BC?!

Anteriormente a la escuela pitagorica, se conocian, esopt#amia y en Egipto, ter-
nas de valores que se correspondian con los lados de nguigarectangulo, y se
utilizaban para resolver problemas referentes a losgukns rectangulos. Este hecho
esta indicado en algunas tablillas y papiros, pero no hdupado ningin documento
gue exponga la relacion para TODO triangulo rectandwdgiramide de Kefrén, que
data del siglo XXVI a.c., fue la primera gran piramide quesastruyd basandose en
el llamado triangulo sagrado egipcio, cuyos lados estapreporcion 3-4-5. Actual-
mente, a las ternas de nUmeros naturales que pueden serdéades de los lados de
un triangulo rectangulo se les llama ternas pitagoricaa terna de niUmerds, b, ¢)

es pitagorica si? + b = 2.

Demostraciones del teorema de Fagoras.

El matematico estadounidense E. S. Loomis, catalogd 36&bps diferentes en su
libro The Pythagorean Propositiol\qui vamos a explicar algunas de ellas. Empeza-
remos por las demostraciones que se les atribuyen a algustesnaticos griegos, y
dejaremos al final las demostraciomgeaficasque son las mas conocidas actualmente.

Demostracbn que algunos autores adjudican a Pégoras



Algunas demostraciones del teorema de Rigoras 3

Esta es una demostracion que utiliza la semejanza dguiiés). Primero, necesitamos
demostrar la siguiente proposicion basica, que nosgitn otras demostraciones.

Proposicion 3 (Suma de losangulos internos de un triangulo) La suma de loangu-
los internos de un téingulo es igual a80°.

SeaF DF un triangulo cualquiera. Tracemos la refta paralela aD F' que pasa por
E.

S E T

D F

Entonces, la relacion de los angulos entre paralétaglica que
LEDF + /DFE+ /FED = /ZSED+ /TEF + ZFED,
que es claramente iguall&0°. Esto demuestra la proposicion.

Regresemos ahora a la demostracion del teorema de Rigagomemos un triangulo
rectanguloABC, y seaP la base de la altura del trianguloBC sobre la hipotenusa.

A

B C

Observemos que el angul6ABP es igual a«BCP, ya que como la suma de los
angulos internos de un triangulo es iguesa®,

ZABP =180° — (LPAB 4 90°) = £ZBCP.
Analogamente,
/PBC =180° — (/BCP +90°) = ZPAB.

Por el criterio AA de semejanZaenemos que los triangulesBC, BPC'y APB son

1ver en el apéndice la definicion SEMEJANZA.
2Ver en el apéndice el teorerNGULOS ENTRE PARALELAS.
SVer en el apéndice el criterio AA.



4 Algunas demostraciones del teorema de Rigoras

semejantes. Entonces,

AB  AC ,
BC  AC ,
C = BO = BC“=AC x PC.

Luego,AB? + BC? = AC(AP + PC) = AC?.
Otra demostracion utilizando semejanzas de trangulos

Empecemos considerando dos triangulos rectangulogaetes DF'y EGH.
H

E D G

Queremos demostrar que la razon entre las areas dedogufos es igual al cuadrado
de su razbn de semejanza. La razon de semejanza es igual a
ED DF
=== ——.
EG GH
Como los triangulos son rectangulos tenemos que
- EDXDF
aredLDF) ==5— .2
P ~ EGxcH ~ '
ared£GH)  Bexcd
Es decir, la relacion entre las areas de dos trianguttiamgulos semejantes es igual al
cuadrado de su relacion de semejanza.
Regresemos a nuestro triangll@C, con P la base de la altura sobre la hipotenusa.
Vamos a volver a demostrar el teorema de Pitagoras.

A

B C
Sabemos que los triangulésPC' 'y AP B son semejantes, luego
ared BPC) (BC) 2

ared APB) \ AB
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entonces
aredBPC) éaredAPB)

BC?2  AB?2

Escrito de otra forma,

AB*[ared BPC)) BC?[ared APB)]
AB?[ared BPC) + aredAPB)) [ared APB)|(AB? + BC?)
ared BPC) + aredAPB) aredAPB) aredBPC)

AB? + BC? AB2  B(C?

Por otro lado, como los trianguldsPC'y ABC son semejantes tenemos que

aredABC) aredBPC) aredBPC) + ared APB)
ACc? BC? AB? + BC?

Como aregABC') = ared BPC') + ared AP B), concluimos que

AC? = AB? + BC?.

La demostracion de Euclides

El filosofo Euclides, quien vivid alrededor del afio 30@esde nuestra era, es conside-
rado el padre de la geometria del plano, que en su honor esidarcomo geometria
euclidiana. La demostracion que vamos a explicar es la pareee en su librhos
ElementosPara la demostracion necesitamos probar el siguientéads, que utili-
zaremos también en otras demostraciones.

Proposicion 4 Un paralelogramadA BC' D y un trianguloE BC tienen la misma base
BC'y el \értice E est en la recta que contiene AD. Entonces ehrea del paralelo-
gramo es el doble que érea del tréingulo.

A D E

|
h |

La demostracion de esta proposicion es muy sencilla:Saaistancia que hay en-
tre las rectas paralelas que contienen los segmehiby BC. Entonces, el area del
paralelogramo es igual BC x h y el area del trianguld@ BC' es igual a@, sin
importar donde esté el punto, siempre y cuando esté en la recta que contiébe
Demostremos ahora el teorema de Pitagoras.A38@ un triangulo rectangulo, cuyo
angulo recto est BC'. Dibujemos en cada lado del triangulo un cuadrado.
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I
H
D A
E B C
F G

ComoBC(C es paralelaa D, tenemos que los triangulasD By ADC tienen la misma
area (esto es una consecuencia de la proposicion ajitédara, si rotamos el triangu-
lo ADC en el vérticeA, de forma que el ladelC coincida conAl y AD con AB,
concluimos que los trianguld DC'y ABI son congruentésEn particular, tienen la
misma area. Por lo tantelDB y ABI tienen las mis area.

Tracemos la recta paralelasl por B, y seaP su punto de interseccion cofiC.

La proposicion 4 implica que los triangulosBI y API tienen la misma area, ya
que BP es paralela @1. Entonces, los trianglod DB y API tienen la misma area.
Observemos que el area del cuadradoF B es igual a dos veces el area del triangulo
ADB e igual aAB?. Ademas, el area dd PQI es dos veces el area del triangulo
API, que también es igual al area d® E B, y que también es igual AB2.

“Ver en el apéndice la definicion CONGRUENTES.
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I
/
/
/Q
/
Vs H
/
D A /
/
/
/P
/
ly
E B C
F G

Haciendo lo mismo para el rectangtd@’ H Q, concluimos que su area es igudka2.
Por lo tanto,AC? que es igual al area del cuadrad@’ H I, es igual a la suma de las
areas dedPQIy PCHQ, que es igual ?d B2+ BC?. Es decirAC? = AB? + BC2.

2
AB* 7
/
A /
,/  BC?
/
AB? ,/
/
/
B C
BC?

La demostracion de Pappus

Pappus naci6 en Alejandria, de ahi que se le conoce coppuPde Alejandria, apro-
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ximadamente en el afio 290 de nuestra era y muri6 alrededil@560. Es considerado
como el Gltimo de los grandes gedbmetras griegos. La deawidh de Pappus esta tam-
bién basada en la proposicion 4, y la describiremos araation.

SeaABC un triangulo rectangulo y dibujemos en cada uno de suslad@uadrado.
SeaP la base de la altura sobre la hipotenusa, y continuemos et €n las dos
direcciones: por un lado hasta el purdo que es la interseccion cdi/; y por otro
lado hastd” que es la interseccion con la prolongacionfdeé. ComoEC es paralela
aF'Gy AF es paralela @FE, el puntoT esta en la interseccion de las rectéS y
DE.

1
Q
H
D A
P
E B C
Al
T F G

La proposicion 4 implica que los paralelogramb®EB y AA'T B tienen la misma
area. Ademas, los lados el trianguBET cumplen queAB = BE, BC = ET
y AC = BT. Luego,BT = AA’ = AC = AI y los paralelogramosiA’T B y
APQI tienen la misma area. Analogamente, concluimosBi€’C'y PC H() tienen
la misma area. Calculando estas areas en términos dados tel trianguldA BC
concluimos queiB? + BC? = AC2.

Algunas demostraciones gificas

Como siempre tomemos un triangulo rectangdi®C'. Llamemosz, by ¢ a las longi-
tudes de los ladod B, BC'y AC, respectivamente. En la figura, los cuatro triangulos
son congruentes entre si y congruentesizC'.
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Entonces, tenemos que el area del cuadrado grande es iguslima de las areas de
los cuatro triangulos mas el area del cuadrado peqesfaecir,

b
2 = 4(@; )—i—(b—a)2
= 2ab+b% —2ab+ a® = a® + b2,

Lo que demuestra el teorema de Pitagoras.

Dejamos como ejercicio para el lector desarrollar los ramtiantos que pueden acom-
pafar las siguientes figuras para demostrar el teoremdatoRis.

Ejercicio 1. En cada figura, los cuatro triangulos son congruentes catosa, b e
hipotenusa:.

Ejercicio 2. En cada figura, los cuatro triangulos son congruentes catosa, b e
hipotenusa:. Demuestra que las dos figuras tiene la misma area (la déntenares
igual ac? y la de la segunda@ + b?).
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Ejercicio 3. En la figura, el punt® es el centro del cuadrado de laB@” (¢ podria ser
otro punto?) y se trazaron por este punto una recta paralalaipotenusa y otra per-
pendicular a la hipotenusa. Si recortas este cuadrado gloaglrectas obtienes cuatro
piezas. Acomoda estas cuatro piezas y el cuadrado dedl&ddentro del cuadrado de
lado AC, para encontrar otra demostracion del teorema de Paagor

Demostracbn del redproco del teorema de Pidgoras

Vamos a dar una demostracion del reciproco del teorematagoPas, que es la de-
mostracion que aparece en el lilros Elementode Euclides.

SeaABC un triangulo tal quelB? + BC? = AC?, vamos a demostrar que el angulo
ABC es recto. Tracemos el segmed@ que mide lo mismo qu&C'y es perpendi-
cular aAB.
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D B c

ComoABD es un triangulo rectangulo tenemos qub? = AB? + DB? = AB? +
BC? = AC?, esdecitAD = AC. Luego, los triangulogl BC' 'y ABD son congruen-
tes pues sus lados miden lo mismBsto implica queZABC = ZABD y el triangulo
ABC es rectangulo.

Ejercicio 4. Encuentra otra demostracion del reciproco del teorenfitélgoras.

Ejercicios

Los problemas de practiéa 10y 18 de este numero utilizan el teorema de Pitagoras.
Te invitamos a resolverlos.

Bibliografia
1.- E. S. LoomisThe Pythagorean PropositioPNCTM. Michigan, 1940.

2.- Animacién (en francés): http://www.mathkang.ovgfpythagore2.html.

SVer en el apéndice el CRITERIO CONGRUENCIA LLL
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Problemas de piactica

Como su nombre lo indica, en esta seccion presentamosepnablcuyo objetivo es
brindar material que te permita trabajar en tu preparap#na participar en los con-
cursos. La dificultad de los problemas seleccionados aaréechnforme transcurra el
aflo, de manera que la revista te acompafiara a medidagjhetilidades y capacida-
des vayan aumentando.

Decidimos iniciar el afio coB0 problemas presentados con el formato de opcion malti-
ple. La eleccién del formato obedece a que en las primespagtie muchos concursos
estatales los problemas se presentan asi. De cualqui@ranas importante que no
solo te limites a determinar la respuesta por eliminaciérias opciones incorrectas,
sino que, ademas, intentes encontrar la justificacidmogatimientos que permiten lle-
gar ala solucion. Esto es muy importante porque en etapaswanzadas los examenes
no se presentan con este formato y entonces deberas llegeespuesta sin la ayuda
que brindan las opciones.

Como se menciond arriba, buscamos que el nivel de dificdkagsta primera selec-
cion del aflo no fuera muy elevado, sin embargo, esto naediecir que todos los
problemas vayan a ser faciles de resolver. Te invitamosamen practica todas tus
habilidades y a hacer uso de todos tus conocimientos paoatacla solucion de ca-
da uno. En la siguiente seccion de la revista encontrasaekpuestas de todos ellos,
pero te recomendamos que no la consultes sino hasta degpmubayas llegado por ti
mismo a la solucién. Ten en cuenta que la clave para mejasarapacidades esta en
la perseveranciay el esfuerzo.

Por Gltimo, te invitamos a contribuir para que esta setdé tu revista se siga en-
riqgueciendo con la participacion de todos. Estamos seggu@ concoces y tienes
problemas interesantes que proponer, por eso ponemos spsition la direccion
revi staomm@nai | . com donde con gusto recibiremos tus sugerencias.
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Problema 1.¢ Cuantos caminos hay diea B siguiendo las lineas de la figura, si no se
permite caminar horizontalmente hacia la izquierda, raf?aj

B

(@) 16 (b) 2 (©) 30 (d) 22 (€)20

Problema 2.¢ Cual es el menor entero positivo formado sélo por digitp 0 que es
divisible entrel5?

(@10 (b) 110 (©) 1,110 (d) 11,110 (e)111

Problema 3. Se tiene una sucesion de nimeros entergsa,, as, . .. , tal que si un
termino es par, entonces el siguiente es la mitad del antgsi el término es impar,
entonces el siguiente es la suma dellasiteriores. Si el primer término de la sucesion
es2010, ¢qué nimero esta en el lugan 1?

(a)4020 (b) 1005 (c)2010 (d) 3015 (e)2011
Problema 4.En la figura vemos una pared de una chimenea de base cuadrada. S

se cortd ningln ladrillo para construir la chimeneaantos ladrillos se utilizaron para
construirla?

(2)30 (b) 26 (c) 52 (d) 10 (€)13

Problema 5. ¢, Cuanto mide el angulo menor que se forma entre las doscitlasele
un reloj cuando éste marca l&s6?

(a)91° (b) 78° (c) 75° (d) 96° (€)45°
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Problema 6.En un triangulo rectanguld BC esta inscrito un cuadrado como se mues-
tra en la figura. Si sabemos qué8 = 6cm y BC' = 3 ¢m, ¢.cuanto mide el area del
cuadrado?

C
A B
(a)6 cm? (b) 9 cm? (c) 4 cm? (d) 8 cm? ()16 cm?

Problema 7.Un numero de teléfono es de la formd&BC — DEF — GHI.J, donde
cada letra representa un digito distinto. Se sabedjue B > C; D > FE > F;
G > H > 1> J; D, E, F son digitos pares consecutivés; H, I, J son digitos im-
pares consecutivosy + B + C = 9. ¢ Cuanto valel?

(@5 (b)6 ©7 (d)8 (®)9
Problema 8.SeanA BC'D un rectangulo comlB < BC'y M, N los puntos medios
de los lados” D y D A, respectivamente. Si el anguidV M es recto yAB = 6 ¢m,
¢cuanto mideBC?

(@)6v2cm (b) 6 em (€)4vV2 +2cm (d)3v2em (€)3+2v2cm

Problema 9.Un piso de8 m x 10m esta cubierto por mosaicos décm x 50 cm,
como el de la figura. ¢ Cual es el total de la superficie blanca?

(@)20,000(4 — 7) em? (b) 200, 000(4 — 7) em? (c) 60, 0007 cm?
(d) 150, 000 cm? (€)200,000(r — 3) cm?

Problema 10. A partir de un cuadrado se forma un octagono regular cootamd
triangulo rectangulo is6sceles de cada esquina. Sileddadel cuadrado mid2) cm,

¢écuanto mide cada lado del octagono?

(@12em  (b)20(v2—1)em  (€)10v2em  (d)16em  (€)25v2 — 12¢m
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Problema 11.¢ Cuantos nimeros distintos pueden ser expresados cemoéede tres
numeros distintos del conjun{d, 4, 7,10, 13,16, 19}?

(a)37 (b) 36 (€)18 (d) 42 (€)13

Problema 12.SeanA2 y B4 dos nimeros de dos digitos tales que al sumarlos se ob-
tiene un multiplo de&. ¢ Cuantas soluciones se pueden obtenerpagr#?

(a)28 (b) 30 (©) 25 (d) 27 (€)36

Problema 13.; Cual es el menor entero positivo por el cual hay que dialdiimero
108, 675 para que el cociente sea un cuadrado perfecto?

(a) 805 (b) 543 (c) 483 (d) 110 (e) 161

Problema 14.Si a un nimero de dos digitos le sumamos el cuadrado de Rdeisus
digitos, obtenemos el nUmero original con los digita®itidos. ¢ Cual es la suma de
todos los nUmeros que satisfacen las condiciones delgrmas

(a) 72 (b) 37 (c) 63 (d) 36 () 27

Problema 15.La base mayor de un trapecio tiene longitudidem y el segmento de
recta que une los puntos medios de las dos diagonales tiegituld de3 cm. ¢ Cuanto
mide la base menor del trapecio?

(8)6cm (b)9cem (c)10cem (d)12cem (e)11em

Problema 16.La siguiente sucesion se forma al escribir los digitosageniimeros
naturales en orden

1,2,3,4,5,6,7,8,9,1,0,1,1,1,2, ...

¢ Cual es el digito en el lugae10?

()6 (b)1 (©)3 (d)o (€)2

Problema 17.Un circulo de area; esta contenido en el interior de un circulo mayor
de aread; + A. Si el radio del circulo mayor e€scm, y si Ay, Az, A1 + As forman
una progresion aritmética, ¢ cuanto mide el radio delitd menor?

@)% em (b) Z em (©) 2 em d)v3em (€) %8 em

Problema 18.Si el area del circulo esm?, ¢ cuanto mide el area del trianguldC?
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[ ]
Q

A B
(@) L m? (b) L3 m? (€) L m? (d) 2+/3 m? (€) L2 m?

Problema 19.Supongamos que tenem®k monedas, de las cuale8 son originales
y una es falsa. La moneda falsa tiene distinto peso, pero lmensss si pesa mas o
menos. ¢ Cual es el minimo nimero de pesadas que se deleeehaina balanza para
saber si la moneda falsa pesa mas o pesa menos? (No es ieeggsecificar cual es
la moneda falsa, Gnicamente queremos saber si pesa maws.ne

@)1 (b) 2 ©)3 (d) 4 )5

Problema 20.La longitud de la hipotenusa del triangulo rectangdlBC esh, y el
radio del circulo inscrito es. ¢ Cual es la razon entre el area del circulo y el area del
triangulo?

C

L,

(@) 775 (b) 72 (©) 57 (d) 7 OFz=

h+2r h+r 2h+1r h24r2 h+r

Problema 21.Sia? = a + 2, entonces? es igual a
@a+4 (b) 2a + 8 (c)3a + 2 (d)4a +8 (€)27a + 8

Problema 22.Encuentra el valor de

i/1><2><4+2><4><8+3><6><12+4><8><16+---
I1X3X94+2X6Xx184+3Xx9x27T+4x12%x36+---

@1 () 3 ©3 (d) 3 OF
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Problema 23.En un condominio, todos los niumeros de teléfono son derado
555 — abc — defg, dondea, b, c,d, e, f y g son digitos distintos en orden creciente,
y ninguno de ellos e8 6 1. ¢ Cuantos numeros de teléfono se pueden formar?

@1 (b)2 ()7 (d)8 (€)9
Problema 24.SeaABC'D un rectangulo de baseC = 2m y alturaAB = 1m. Si

Ly M son los puntos medios déD y BC respectivamente, determina el area del
cuadrilateraE FGH.

A L D
F
E G
H
B M c
(@) 13 m” (b) 5y m? (©) zm* (d) 3 m? (e) 5 m?

Problema 25.¢,Cuantos enteros positivasnenores o iguales q& cumplen que

n!
1+2+-+n
es un nimero entero?
()8 (b) 12 (c)16 (d)17 (d)21

Problema 26.En la siguiente figura se muestra un hexagono regular awegesa.
¢, Clal es el area del trianguiodBC?

@35 (b) 5 © 5 (d) 75 (€) §
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Problema 27.En la expresion: - a® — d, los valores de, b, ¢ y d son los nimeros
0,1,2y 3, aunque no necesariamente en ese orden. ¢, Cual es el mayqosible de
tal expresion?

(@5 (b)6 (c)8 (d)9 (e)10
Problema 28.Paty tiene20 monedas de las cuales algunas sob dentavos y otras de
10 centavos. Si sus monedasieentavos fueran dB) centavos y sus monedas tie
centavos fueran decentavos, ella tendrf&@ centavos mas. ¢ Cuanto dinero tiene Paty?
(a)$1.15 (b) $1.20 (c) $1.25 (d) $1.30 ()$1.35
Problema 29.¢,Cuantos cubos positivos divides!a 5! - 71?

(a)2 (b)3 (c)4 (d)5 (e)6
Problema 30.En un trapecidd BC' D, se tiene quel B es paralela@®C, F es el punto
medio deBC, y F es el punto medio dB A. Si el area del trapecid BEF' es el doble

del area del trapeci& EC D, entonces el valor dgg es:

(a)2 (b) 3 ©)5 d)6 ©)8
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Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion te presentamos las soluciones que henpasgite para 1030 proble-
mas de practica que figuran en este nimero de tu revista.ddahta que no so6lo se ha
determinado la opcibn correcta, sino que ademas, paesspratilema se incluye la ar-
gumentacion que establece su validez. Observa que, esltixlcasos, la justificacion
se basa en resultados conocidos y/o en razonamientoes$ogipue en ningln proble-
ma la solucion se ha determinado por eliminacion de lasapciones de respuesta.

Las soluciones que aqui se presentan no pretenden sesamitampoco las mejores
o las mas elegantes, tan s6lo son ejemplos que muestiigo elet razonamiento que
se busca estimular en los problemas de la olimpiada. Comiegueer en el articulo
que presentamos sobreorema de P#tgoras cada problema puede tener un gran
namero de soluciones. Si encontraste una solucion difede las que aqui se presen-
tan y no estas seguro de su validez o simplemente quiergsactrta con nosotros te
invitamos para que nos escribasevi st aom@nai | . com

Solucion del problema 1.La respuesta es (d). Una manera de contar los caminos es
contar los caminos a cada vértice (o interseccion) y luegogmando. Numeremos los
vértices (el del centro es):
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ar as

A aj a2 as

A cada vértice podemos llegar a lo mas desde tres direesidmrizontalmente desde
su izquierda, desde abajo a la derecha o desde abajo a lerdau®bservemos primero
que para llegar a;, a2 0 as tenemos un s6lo camino (el horizontal). Para llegai a
hay dos caminos: el camino directo desdley el que pasa pow;. Para contar los
caminos que llegan @ tenemos que sumar los que pasangg@mas los que pasan
poraz, méas los que pasan pes. Luego, hay2 + 1 + 1 = 4 caminos ded aas.
Continuando este proceso tenemos qué de

= ag hay6 caminos;
= a; hay6 caminos;
= ag hay16 caminos;

= B hay22 caminos.

Solucion del problema 2.La respuesta es (c). Para que un nimero sea divisible entre
15 tiene que ser divisible entiy 5 (ver criterios 2 del apéndice). Un nimero cuyos
Unicos digitos sor y 1 es divisible entres si el digito de las unidades @&sy es
divisible entre3 si el nUimero de digitos es un mdltiplo de3. Por lo tanto, el menor
nimero que cumple con las condiciones del problema sl 0.

Solucion del problema 3.La respuesta es (d). Comag = 2010 es un nmero par,
entoncesi; = 2412 = 1005. Comoa; = 1005 es impar, entonces; = a1 + az =
3015. Comoas = 3015 es impar, entonces, = as + az = 4020. Por (ltimo, como
ay = 4020 es par, entonces;, = 2010. A partir de este punto la sucesion se vuelve
ciclica, por lo que para determinar el valor de cualquéemiho de ella, basta con
fijarnos en el valor del residuo que salga al dividir el iediel termino entrd. Sear

el residuo que resulte de dividjr.

= Sir = 1, entonces,, = 2010,
= Sir = 2, entonces,, = 1005,

= Sir = 3, entonces,, = 3015,
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= Sir = 0, entonces,, = 4020.

Como2011 = (4 x 502) + 3, entonces = 3y agp11 = 3015.

Solucion del problema 4.La respuesta es (a). Veamos que cada una de las lineas tiene
6 ladrillos, como en la figura.

Como hay5 lineas de ladrillos, se utilizaroh x 5 = 30 ladrillos para construir la
chimenea.

Solucion del problema 5.La respuesta es (b). El dial de un reloj esta divididéen
marcas correspondientes a @& minutos del hora. El arco de circulo entre dos de
estas marcas consecutivas equivale a un éngu@gie: 6°. Para facilitar la explica-
cion, supondremos que para las marcas correspondiemgsrariutos multiplos da,

la caratula de nuestro reloj tiene la numeracion tradaiiadel | al XII.

Es facil ver que cuando el reloj marca &80 (posicion incial), las manecillas estan
formando un angulo dé5°, ya que la manecilla de los minutos se encuentra exacta-
mente en la marca VI y la manecilla de las horas esta exantarada mitad entre las
marcas IV y V. Notese que entre las marcas V y VI hay un andeld0° y que el
angulo entre la manecilla de las horas y la marca V eléle

A partir de ese momento y hasta l&86, la manecilla de los minutos avanzara un
angulo de6 x 6° = 36°. Por otro lado, la manecilla de las horas avanza mas lento
con un ritmo de&b x 6° = 30° en60 minutos, por lo que efi minutos avanzara soélo
(%) 30° = 3°. De esta manera, mientras la manecilla de los minutos adsfizie la
posicion incial, la de las horas avar®apor lo que er6 minutos la separacion efectiva
entre ambas es &8° — 3° = 33°. De lo anterior se concluye que a 86 el angulo

que separa a las manecillas estde + 33° = 78°.

Solucion del problema 6.La respuesta es (c). Liamem®&s @ y R a los vértices del
cuadrado tal y como se muestra en la figura.

C
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Dado quel R es paralela corl B, tenemos que&CQR = ZC AB ya que son angulos
correspondientes (ver la definicion 8 del apéndice). Caifd@’ R = L ACB por ser
un angulo cominy ademax)RC = ZABC = 90°, por el criterio AA (ver el criterio
17 del apéndice), tenemos que los trianguld3C' y Q RC son semejantes.

SeanPB = BR = zy RC = 3 — x, entonces como los triangulesBC'y QRC
son semejantes, tenemos que sus lados correspondieni@oporncionales, es decir
3o = g de donde se sigue que= 2(3 —z) y por lo tantoz = 2 ¢cm. Con lo anterior
concluimos que el area del cuadral@ RB es2 x 2 = 4 cm? (ver el teorema 7 del
apéndice).

Solucion del problema 7.La respuesta es (d). Condy H, I, J son impares consecuti-
vos, un solo digito entrd > B > C' esimpary esigual269. ComoA+B+C =9,
tenemos que uno es igual & la suma de los otros dos &sPor otro lado tenemos que
D, E, F soniguales @,2,4; 2,4,6 6 4,6, 8, respectivamente. En cada caso los dos
digitos pares entrd, B, C son los dos digitos restantes, como su sunmlasinica
posibilidadesA =8, B=1y(C = 0.

Solucion del problema 8.La respuesta es (a). Como el angul N M = 90°, el
trianguloBM N es rectangulo.

A Y N ¥y p

3
0 M
B C

Denotemos poy a la medida ded N = N D. Utilizando el teorema de Pitagoras (ver
elteorema 11 del apéndice) en los triangulos rectasgu®N y M DN, tenemos que

BN? = 3642,
MN? = 9442

Utilizando nuevamente el teorema de Pitagoras en lasgmil@s rectangulo8M N y
BCM, obtenemos

BN? 4+ MN? = BM? = BC?+CM?,
36+y°+9+y* = 4yt +0,
yaqueBC = 2y. Luego2y? = 36y y = V18 = 3v/2cem y el ladoBC mide6v/2 cm.

Solucion del problema 9.La respuesta es (b). Los radios de los arcos de circulo de
cada mosaico mideZb em. Observemos que lascuartos de circulo de cada mosaico,
cubren la misma superficie que un circulo de ra&iom.
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Luego, en cada mosaico el area blanca es igual al areaaazio menos el area del
circulo (ver el teorema 7 del apéndice), es decir, es igual

50% — 7m(25%) = 625(4 — 1) em?.

Ahora bien, como el piso tieng) m? = 800,000 cm? y cada mosaico cubre una

superfice d&, 500 cm?, se necesitaf):2% = 320 mosaicos para cubrir el piso. Por o

tanto, el total de la superficie blanca es igua2@[625(4 — )] = 200, 000(4 —7) cm?.

Solucion del problema 10.La respuesta es (b). Llamemoa la longitud de los catetos
de los triangulos isbscelegpa la longitud de cada lado del octagono. Luegoty =
20 cm.

Entonces, cada triangulo rectangulo isosceles tiadwsla, x, y. Utilizando el teorema
de Pitagoras (ver el teorema 11 del apéndice), tenemd&due 42, o bieny = /2z.
Sustituyendo en la primera ecuacion tenemos que

20 +V2z = 20,
20 20(2 — V2)

2+\/§:(2+\/§)(2_\/§):20—10\/§cm.

Luego,

y = V2r=1+v2(20-10v2) =20(v2 - 1) cm.
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Por lo tanto, cada lado del octagono mitdg/2 — 1) cm.

Solucion del problema 11.La respuesta es (e). Observemos que el nimero mas pe-
guefio que podemos obtener etk 14447y el mas grande es ¢ = 13+16+19.
Veamos cuales numeros intermedios podemos escribir sama de tres nimeros dis-
tintos del conjuntd 1,4,7,10, 13,16, 19}.

Los nimeros en el conjunto son de la foring 3n conn = 0,1,...,6, entonces la
suma de cualesquieratres de ellos es igual a

(1+3n)+(1+3m)+(1+3k)=3+3n+m+k)=3n+m+k+1),
conn,m,k € {0,1,...,6} ydistintos entre si. Entonces, tenemos que

12< 3(n+m+k+1) <48
3 < n+m+k < 15.

Observemos que podemos encontram y k tales que al sumarlos obtenemos todos
los valores enteros ent8ey 15:

3=04+14+2 10=0+4+6
4=0+1+3 11=04+5+6
5=0+14+4 12=14+5+6
6=0+1+5 13=24+5+6
7T=04+14+6 14=3+5+6
8§=04+24+6 15=44+54+6
9=0+3+6.

Por lo tanto, todos los multiplos deentre12 y 48 pueden ser suma de tres nimeros
distintos del conjunto, es decir, en total hiadvalores posibles.

Solucion del problema 12.La respuesta es (d). La solucion se basa en el criterio de
divisibilidad entre3, el cual establece que un nimero es divisible edisey sblo si

la suma de sus digitos también lo es. Cofng 2 = 6 es divisible entre3, entonces

A + B también tiene que ser divisible entre tres. Por inspec@é facil determinar
que exister15 parejas de digitos tales que su suma es divisible entrd tres, (1, 5),
(1,8), (2,4), (2,7), (3.3), (3.6), (3,9), (4,5), (4,8), (5.7), (6,6), (6,9), (7,8) y
(9,9). Quitando las parejas, 3), (6,6) y (9,9), el resto de ellas debe contarse doble
pues, por ejemplo, de la pargja, 2) salen2 solucionesA = 1, B = 2y A = 2,

B = 1. Por lo tanto, el nimero total de solucioneses (2 x 12) = 27.

Solucion del problema 13.La respuesta es (c). Observemos que
108,675 = 33 x 5% x 7 x 23.

Como en la descomposicion en primos de un cuadrado petfebbs los exponentes
son pares, entonces el cociente que queremos obteB&nres?, ya que es el mayor
cuadrado perfecto que podemos obtener. Luego, se deb# diviige3 x 7 x 23 = 483.
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Solucion del problema 14.La respuesta es (e). Denotemos pbral nUmero de dos
digitos que satisface las condiciones del problema, s dec

106 +b+ (a+b)? = 10b+a,
(a+0)? = 9(0b—a).
Comoa es distinto de cergp — a) < 9y tenemos quéa + b)? = 9(b — a) < 81.

Los (nicos cuadrados perfectos multiplosddgue son menores &l son:9 = 3%y
36 = 62. Veamos cada caso:

1. si(a+b) =3entonce$ —a =1, tenemosque =1,b =2y 10a + b = 12;
2. si(a+b) =6 entonced —a =4, tenemosque =1,b =5y 10a + b = 15.

Por lo tanto, los Gnicos nUmeros que cumplen la condis@ml2 y 15 y su suma es
27.

Solucion del problema 15.La respuesta es (b). S&aBC D el trapecio, dondel B es
paralela aC'D, conCD la base mayor. Sed el punto medio de la diagon& D y
seaG el punto medio d&3C'. Entonces por el teorema de Thales (ver el teorema 9 del
apéndice) X G es paralela & C. Extendemos la rectd G hasta que intersectesD
enF'y llamemosY a la interseccion codC.

A B

D c

Utilizando nuevamente el teorema de Thales, tenemog'qeeepunto medio dd D y
Y es punto medio delC. Por hipotesis, tenemos quU&Y” = 3 ¢m. Si nos fijamos en
el trianguloBDC, tenemos (ver el lema 12 del apéndice) gi€ = 1 DC = 12 ¢m.
ComoXG=XY+YGE=3+4+YG,tenemosqu&G = XG -3 = %75 -3 :%cm.
Finalmente si nos fijamos en el trianguldBC, comoY G es paralelaalBy YG =
3 AB, tenemos quelB = 9 cm.

Solucion del problema 16.La respuesta es (a). Observemos quelddl9 ocupamos

9 lugares y dell0 al 99, ocupamosl80 = 2(99 — 10 + 1) lugares. Luego, del

al 99 ocupamosl89 lugares. Dell00 al 199 se utilizan300 = 3(199 — 100 + 1)
lugares, entonces délal 699 se utilizan189 + (6 x 300) = 1989 lugares. Como
2010 — 1989 = 21, entonces necesitamos escribir otfoslimeros de3 digitos, es
decir, al escribir e¥06 llegamos al luga2010 en la sucesion. Por lo tanto, el digito en
el lugar2010 es el6.
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Solucion del problema 17.La respuesta es (d). Denotemos p@i radio del circulo
menor, entonces su area 4s = ws2cm? (ver el teorema 7 del apéndice). Por otro
lado, el area del circulo mayor ds + Ay = 97 ecm?. ComoA;, A, y A; + A, forman
una progresion aritmética, tenemos quet r = Ax y Ay +2r = A; + A, paraalgin
nameror. Luego,

Al +r=ms’4+r =91 — s’

Despejanda tenemos que,

r =91 — 27s% cm. (1)

Por otro lado,

A4+ 2r =7s+2r =91 = Ay + Ao,
despejando
r=———cm. (2)

Igualando las ecuaciones (1) y (2) y despejandbtenemos:

91 — 9152 = M
2
187 — 4ws? = 97 — 7s?
97 —3ms> = 0
2 = 3
s = V3em.

Por lo tanto, el radio del circulo menor migé8 cm.

Solucion del problema 18.La respuesta es (c). Seda longitud del radio del circulo.

Como el area del circulo es> = 1m?, entonces = —— m (ver el teorema 7 del

o NG
apéndice).

ComoOC'y AB son paralelas, los triangul6sAB y ABC tienen la misma base y la
misma altura, y por lo tanto tienen la misma area.
Ahora bien, el triangul® A B es equilatero de Iad% m.
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L
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A B
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Luego, utilizando el teorema de Pitagoras (ver el teoreindel apéndice), tenemos
que su altura mide

Solucion del problema 19.La respuesta es (b). En la primera pesada colocdihos
monedas en cada platillo y nos sobra una. Tenemos dos |miesiltes.

» sila balanza queda equilibrada entonces la moneda queeskrdalsa. Toma-
mos una moneda de cualquier platillo y la comparamos corida fera saber si
pesa mas o pesa menos;

= Si la balanza no esta equilibrada, tomamosllasmonedas que pesan mas y las
dividimos en dos grupos de para pesarlas. Si la balanza queda equilibrada,
la moneda falsa no estéa en este grupol@denonedas y esta en el otro, que
pesb menos, luego la moneda falsa pesa menos. Si al corfgsadas grupos de
5 monedas la balanza no queda equilibrada, entonces la mtaisa@sta en el
grupo que pesa masy por lo tanto pesa mas que las demas.

En cualquier caso el minimo nimero de pesadas furon

Solucion del problema 20.La respuesta es (b). Observemos que los radios que van a
los puntos de tangencias del circulo con el triangulo sspgndiculares a los lados del
triangulo.
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C
F r
r
E
0]
r
A B
D

Los triangulosAFO y ADO son congruentes, ya que el segme#id es bisectriz del
anguloC AB (ver el teorema 19 del apéndice), lo que implica que lasigtilos tienen
los mismos angulos y dos lados correspondientes de la nosmgisud. Analogamente,
los triangulosC' F'O y C EO son congruentes. El area del triangald O es%, luego,
el area del triangulal BC' es

2 (%) +r2=r(h+r).

7 ’, 2
Por lo tanto, la razbn entre las area&rgiém = h’fr.

Solucibn del problema 21.La respuesta es (c). Multiplicando pota igualdad:z? =
a+2, obtenemos?® = a?+2a. Pero coma? = a+2, resulta que® = (a+2)+2a =
3a+ 2.

Solucion del problema 22.La respuesta es (b). Observemos que
IX2x4+2Xx4x8+3Xx6x 12+ = (1x2x4)+23(1x2x4)+33(1x2x4)+- -
y
IX3x94+2x6x184+3x9Ix 27+ = (1x3x9)+23(1x3x9)+33(1x3x9)+---
Luego,

1x2%x44+2%x4x84+3x6x12+---
1X3Xx94+2%xX6%x184+3X9x27+---

Ix2x4)(14+23+33+..+)
Ix3x9)(1+23433+--+)
1x2x4

1x3x9
8

f.

_
(

Por lo tanto,

\3/1><2><4+2><4><8+3><6><12+--- /8 2
1X3x9+2x6x18+3x9x27+--- V27 3



Soluciones a los problemas de fctica 31

Solucion del problema 23.La respuesta es (d). Los Gltimos siete digitos de un n@mer
de teléfono se deben elegir entre los ocho digitos:

2,3,4,5,6,7,8,9.

Luego, todos excepto uno de esgodigitos se deben usar. El digito que no se usa se
puede elegir d8 formas distintas, y los restantes siete digitos se ordentmces de
menor a mayor para obtener asi un posible nUmero de tel&Ror lo tanto, se pueden
formar8 nimeros de teléfono.

Solucion del problema 24.La respuesta es (a). En primer lugar observamos que
ABML es un cuadrado y quE es el punto de interseccion de sus diagonadlés

y BL, por lo tanto, podemos concluir que es el centro de dicho cuadrado. Traza-
mos el segmentd@ G y observamos que el cuadrilateloF'GH queda dividido en
dos triangulos congruentés>F'y EGH. Lo anterior puede justificarse con facilidad
apoyandose en el teorema de angulos entre paralelas yategb ALA (ver la defi-
nicion 8 y el criterio 14 del apéndice).

Ahora, centremos nuestra atencion en el triangulo nect® isdsceleG' L. Como

EG = GL m podemos calcular el area de dicho triangulo, misma qugues a
%X% = 8 m? (ver el teorema 7 del apéndice).

Por otro lado, con base en el teorema de angulos entre laarglen el criterio de se-
mejanza AA, podemos afirmar que los triangulo$F y EGF son semejantes. Como
sus lados correspondlentes son propormonales tenem(ﬁfqt;t L4 Ademas sabe-
mos queEG = = m y LA =1m,porlo que =2my entoncesLF =2FF.

Por Gltimo, observamos que el area del tnangﬂ(éF es la mitad del area del triangu-
lo FGL, ya que sus basdsF' y F'L estan en razbh:2 y tienen la misma altura desde
el vérticeG. De lo anterior podemos concluir que el area del triéngiﬂhF es% del
areadeEGL, lacual est m?. Porlotanto el area dBGF esigual a3) (3) = 5; m?

y el area del cuadrilaterB FGH es igual @(55) = -5 m?*.

Solucion del problema 25.La respuesta es (c). Observemos que si 1, la fraccion
es igual al que es un nimero entero. Queremos ver para qué entertiggesj con
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1 < n <24, se cumple que

n! n! 2n! 2(n —1)!

1+2+...+n_n(n2+1):n(n+1) n+1

es un entero.

Es facil ver que esta fraccion siempre es un niimero eatenenos que + 1 sea un
primo impar. Como ha$ primos impares menores o iguales @dddichos primos son
3,5,7,11,13,17,19y 23), se sigue que hag4d — 8 = 16 enteros menores o iguales
que24 que satisfacen el problema.

Solucion del problema 26.La respuesta es (e). Trazando algunas diagonales del hexa-
gono, éste queda dividido 8 triangulos rectangulos congruentes donde cada uno de
ellos tiene areds, como en la figura.

Dividimos nuevamente al hexagono, pero ahora lo hacenmartdo s6ld de estos
triangulos rectangulosy el resto lo dividimos usaddidangulos equilateros congruen-

tes al trianguldA BC.
D
|
$ %
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Ahora es facil encontrar el area buscada. Nbéteselqusees el area dd BC' es igual
a6 veces el area dd DFE, que es igual &(75) = 5. Sabiendo qué veces el area de
ABC esigual a5, concluimos que el area deBC esg.

Solucion del problema 27.La respuesta es (d). i # 0, el valor de la expresion
c-a’ —d se puede incrementar intercambiafdmn el valor del. Por lo tanto, el valor
maximo debe ocurrir cuandb= 0. Luego,

1. sia =1, entonceg-a® —d=c=2063,
2. sib=1,entonces-a® —d=c-a=6,
3. sic=1, entonces - a® —d = a’ que esigual @ =86 3% =9.

Por lo tanto, el valor mayor posible pataa® — des9cona = 3, b =2,c =1y
d=0.

Solucion del problema 28.La respuesta es (a). Como el dinero de Paty se incremen-
taria si se intercambiaran sus monedas dentavos por las d&) centavos, ella debe
tener mas monedas decentavos que de&0 centavos. Al intercambiar una moneda de

5 centavos por una dH) centavos, su dinero se aumentaberentavos, de modo que
ella tiene7—5O = 14 monedas mas dgcentavos que d&0 centavos. Por lo tanto, Paty
tiene (20 — 14) = 3 monedas d&0 centavos 20 — 3 = 17 monedas dé centavos,

es decir, en total tien&(10) + 17(5) = 115 centavos $1.15.

Solucion del problema 29.La respuesta es (e). Observemos que:
31.5.71=28%.3".52.7.

Luego, un divisor cubo positivo d - 5! - 7! debe ser de la fornf - 37 -5" - 7%, donde
p,q,rY s son todos multiplos d&. Tenemos posibles valores para 0, 3y 6. Hay 2
posibles valores para 0 y 3. El Gnico valor posible para 6 s es0. Por lo tanto, hay
3-2-1-1 =6 cubos positivos distintos que dividerk 5! - 7!. Ellos son:

1=20.3.50.70, 8§ =123.30.50.79 27 =20.33.50.70,

64 =26.30.50.70 216 =23-33.50.79, 1728 =26.33.50. 70,

Solucion del problema 30.La respuesta es (c). Ponemos una cofi&’C’D’ de
ABCD aunlado y volteada.
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D Cc=58 A’

=

A B=C D

EntoncesAD’ A’D es un paralelogramo y

EF:%FF:%MB+CD@:%MB+CM-

Como los trapeciod BEF y FEC D tienen la misma alturh, la razbn entre sus areas

esigual a
(AB+FE)h
2 = i
(FE+DC)h’
2
de donde,

AB+FE = 2(FE+ DC)

AB+AB;DC _ 2<AB;DC+DC)
iﬂ%;QQ — AB+3DC
3AB+DC = 2AB+6DC

AB
DC 7
D C

F E




Problemas propuestos

Tzaloa necesita de tu participacion y esta seccion devlstaeesta especialmente di-
sefiada para hacerlo. En cada nUmero presentamablemas nuevos gque necesitan
de ti para encontrar una respuesta. Como sabemos que ta fpsstatos, los proble-
mas escogidos para esta seccion pueden ser un poco méssigue los que aparecen
en la seccion anterior. Sin embargo, esto no debe ser mitivespanto, debes saber
que aqui también seguimos el mismo criterio que consist®menzar con problemas
mas sencillos e ir aumentando la complejidad conformezahafo.

Problemas propuestos.
Afio 2010 No. 1.

Para dar tiempo a que lleguen y puedan ser analizadas lagbooitnes de todos los
lectores, las soluciones de los problemas propuestos équieranimero de la revista,
se publicaran con dos numeros de diferencia. Es asi,rgeste nimero (Tzalog afio
2010), publicamos las soluciones de los problemas propuestdgana3, aiio2009.
Las soluciones de los problemas propuestos en esta ocssipablicaran en Tzalda
afo2010, por lo que aln tienes tiempo para preparar y enviarnostusisnes.

Recuerda que nuestra direccion electronica@si st aonm@nai | . comy que a
través de ella estaremos recibiendo con gusto todas lashzariones que nos lleguen
desde cualquier rincon del pais. Siempre esperamos cimladlegada de las valiosas
contribuciones de todos los lectores, por lo que no dudesagniannos la tuya.

Problema 1.(Introductorio) Encuentra todas las parejas de niUmertesesip, ¢) tales
gue la diferencia entre las dos soluciones de la ecuaGiénpz + ¢ = 0 sea2010.

Problema 2.(Introductorio) Sin es un entero divisible entfieque es igual al producto
de tres nimeros consecutivos, ¢,cual (o cuéales) de lesosft 14, 21, 28 y 42 no es
necesariamente un divisor d@
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Problema 3. (Introductorio) Sead; As A3 A4 A5 AgA7AgAg un poligono regular de
nueve lados. ¢ Cuantos triangulos equilateros se pdedwear tales que al menos dos
de sus vértices estén en el conjufithy, Az, As, Ag, As, Ag, A7, A, Ag}?

Problema 4. (Intermedio) Sead BC' un triangulo acutangulo e isbsceles ca6’ =
AB. SeanO su circuncentro € su incentro. SiD es el punto de interseccion d&
con la perpendicular &1 que pasa poP, demuestra quéD y AB son paralelas.

Problema 5. (Avanzado) Sead = {1,2,3,...,n}. A cada subconjunt®@ de A se
le asocia su suma alternadg, definida como sigue: B = {aj,aq,...,ax} con
a1 < as < --- < ag, entoncesSg = a — ax—1 + ax—_2 — - - - £+ a1. Por ejemplo, si
n=10y B ={2,4,5,7,8} entoncesSp =8 —7+5—4+2=4.

Sin es un nimero fijo, determina el valor de la suma

ZSBa

BCA

es decir, la suma de todos los nUme$gscon B subconjunto ded.

Soluciones a los problemas propuestos.
Afio 2009 No. 3.

Como se menciond al principio de esta seccion, a contibngmublicamos las solu-
ciones de los problemas propuestos en TzaJa#02009. Felicitamos a Luis Brandon
Guzman Navarrete, de Tamaulipas, quien nos envi6 salasipara los problema&sy

5. Asimismo, queremos felicitar a Maria del Rosario Solgrata y a Martin Velasco
Hernandez, de Chiapas, por su solucion para el probferRar Gltimo, también nos
da mucho gusto reconocer el trabajo de Irving Daniel Cali&amacho, del Estado
de México, quien aportd una excelente contribucion sdikeer los problemas, 2 y 5.

A todos ustedes enviamos un afectuoso saludo y nuestroinc@ssagradecimiento.

Problema 1. (Principiante) SICA = 2,CB = 3, ZCAP = 90°, ZPBC = 90°y
ZAPB = 60°, ¢cuanto mideC?
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Solucion. (Irving Daniel Calderobn Camacho, Estado de México). Cafft@AP +
/PBC = 180°, el cuadrilatera® AC B es ciclico (ver la definicion 22 y los teoremas
23y 21 del apéndice). ComdC AP = 90°, entonces? AC B esta inscrito en la cir-
cunferencia de diametBC.

A

N

SeaO el centro de la circunferencia, punto medio B€', entonces tenemos que
ZAOB = 2(LAPB) = 120°. Sear el radio de la circunferencia circunscrita a
PACB. Aplicando la ley de cosenos al triangud@ B (ver el teorema 20 del apéndi-
ce), obtenemos

AB? = 2r? — 272 cos(120°) = 3r2.

Por otro lado, aplicando la ley de cosenos al triangl®C', obtenemos

AB? = CA? + CB? — 2(CA)(CB) cos(120°).

De las dos ecuaciones anteriores se sigue que

3r?=22+432+4+2.2.3.5=19,

por lo que concluimos que= ,/% Finalmente, com®C = 2r, obtenemoC =

19
2,/12,

Solucion alternativa. SeaD la interseccion dé A y BC. Como el trianguld P B es
rectangulo W DPB = 60°, entonces BD P = 30° (ver el teorema 10 del apéndice).
Luego, el trianguldB P D es la mitad de un triangulo equilatero de |2ddB, de donde

PB = \/%DB (ver el teorema 11 del apéndice).
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P B
Ahora bien, como los angulos del triangult”’ A miden30°, 60° y 90°, tenemos que

CD=2CA=4y DB =7, luegoPB = % Entonces,

P02:P32+302=t—9+9zﬁ

de dondePC = \/g = 2\/1;9.

Problema 2.(Intermedio) Demuestra que la desigualdad

n n n )
S (3) + 2w
=1 i=1
se cumple para todo entenc> 2 y todos los nUmeros reales no negativgs. . . , z,,.

Solucion. (Irving Daniel Calderon Camacho, Estado de México). S@ hima demos-
traciébn por induccion sobre, pero antes demostraremos por casos la siguiente desi-
gualdad, la cual se cumple para cualquier nUmerarr@al negativo y para todo entero

n > 2.

(n+ 1z <n+a"! 3)
Comencemos transformando la desigualdad (3) mediantiglasstes equivalencias:

n+z<n+a"™ & 0<n—nz+a2" -2
e 0<n(l—2)—(1—-2)(@"+2" +---+2)
s 0<(l-z)(n—@"+2a" "+ +a)).
Parar = 1, se cumple laigualdad. Si< 1, tenemosqué < 1 —z y
n>a"+a2" 4+ trs0<n— (2" +a2" 1+ 1),
por lo que concluimos

0<(l-2)(n—(2"+a" '+ +1x)).
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Siz > 1,tenemosqué >1—x y
n<a"+a" 4. +re0>n— (2" +a" 4+ + ),
por lo que concluimos
0<(l—2z)(n—("+2" '+ +1)).
Con esto terminamos la demostracion de (3). Ahora, cormeozauestra prueba por
induccion. Para = 2, tenemos que

2
xy + 29 < (2)+I1+x§<:>0§a:§—2:c2+1<:>0§(x2—1)2,

donde la Gltima desigualdad es evidente. Ahora, supongamue la desigualdad se
cumple para algin entero> 2

Usando la formula de Pascal (ver el teorema 6 del apéndi®mos
n+1 n n n
(2= () ()= () e
Sear, 1 un nimero real no negativo cualquiera, usando (3) tenemos

(n+ D)azpsr <n+alil.

Finalmente, sumando las dos tltimas desigualdades achtene

n+1 n+1 n+1 n+ 1 n+1

S i < ( ) Fntdate i s ( ) +Y 4
Eso completa nuestra prueba por induccion y la demostraisla desigualdad.

Solucion alternativa. Para cada nimero real no negativg para cada entero positivo
k tenemos, por la desigualdad media aritmética-media g&ara’(ver teorema 5 del
apéndice), que

Frk—1=a"4+1+ - +1>kVab x1x---x1=kz.
N————
k—1

La igualdad se da, pafa> 2, siy solo siz = 1.
Luego, utilizando lo anterior para caday sumando, tenemos que

Zm<z ((i — 1) + %) ()+Zx

=1

Laigualdad se dasiyso6losp = --- =z, = 1y z; > 0 es arbitraria.
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Problema 3.(Intermedio) En un paralelogramo estan marcados el cgrig® puntos
medios de los lados. Considera todos los triangulos cusdiges estan en estos puntos
marcados. Ahora, en cada triangulo marca los puntos mdditiss lados y los puntos
medios de la medianas. ¢ Cuantos puntos marcados halmi@ien t

Solucion. Denotemos poA, B, C, Dy E, alos puntos medios de los lados del parale-
logramo y a su centro respectivamente, como se muestra guta.fHay 8 triangulos
Cuyos vértices estan en estos puntos, cuatro que tieneartioe enF y cuatro para
los cualed? es punto medio de uno de sus lados.

C

Consideremos los triangulos que tienen un vérticd’gnmarquemos los puntos me-
dios de los lados y las medianas. Al marcar los puntos medidesdadosAB, BC,
CD, AD, AE, BE, CE y DFE, obtenemos puntos. Si marcamos ahora los puntos
medios de las medianas, obtenem®guntos més, pues cada triangulo tidmaedia-
nas.

Ahora consideremos los triangulos para los cudless punto medio de uno de sus
lados. Por ejemplo, en el triangutoB D los puntos medios de los lados ya estan mar-
cados. Llamemos/ al punto medio del ladal B, entonces el punto medio de la recta
E M esta marcado, ya queM es mediana del trianguléB E. Observemos que como
FE es punto medio d8 D, larectaE’ M es paralela a D. Esto implica que el punto me-
dio de la median® P del trianguloABD esta en M (ver el teorema 9 del apéndice).
Ademas, comd es punto medio dd D, el punto de interseccion déM y BP es el
punto medio deZ M. Esto implica que los puntos medios de las medianas debuia

lo ABD que pasan poB y D ya estan marcados. La tercera mediana del triangulo
ABD esAFE, cuyo punto medio ya esta marcado. Es decir, con el triang® D no
marcamos ningln nuevo punto y lo mismo pasa con los otregriesmgulos para los
cualesFE es el punto medio de uno de sus lados.

Por lo tanto, al final habra+ 8 + 12 = 25 puntos marcados.

Problema 4. (Avanzado) Con un plano, ¢cual es el maximo nimero desagaun
cubo, un octaedro y un dodecaedro que puedes cortar?

Solucidn. Un plano esta definido por tres puntos, es decir, dados tretop en el
espacio hay un s6lo plano que los contiene. Entonces, &raan poliedro con un
plano, el plano no puede cortar mas de dos aristas de calé@yeague si no el plano
seriala cara). Ademas, si queremos maximizar el nUmeoaxhs cortadas, no debe de
cortar todas las aristas que salen de un mismo vérticeickmabs los tres poliedros.
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Por los argumentos anteriores, el plano no puede cortaldmg\? = 6 aristas, ya

que un cubo tiené caras. Por lo tanto, no puede cortar mag daras. En la figura,
presentamos un tal corte del cubo: empezamos con un plaremgtiene una diagonal
y lo rotamos un poco para cortar ldgaras.

Como las caras del octaedro son triangulos, si una carareslagor el plano, de las
otras tres caras que pasan por cada uno de sus vértices im@nas una que no es
cortada por el plano. Por lo tanto, se pueden cortar a lothw@sas, una manera de
hacerlo es la siguiente.

Por los argumentos anteriores, el maximo nimero de arigia se pueden cortar es
@ = 12. Si colocamos el dodecaedro en un plano y cortamos con ua p&alelo,

es facil ver que el maximo nimero de caras cortadas.egamos que este es el mejor
corte. Tomemos una cara que es cortada con el plano. Si @ ptata las cinco caras
adyacentes a ella, corta sblo ediasaras. Entonces, por cada cara cortada, al menos
una de las caras adyacentes no es cortada. Esto implicaméaeieto niUmero de caras
cortadas e$0.

Problema 5. (Avanzado) Determina el nUmero de enteros> 1 que cumplen que
a'?® — a es divisible entrex para todo entera.

Solucion. (Maria del Rosario Soler Zapata y Martin Velasco HermandChiapas).
Supongamos que > 1 cumple la condicion. Entonces|2'3—2y n|3'3—3, porlo que
n|313—-3-21342 esto esp|313-213—1. Como2!3—2 = 8,190 = 2x32x5x7x 13y
3132131 =1,594,323-8,192—1 = 1,586, 130 = 2x3x5x72x 13 x 83, entonces
los nUmeros primos que aparecen en la descomposiciorirmogpden pertenecen al
conjuntoA = {2,3,5,7,13} y tienen exponente a lo mas(ver el teorema 1 del
apéndice).

Ahora, sia es par (o impar), entonces?® es par (o impar), por lo que'3 — a es par.
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Luego,2|a'® — a para todo entera, y por lo tanto;, = 2 cumple la condicion.
Por otra parte, por el pequefio teorema de Fermat, tenenegsaga todo entera se
cumple que (ver la definicion 3 y el teorema 4 del apéndice)

a®> = a(mod3), 4)
a®> = a(mod5), (5)
" = a(mod7), (6)
a® = a(mod13). (7)

Veamos que si # 2 esta end, entonces: cumple la condicién, es decit,!® =
a (modn) para todo entera.

1. De (4) se sigue que'? = a* (mod3), luegoa'® = a® = a® = a (mod3), por
lo quea'® = a (mod3).

2. De (5) se sigue que'® = a? (mod5), luegoa'® = a® = a (mod5), por lo que
a*® = a (mod5).

3. De (6) se sigue que' = a” (mod7), luegoa!'® = a (mod7).
4. De (7) se sigue que = 13 cumple la condicion.

De lo anterior, se sigue que todos los elementog! datisfacen la condicion. Como
cualesquiera dos elementosAlson primos relativos, entonces todo entero de la forma
n =2%.3".5¢.71.13¢ (cona, b, c, d, e enteros mayores o iguales qug menores

o iguales qud) también sera divisor de'® — a para todo entera. Luego, los enteros

n > 1 que cumplen el problema son precisamente los divisoresyassilistintos dd

del nimer® - 3-5-7-13. Por lo tanto, la respuesta2s— 1 = 31 enteros.

Solucion alternativa. Sean. > 1 un entero tal que'® —a es divisible entre, para todo
enteroa. Tenemos que?, conp primo, no divide an, ya quep? no divide ap'3 — p.
Luego,n es producto de primos distintos. Comalebe dividir al nimera'?® — a para
todo enteraz, en particularn debe dividir al nUmer@!3 —2 = 2-32.5.7-13. Ahora,

es claro que para todo enterse cumple que? = a (mod?2) (ver la definicion 3 del
apendice), ya que® — a = a(a — 1) es producto de dos enteros consecutivos. Luego,

a®=(a*)’a=d"a=(a*)? a=d a=d"=(a*)? =0a®=0a (Mmod2).
Analogamente, tenemos qué = a (mod 3) para todo entera, puesa® — a =
a(a — 1)(a + 1) es producto de tres enteros consecutivos. Luego,
a® =@ a=a"a=0d*a*=a-d®> =d®=a (mod3).
Usando congruencias moédulp7 y 13 es facil demostrar (se deja al lector) que para
todo enteraz,
a® =a (mod5),a” =a (Mod7)ya'® = a (mod13),

y como en los dos casos anteriores se siguei§ties « (mod5) y a'® = a (mod7).
Luego,a'® = a (mod2-3-5.7-13) para todo entera, y por lo tanto los enteros
n > 1 que cumplen el problema son precisamente los divisoresyassilistintos dd
del nimer® - 3-5-7-13. Por lo tanto, la respuesta2s— 1 = 31 enteros.



Concurso Nacional 2009
232 Olimpiada Mexicana de
Matematicas

Del 8 al 14 de noviembre de 2009 se llevé a cabo en Campechmétae, el Concurso
Nacional de 1&23* Olimpiada Mexicana de Matematicas, con la participadér81
estados de la Republica. El estado de Tabasco no parti@gd 7 alumnos ganadores
del primer lugar fueron:

Hernandez Gonzalez Flavio (Aguascalientes)
Arreola Gutiérrez Fernando Ignacio (Aguascalientes)
Zhou Tan David (Baja California)

Dosal Bustillos Manuel Enrique (Chihuahua)
Embarcadero Ruiz Daniel (Distrito Federal)
Calderbn Camacho Irving Daniel (Estado de México)
Leal Camacho Manuel Alejandro (Jalisco)

Miranda Olvera José Luis (Jalisco)

Ortiz Rhoton Juan Carlos (Jalisco)

Belanger Albarran Georges (Morelos)

Perales Anaya Daniel (Morelos)

Afiorve Lopez Fernando Josafath (Nuevo Lebn)
Roque Montoya Diego Alonso (Nuevo Lebn)
Jiménez Reichow Tilman (Oaxaca)

Guardiola Espinosa José Ramon (San Luis Potosi)
Jiménez Benitez José Manuel (San Luis Potosi)
Ucan Aké Rall Eugenio (Yucatan)

Los 8 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Mateméé Centroaméricay el
Caribe fueron:
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Garcia Gonzalez Héctor Benjamin (Colima)
Ortiz Rhoton Juan Carlos (Jalisco)

Gonzalez Cazares Jorge Ignacio (Jalisco)
Arancibia Alberro Maria Natalie (Morelos)
Roque Montoya Diego Alonso (Nuevo Lebn)
Aforve Lopez Fernando Josafath (Nuevo Ledn)
Diaz Calderon Julio César (Oaxaca)

Cervantes Pérexngel Gustavo (Yucatan)

Aunque la participacion en el Concurso Nacional es indialgdes importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la RepUblayeaado a sus concursan-
tes. Con el proposito de reconocer este trabajo, presestahnegistro de los estados
que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso Naditenk23* Olimpiada
Mexicana de Matematicas.

1. Jalisco

2. Morelos

3. San Luis Potosi
4. Nuevo Lebn

5. Distrito Federal
6. Yucatan

7. Chihuahua

8. Baja California
9. Aguascalientes
10. Oaxaca

En esta ocasion, el premio a la Superacion Académicas®|Copa San Francisco
de Campechéy fue ganado por San Luis Potosi. El segundo y tercer lugagsie
premio lo ocuparon, Distrito Federal y Nuevo Leon, resipantente.

A continuacion presentamos los problemas del ConcursmNalc2009. Los alumnos
tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una pahzemos.

Examen del Concurso Nacional 2009

Problema 1.SeanABC un triangulo yAD la altura sobre el lad®C'. Tomando aD
como centroy al D como radio, se traza una circunferencia que corta a la retan
P,y cortaalarectalC enQ. Muestra que el trianguldQ P es semejante al triangulo
ABC.

(Sugerido por Jesus Jeronimo Castro)

Problema 2.En cajas marcadas con los nUmdigs, 2, 3, ... se van a colocar todos los
enteros positivos de acuerdo con las siguientes reglas:

= Sip es un nimero primo éste se coloca en la caja con el nimero
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= Si el nUmeraz se coloca en la caja con el nUmerg y b se coloca en la caja
con el nUmeran,, entonces el producto dey b, es decimb, se coloca en la caja
con el nimeraumy, + bm,,.

Encuentra todos los enteros positivogue cuando se coloquen queden en la caja con
el nimeron.
(Sugerido por José Antonio Gomez Ortega)

Problema 3.Seana, b, ¢ nUmeros reales positivos tales que = 1. Muestra que

a3+b3+03>1 ue > ! 1
P12 Bi2 Sy2- YA

<1
a3+2+b3+2+c3+2_

(Sugerido por José Antonio Gomez Ortega)

Problema4.Sean > 1 unenteroimpary sean, as, . . ., a, NUMeros reales distintos.
SealM el mayor de estos nimeros y s@ael menor de ellos. Muestra que es posible
escoger los signos en la expresids +a; + as + - - - + a,, de manera que

m<s<M.

(Sugerido por Juan José Alba Gonzalez)

Problema 5.Considera un trianguld BC' y un puntoM sobre el ladaBC'. SeaP la
interseccion de las perpendiculare4 B por M y a BC por B, y sea( la interseccion
de las perpendiculares4C por M y a BC por C'. Muestra queP( es perpendicular
aAM siy sblo siM es punto medio dBC.

(Sugerido por Eduardo Velasco Barreras)

Problema 6.En unafiesta con personas, se sabe que de entre cualesquEresonas,
hay3 de las4 que se conocen entre si 0 Hague no se conocen entre si. Muestra que
las n personas se pueden separar2esalones de manera que en un salbn todos se
conocen entre si y en el otro salén no hay dos personas qu&secan entre si.
Nota: conocerse se considera una relacion mutua.

(Sugerido por Pablo Soberon Bravo)
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Olimpiadas Internacionales

XXIV Olimpiada Iberoamericana

Este aflo, México tuvo el privilegio de organizar la XXIVi@piada Iberoamericana
de MatematicasEsta se llevo a cabo en la ciudad de Querétaro, del 17 al 28mle
tiembre de 2009. México ocupd &t lugar de entre los 21 paises que participaron.
La delegacién mexicana estuvo integrada por los alumnasiud Guillermo Lépez
Buenfil (Chihuahua), Erik Alejandro Gallegos Bafios (Oajabaniel Perales Anaya
(Morelos), y César Bibiano Velasco (Morelos).

Manuel Guillermo obtuvo medalla de oro, Erick Alejandro yridd obtuvieron meda-
lla de plata y César mencion honorifica.

A continuacion presentamos los problemas de la XXIV Olegi Iberoamericana.
Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y meddaucedpara resolverlos.

Problema 1.Sean un natural mayor qu2. Supongamos queislas estan ubicadas en
un circulo y que entre cada dos islas vecinas hay dos puemtasen la figura.

Comenzando en la isla;, ¢de cuantas maneras se pueden recorrezrigsuentes
pasando por cada puente exactamente una vez?
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Problema 2.Para cada entero positivose define:,, = n + m dondem es el mayor
entero tal qu@?” < n2". Determinar qué enteros positivos no aparecen en la ucesi
Ay,

Problema 3.SearC; y Cs dos circunferencias de centr@s y O, con el mismo radio,
que se cortan eA y en B. SeaP un punto sobre el arcd B deC- que esta dentro de
C;.LarectaAP cortaaC; enC, larectaC B corta aC, en D y la bisectriz de/C AD
intersecta &; enE'y aC,; en L. Seal’ el punto simétrico & con respecto al punto
medio dePE. Demostrar que existe un punid que satisface’ X FL = /X DC =
30° y CX = 0102.

Problema 4.SeaABC un triangulo corAB # AC. Seanl el incentro deABC'y P
el otro punto de interseccion de la bisectriz exterioradgjuloA con el circuncirculo
de ABC'. LarectaP] intersecta por segunda vez al circuncirculdddeC en el punto
J. Demostrar que los circuncirculos de los triangulé® y JIC' son tangentes &C
y alB, respectivamente.

Problema 5.La sucesibm,, esta definida por:
1
a1 =1, agx =1+4ar Y agrr1 = —, paratodoenterck > 1.
a2k

Demostrar que todo nimero racional positivo aparece axamite una vez en esta
sucesion.

Problema 6. Alrededor de una circunferencia se maréan0 puntos y cada uno se
colorea con uno dé0 colores dados, de manera tal que entre cualesquiérpuntos
consecutivos siempre figuran [®8 colores. Hallar el menor valdr con la siguiente
propiedad: Para toda coloracién de este tipo exist@untos consecutivos entre los
cuales figuran lo30 colores.

XI Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 4 al 10 de octubre de 2009, se celebrd en Girardot, Colomdix] Olimpiada
Matematica de Centroamérica y el Caribe. La delegaciéricana estuvo integrada
por los alumnos: Manuel Enrique Dosal Bustillos (Chihughdarge Vargas Garza
(Distrito Federal), y Diego Alonso Roque Montoya (Nuevahg”

Jorge y Manuel Enrique obtuvieron medalla de oro, y Diegm8tomedalla de plata.
México ocupd el primer lugar dE2 paises participantes.

A continuacion presentamos los problemas de la XI Olingi@dntroamericanay del
Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horasdjancada una para
resolverlos.
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Problema 1.SeaP(n) el producto de los digitos no nulos del entero positivéor
ejemplo,P(4) = 4, P(50) = 5, P(123) = 6, P(2009) = 18. Halle el valor de la
suma:

P(1)+ P(2) + --- + P(2008) + P(2009).

Problema 2.Dos circunferenciaB; y I'; se intersectan en los puntdsy B. Considere
una circunferencifl contenida ei’; y ', tangente a ellas respectivamentd &g F.
SeanC' uno de los puntos de interseccion de la retfaconT'y, F la interseccion de
larectaE’C conT'; y G la interseccion de la rectaC conT';. SeanH e I los puntos
de interseccibn de la rectaD conT'; y I's, respectivamente. Demuestre que, H
e [ estan sobre una misma circunferencia.

Problema 3. Se tienen2009 cajas numeradas délal 2009, algunas de las cuales
contienen piedras. Dos jugadordsy B juegan alternadamente, comenzando por
Una jugada consiste en seleccionar una ¢ajae no esté vacia, tomar una o mas
piedras de esa cajay ponerlas en la ¢ajd. Sii = 2009, las piedras que se tomen se
desechan. El jugador que retire la Gltima piedra (dejandad las cajas vacias) gana.

1. Suponiendo que inicialmente en la c@jaay 2009 piedras y todas las demas
cajas(1,3,4,5,...,2009) estan vacias, halle una estrategia ganadora para uno
de los dos jugadores y justifiquela.

2. Suponiendo que inicialmente cada caja contiene exaotamea piedra, halle
una estrategia ganadora para uno de los dos jugadoresfigjuesia.

Problema 4.Se desea colocar nUmeros naturales alrededor de unafeir@nicia cum-
pliendo la siguiente propiedad: Las diferencias entre gadlae nUmeros vecinos, en
valor absoluto, son todas diferentes.

1. ¢Sera posible colocar los nUmerosidal 2009 satisfaciendo la propiedad?

2. ¢Sera posible suprimir alguno de los nimerosld#l2009, de tal manera que
los 2008 nimeros restantes se puedan colocar satisfaciendo leegeal?

Problema 5.Dado ABC' un triangulo acutangulo y escaleno, géau ortocentroQ
su circuncentrof y F' los pies de las alturas trazadas deBdg C, respectivamente.
La rectaAO corta nuevamente al circuncirculo del triangulo en untpuny a los
segmentog’E'y BC en los puntosX y Y, respectivamente. La rectdH corta a la
tangente al circuncirculo trazada g@en un puntaZ. Demuestre quél X es paralelo
aYZz.

Problema 6.Encuentre todos los niimeros primog ¢ tales quey® — ¢° = (p + ¢)2.
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Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

502 Olimpiada Internacional

La 50 Olimpiada Internacional de Matematicas se llevo a catba@el 22 de julio de
2009 en Bremen, Alemania, con la participacionidd paises. México ocupd el lugar
numero50. La delegacion que representd a México estuvo integpaidos alum-
nos: Flavio Hernandez Gonzéalez (Aguascalientes), MaBuélermo Lépez Buenfil
(Chihuahua), Luis&ngel Isaias Castellanos (Colima), César Bibiano Veladdo-
relos), César Ernesto Rodriguez Angon (Distrito Feljlgr&rik Alejandro Gallegos
Bafios (Oaxaca). Los alumnos, Manuel Guillermo, CésaraBiby Erik Alejandro
obtuvieron medalla de bronce, y Flavio obtuvo mencién hidica.

A continuacion presentamos los problemas con sus solegida 1a50* Olimpiada
Internacional. Los alumnos tuvieron dos sesiones de chairas y media cada una
para resolverlos.

Hemos incluido en el problermauna solucion de un exolimpico debido a que es una
solucién muy elegante.

Problema 1.Sean un entero positivo y seaw, ..., a; (k > 2) enteros distintos del
conjunto{l, ..., n}, tales que: divide aa;(a;+1—1), para = 1, ..., k—1. Demostrar
quen no divide aay(a; — 1).

Solucion. Por hipotesis, para= 1, ...,k — 1 tenemos que
a;Gitr1 = a4 (mOdTL),
lo cual implica que

a1...0p—1G = a1 Qg—1 = a1+ Ag—2 = -+ - = a1 (Modn).
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Ahora bien, supongamos quga; = a;, (modn), entonces
a1 Qg—10K = QKA1 -+ Qg—1 = KA1 - - Ap—2 = -+ = agal = a (Modn).

Luego,a; = ax (modn). Comoa; Y ax son nimeros del conjunfd, ..., n}, enton-
cesa; = ay, lo cual es una contradiccion.

Problema 2.SeaA BC' un triangulo con circuncenti@. SeanP y ) puntos interiores
de los ladosC A y AB, respectivamente. Sedii, L y M los puntos medios de los
segmentoB P, CQ y PQ, respectivamente, ¥ la circunferencia que pasa paft, L

y M. Se sabe que la rect) es tangente a la circunferengiaDemostrar QuO P =

0Q.

Solucion de César Bibiano VelascoComo P() es tangente B, entonces M KL =
/LM P = «. ComoM y L son puntos medios deQ y QC, respectivamente, tenemos
que MLy PC son paralelas YLMP = ZAPQ = «. Por lo tanto,/ MKL =
Z/APQ = a. Analogamente’ AQP = /M LK = §.

Entonces los triangulodQP y M LK son semejantes, luego tenemos (ﬁ% =

QP _ AP
% = i dedonde

AQ ML £ pc
AP MK % QB’
dado queM L = P—QC, puesM y L son puntos medios ¥/ L es paralela &C. Enton-
ces,
AQ-QB = AP - PC.
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SeanX y Y los puntos de interseccion @) con el circuncirculo del trianguld BC'.
Por potencia desd@ en AXY B, tenemos quel@ - QB = X(@ - QY. Por potencia
desdeP enAY C' X, tenemos quelP- PC' = X P-PY . Ahora bien,comolQ-QB =
AP - PC,entoncesX@-QY = XP-PY.Sia=XQ,b=QPYyc= PY, entonces

alb+c) = (a+b)ec
ab+bc = ac+be
a = ¢

esdecirX@ = PY.PeroM es punto medio d&Q, luegoM es punto medio d&'Y,
entonces\/ O es perpendicular Y,y comoM P = M@, entonce®Q = OP.

Problema 3.Seasy, s2, s3, . . . Una sucesion estrictamente creciente de enteros positi-
vos tal que las subsucesiones

881188278837"' y Ssl+17882+17883+17"-

son ambas progresiones aritméticas. Demostrar que laiénee, s2, s3, .. . €S tam-
bién una progresion aritmética.

Solucion. SeaD la diferencia comin de la progresiég, ss,, s, - - - . Consideremos
paran =1,2,...,

dn = Sp41 — Sn-

Debemos probar qué, es constante. Primero probaremos que el nlrigesta aco-
tado. De hecho, por hipbtesis > 1 para todan. Entonces, tenemos que para toda
n

dn = Spn+1 — Sn < dsn + dsn-l-l +--- 4+ dS(n+1)—1 = Ssp41 T Ssp, — D.

El hecho de qué,, esté acotado implica que existen

m=min{d, :n=1,2,...}

M =maxX{d, :n=1,2,...}.

Basta probar que: = M. Supongamos que. < M. Escogemos tal qued,, = m.
Si consideramos una suma telescopicade d,, = s,+1 — s, elementos no mayores
queM, obtenemos

D= Sspt1 T Ssn = Ssngm T Ssp, — dsn + d/sn-ﬁ-l + -+ dsn+m—l < mM,

donde la igualdad se da si y sblo si todos los términos denesson iguales /.
Ahora, escogemos tal qued,, = M y consideramos una suma telescopicalde
elementos no menores que obteniendo

D= Sspy1 — Ssn = Sspym T Ssp = ds, +ds,y1+ -+ ds,yp-1 > Mm,
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donde la igualdad se da si y sblo si todos los términos denteson iguales a. Las
desigualdades anteriores implican que= Mm, de donde

dsn = danrl:"':d
ds, = ds,y1=--=d

s(nJrl),le si dn:m,
=m Si d, = M.

S(nt+1)—1

Por lo tantogd,, = m implica queds, = M. Observemosqueg, > s1 + (n—1) > n
paratoda:, ademas,, > n sid,, = n, dado que en el caso en gue= n tendriamos
m = d,, = ds, = M en contradiccion con el hecho de que supusimosmgue M.
De la misma manerd, = M implicaqueds, = mYy s, > n. En consecuencia, existe
una sucesion estrictamente crecientens, . . . tal que

ds, =M, dy. =m, ds, =M, ds, =M,
ny no ns n4

La sucesionly, , ds,, . . . €s la sucesion de las diferencias por pares.dei, ss,+1, - - -

S19

gue también es una sucesion aritmética. Por lo tante, M.

Problema 4.SeaABC' un triangulo conAB = AC. Las bisectrices de los angulos
LCABYy LABC cortan alos lado®#C'y CA enD y E, respectivamente. Sdd el
incentro del triangulcADC'. Supongamos que el anguBEK = 45°. Determinar
todos los posibles valores d&”' AB.

Solucibn. Veamos quezCAB = 60° 6 ZOAB = 90° son posibles valores para el
angulo y que son los Gnicos posibles valores.

ComoK C es bisectrizde?ACD e IC es bisectriz deZAC B, entonced, Ky C son
colineales.

A

)
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ComoDK es bisectrizde?ADC = 90°, entonces’IDK = /CDK = 45°. SeaF

el pie de la perpendicular desobreAC. Como! equidista deBC y AC, entonces
ID = IF. Luego, los triangulog DC e I F'C son congruentes (ambos son triangulos
rectangulos y tienen dos lados iguales). EntodtEses bisectriz de// F'C, de donde
ZIFK = 45° luego/IEK = ZIFK, entonces[ EF K es ciclico.

Sea/A = 2a. Entonces/BAD = ZCAD = «, luegoZABI = /DBI =
ZDCI = ZACT = 45° — 5, de donde/BIC = 90° + «, y por lo tanto,

/EITK =90° — q.
Como/BEK = 45°, tenemos tres posibles casos:

1. SiFestaentrd’y C, entonces’ F'IC > /EIC, de donde45° + 5 > 90° —q,
es decir30° < . ComoI FEK es ciclico, entoncesEFK = /EIK = 45°,
luegoZFEITK = 45° = 90° — «, de dondex = 45°y LZCAB = 90°.

2. SiF estaentrd’ y C, entonces: < 30°. Comol FEK es ciclico, tenemos que
ZEIK = 180° — ZEFK = 45°, peroZEIK = 90° — «, luegoa = 45°, lo
cual es una contradiccion pues< 30°.

3. SiF = E, entoncesB! es perpendicular AC, luegoBI es altura y bisectriz,
de donde el trianguld BC' es isbsceles coAB = BC, peroAB = AC, luego
ABC es equilatero Y CAB = 60°.

Por lo tanto/CAB = 60° 6 ZCAB = 90°.

Ahora bien, siZCAB = 60°, entonces el triangulel BC' es equilatero. Mas aln
tenemos qué”’ = F, luego/BEK = /ZIFK = 45°. Por lo tanto0° es un valor
posible parazC AB. Ahora consideremos el caso en i€ AB = 90°, entonces
LCBA =/ZACB =45°y /EIK = /EFK = 45°. Luego,Z/BEK = 45°. Por lo
tanto, tambié®0° es un posible valor patdC' AB.

Problema 5.Determinar todas las funciongglel conjunto de los enteros positivos en
el conjunto de los enteros positivos tales que, para todosrteros positivos y b,
existe un triangulo no degenerado cuyos lados miden

a, f(b) y f(bo+ f(a)—1).

(Un triangulo eso degeneradsi sus vértices no estan alineados).

Solucibn. Veamos que la funcion identidafiiz) = x es la Gnica funcidn que satisface
las condiciones del problema.

Si f(z) = x para todo entero positive, entonces las medidas de los tres lados son:
z,y=fy)yz=fly+ f(x)—1) =x+y—1.Comox > 1yy > 1, tenemos
quez > max{z,y} > |zt —y| Y z < x + y. Luego, tenemos que existe un triangulo
no degenerado cuyos lados mideny y « + y — 1. Ahora bien, veamos que no existe
otra funcion.
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1. Demostraremos qug1) = 1. Supongamos qué(l) = 1+ m > 1. Conside-
rando el triangulo cuyos lados midénf(y) y f(y + m), tenemos que

L+ f(y) > fly+m) > f(y) — 1,

lo cual implica quef (y + m) = f(y). Luego,f esm-periodicay por lo tanto es
acotada. Se® una cota, es decjf(x) < B para todac. Si escogemos > 2B,
entonces

r>2B > f(y)+ fly+ f(z) - 1),

lo cual es una contradiccion, ya que el triangulo de ladg$y) vy f (y+f(z)—1)
seria degenerado. Por lo tanfd]) = 1.

2. 2. Demostraremos que para todo entetenemos qué (f(z)) = z. Tomando
el triangulo cuyos lados miden f(1) = 1y f(1+ f(2) — 1) = f(f(z)), se
deduce qug(f(z)) = z para todcz.

3. Demostraremos que para todo enterd 1, se cumple quég(z) < z. Supon-
gamos que existe algunatal que f(z) > z. Seaf(z) = w + 1. Por el Paso
1 sabemos que» > z > 2. SeaM = max{f(1), f(2),..., f(w)} el mayor
valor def para los primeros enteros. Primero demostraremos que no existe un
entero positiva con

£y > 2

de lo contrario descomponemos el menor valoomot = wr + s, donder es
unenteroyl < s < w.
Por reduccion al absurdo, supongamos que (8) es validagrtms: el minimo
namero que cumple (8). Por la definicibn Bletenemos queé > w. Tomando el
triangulo con lados, f(t —w)y f((t — w) + f(z) — 1) tenemos que

2+ f(t—w) > f((t—w) + f(z) = 1) = (D).

-t + M, (8)

Entonces,

z —

fE—w)>ft)—(z—1) > 1(t—w)+M,

en contradiccion con quees el minimo. Por lo tanto, la desigualdad (8) falla
paratoda > 1, y hemos probado que

<=L (9)

w

Ahora bien, utilicemos la desigualdad (9) para terminaretaabstrar el Paso 3.
Comoz < w, tenemos qué;—1 < 1y podemos escoger un entérsuficiente-
mente grande que cumpla la condicion

z—1 2 z—1
( )t+( +1)M<t.
w w
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Aplicando dos veces la desigualdad (9) tenemos

Ff) < Z;lf(t)Jng Z;l (Z;1t+M>+M<t

en contradiccion con el Paso 2. Por lo tanto, para todo @ater 1, tenemos
quef(z) < z.

4. Finalmente, por el Paso 2 y el Paso 3, obtenemos que
z=f(f(z) < f(z) <=

Por lo tantof(z) = z para todo entero positiva

Problema 6.Searu, ao, . . ., a,, enteros positivos distintosy/ un conjunto dex — 1
enteros positivos que no contiene al nUmeee a; + as + - - - + a,. Un saltamontes

se dispone a saltar a lo largo de la recta real. Empieza emt @y dan saltos hacia

la derecha de longitudes, as, . . . , a,, en algin orden. Demostrar que el saltamontes
puede organizar los saltos de manera que nunca caiga en tandeuvl .

Solucion de Pablo Sobebn Bravo. La demostracion la haremos por induccion fuerte
sobren. Para eso ordenemos los paggs< as < --- < a, Y los elementos dé/,

by < by < -+ < by_1.5eas’ =ay +ag+ -+ ay_1. Si quitamos ai,, y ab,_1
tenemos dos casos.

1. s’ no esta entre los primeras— 2 elementos dé/. En este caso por induccion
ordenamos los primeros — 1 saltos para llegar &. Si en alglin momento lle-
gamos a,, cambiamos ese (ltimo paso poy y luego seguimos de cualquier
manera para llegara

2. s’ es uno de los primero — 2 elementos dé/. Si esto sucede, entonces como
s’ = s—a, estaentrd/, entre lo2(n—1) nUlmeros de laformga—a;, s—a;—a,
conl <i<n-—1hayalomas —2enM. Con esto hay un nUmeidal que
s —a; Yy s—a; —a, NO estan en/. Notemos que entre — a; — a,, Y s debe
haber al meno& numeros deV/, por lo que por induccion podemos usar los
otrosn — 2 saltos para llegar &a— a; — a,,, luego usan; y luegoa,, para llegar
as.

Solucion alternativa. Representemos una ruta del saltamontes por la secuennidi-de
ces(i1, i2,13,...,1n), Si realizo los saltos consecutives, a;,, as, - - ., a;, . Demos-
traremos por induccion. Los cases= 0, 1 son triviales. Ahora supongamos que para
todos los valores menores queel saltamontes puede organizar los saltos de manera
gque nunca caiga en un punto 8ie Podemos suponer qug < as < ag < -+ < ay.

Sead = min M.

1. Supongamos qué< a,.

Si a,, no pertenece &1, entonces por hipotesis de induccion el saltamontes
puede saltar de,, a s, no pasando por los puntos dé¢\{d}, utilizando los
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saltosaq, ..., a,_1. Luego, si ponemos @, al inicio de la secuencia de saltos
obtendremos la ruta deseada.

Ahora supongamos qug, pertenece a/. Consideremos conjuntos ajenos
por parejada,}, {a1,a1 +an},{az,a2+an},...,{an-1,an-1+a,}. Unode
ellos no intersecta &7, digamos que e&a;, a; + a,, }. Entonces

|M N [a; + an, s]] <n—3,

puesd < a, < a; + a,. Luego, el saltamontes puede saltaradetr a,, a s
utilizando todos los saltos exceptpy a,,. Entonces, poniendg y a,, al inicio
de la secuencia de saltos obtendremos la ruta deseada.

. Supongamos qué> a,,.

M' = M\{d}. Por hipbtesis de induccion, el saltamontes puede sHiar a s,
sin pasar por los puntos dé’, utilizando los saltos, . . .,a,_1 y la correspn-
diente secuencia de indic@s, i, i3, . . . , in—1). Silaruta no pasa también por
(en particular, se cumple@&i> a,,), entonces la secuendia= (n,41,...,4,-1)
provee la ruta deseada. De lo contrario, esta ruta contiamamente un pun-
to de M (el puntod), y tenemos que,, + a;, + --- + a;, = d para algin
0<k<n-1.

En el Gltimo caso, consideremos la ruta representada por

(il, .. .ik+1,n,ik+2, . ,’L'nfl).

Comoa;, + -+ + aj,,, < ay +---+ ay, +a, = d, el saltamontes no puede
caer en los puntos d& durante los primerok+ 1 saltos. Por otro lado, durante
el resto del recorrido cae en los mismos puntos que en ldr@yeestos puntos
no son menores qug, + - - -+ a;, ., +a, > d), de modo que tampoco caera en
los puntos dé\/. Por lo tanto, hemos encontrado las rutas deseadas en ¢zdos |
casos.



Informaci on Olimpica

A continuacion presentamos las actividades programautas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas para el primer trineagel afio 2010.

Segunda quincena de enero
Envio de material a los estados: primer nimero de la eeVisaloa, convocato-
ria, triptico y nombramiento de delegado.

Del 21 al 31 de enero de 2010 en Colima, Colima
Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiglicde tres examenes
de entrenamiento.

Primera quincena de marzo
Envio a los estados del primer examen de practica proppestel Comité Or-
ganizador de la Olimpiada Mexicana de Matematicas.

Del 4 al 14 de marzo en Guanajuato, Guanajuato
Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eipiicde dos examenes
de entrenamiento y del examen de la XXIll Olimpiada de la Caatel Pacifico.

19y 20 de marzo
Aplicacion, en los estados resgistrados con este prap@®l primer examen
de practica propuesto por el Comité Organizador de la p}ida Mexicana de
Matematicas.

Del 26 al 28 de marzo en Guanajuato, Guanajuato
Curso de entrenadores.
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Teorema 1 (Factorizacon en primos) Todo entera» mayor quel puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor
Ver [5, 7].

Criterios 2 (Divisibilidad) Un numero entero es divisible
= entre2, si el dgito de las unidades es urimero par.
= entre3, si la suma de susiditos es divisible entra.

= entre4, si el limero formado por los dadtimos dgitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre

= entreb, si el dgito de las unidades €56 0.
= entre6, si es divisible entr@ y 3.

= entre?, silo es tamt#n el timero de dos cifras que obtengamos con el siguiente
proceso: tomamos eligito de las unidades y lo duplicamos; el resultado se lo
restamos al imero original sin el &yito de las unidades; repetimos el proceso
hasta obtener unimero de dos cifras.

= entre§, si el timero formado por sus trédtimos dgitos es divisible entrs.
= entre9, si la suma de susiditos es divisible entrg.
= entrel0, si el dgito de las unidades &s

= entrell, si obtenemo$ o un multiplo de 11 con el siguiente proceso: nume-
ramos todos losigitos del rumero de izquierda a derecha. Sumamos todos los
digitos que ocupan un lugar par en elimero y le restamos la suma de todos los
digitos que ocupan una posiei impar en el amero.

Ver [7, 8].
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Definicion 3 (Modulos) Dados dos fimeros enteros positives m decimos que. =
r(modm) si el residuo al dividirn entrem es igual ar. Dicho de otra forma;> =
d+ .
Ver [8].

Teorema 4 (Pequéo teorema de Fermat) Sip es un fumero primo, para cualquier
nimero naturak tenemos que? = a (modp).
Ver [5, 7].

Teorema 5 (Desigualdad media aritrética - media georétrica) Sizy, zo, ..., T, SON
nimeros reales positivos, entonces

T+ g+ F T

2 YT1w2 - Tn
n

y laigualdad se cumple sipb Siz; =23 = -+ - = xy,.

Ver [3].

Teorema 6 (Formula de Pascal) Para dos enteros no negativesm conn > m te-
nemos que
()= () (20)
m m m—1

Teorema 7 (Formulas dearea) El area de un reé&ngulo de lados y b esa x b.
El area de un trangulo es igual %hl, dond€ es la medida de un ladolyes la medida
de la altura sobre dicho lado.

El area de un trculo de radior es igual arr2.

Ver[1, 2].

Ver [4, 6, 9].

Definicion 8 (Angulos entre paralelas) Cuando una recta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ochangulos que numeramos deél 8, como se muestra en la figura.

Si la rectals intersecta a las rectad y I, decimos que esansversal a ellas. Los
angulos2, 4, 5 y 7 estin entre las rectag; y l», los llamamosangulos internos los
angulos restantes los llamamaagulos externosLosangulos en lados opuestos por
la transversals se llamarangulos alternos como por ejempl8 y 5. A losangulos4

y 5 les llamamoslternos internosy losangulos3 y 6 sonalternos externos

A losangulos que eén en la posidn correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo3 y 7 los llamamosangulos correspondientesEntonces, los pares de
angulos correspondientes en la figura anterior Son7, 1y 5,4y 8,2y6.
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Sily yls son paralelas lo@ngulos alternos internos son iguales.
Ver [2].

Teorema 9 (Teorema de Thales)Consideremos tres rectas y dos rectas transversales
a éstas como se muestra en la figura. Tenemos qudsiBE y C'F son paralelas
B _ DE A AB _ DE
entoncesg—C = &F- Redprocamente, sg—c = &F Y dos de las rectaglD, BE o
C'F son paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.

Ver [1, 2].

Teorema 10 (Suma de lo&ngulos internos de un trangulo) La suma de logngu-
los internos de un téngulo esl80°.
Ver [1, 2].

Teorema 11 (Teorema de Pégoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver [1, 2] y el arfculo de este iimero.

Lema 12 (Segmento entre puntos medioslEl segmento que une los puntos medios
de dos lados de un &ihgulo es paralelo al tercer lado y de longitud igual a la ndita
de tal tercer lado.

Ver [1, 2].

Definicion 13 (Congruencia de trangulos) Los triangulosABC'y A’ B’'C’ son con-
gruentes si logingulos y los lados del #ingulo ABC son iguales a logngulos y los
lados del trangulo A’ B’C".

Ver[1, 2].

Criterio 14 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de &ingu-
los nos dice que si tenemos dositrgulos con un lado igual y d@ngulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se leceonomoangulo-lado-
anguloy lo denotamos comiLA .

Ver [1, 2].

Criterio 15 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de #&ingu-

los nos dice que si tenemos dositrgulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le conoce lemtmdado-ladoy lo deno-
tamos comalLL .

Ver[1, 2].
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Definicion 16 (Semejanza de t@ngulos) Los triangulosABC' y A’ B’C’ son seme-
jantes, si sugingulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = Z/A'B'C’

LACB = /A'C'B’

/BAC = /B'A'C’

y sus lados holBlogos son proporcionales, esto es
AB BC CA

A'B BCt CAT

Ver[1, 2].

Criterio 17 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déngulos correspondientes
de los triangulosABC' y A’ B'C’ son iguales, entonces losdrigulos son semejantes.
A esta reladdn le llamamosanguloénguloy la denotamos como AA.

Ver[1, 2].

Definicion 18 (Bisectriz) Dado unanguloZABC su bisectriz es la recta que lo divide
en dosangulos iguales. Equivalentemente, la bisectrizatejulo /. ABC es la recta
que equidista delBy BC.

Ver [1, 2].

Teorema 19 (Bisectrices)Las bisectrices internas de unérigulo concurren en un
punto que es el centro de la circunferencia inscrita en @rtgulo. El punto de concu-
rrencia se llama el incentro.

Ver [1, 2].

Teorema 20 (Ley de los cosenodin un triangulo de lados, by ¢, se cumple la re-
lacion
a? =b% + ¢ — 2bccosa,
dondex es elangulo opuesto al lada.
Ver [2].

Teorema 21 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco.

Ver[1, 2].

Definicion 22 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &clico si existe un itculo
que pase por lo cuatroartices.
Ver [2].

Teorema 23 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero ABC'D es dclico si y $lo si la
suma de losingulos opuestos es iguall&0°®, es decir, si y 8lo si

/DAB+ /BCD = ZABC + ZCDA = 180°.
Ver [2].
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Directorio

Directorio de los delegados estatales

AguascalientesLaura Soledad Casillas Serna

CECYTEA, Plantel Morelos

Area de Matematicas y Fisica de Ingenieria
Chichen-Itza s/n, Cd. Satélite Morelos
Rincon 505, Colonia Guadalupe

C.P. 20059, Aguascalientes, Aguascalientes
Cel. (449) 414 13 85
Iscasillass@yahoo.com.mx
www.ommags.com

Baja California—Carlos Yee Romero

Universidad Autbnoma de Baja California
Facultad de Ciencias

Km. 103 Carretera de Tijuana-Ensenada
Unidad Universitaria

C.P. 22860, Ensenada, Baja California
Tel. (646) 1 74 59 25, ext. 116

Fax (646) 1 74 45 60

cyeer@uabc.mx

Baja California Sur—Edgar Netzahualzyotl Soriano Arellano

Instituto Mar de Cortés

Desierto de Sonora esquina Prolongacion Francisco Jc#{j
Fracc. Villas de San Lorenzo

C.P. 23000, La Paz, Baja California Sur

Tel. y Fax (612) 123 22 02

netzasoriano@hotmail.com
direccion@institutomardecortes.edu.mx
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Campeche-Juan Jeés Moncada Bdn

Universidad Autbnoma de Campeche

Facultad de Ingenieria

Av Agustin Melgar s/n entre Juan de la Barrera y Calle 20
Col. Lindavista, CP 24030

San Francisco de Campeche, Campeche

Tel. (981) 811 98 00 ext 70000

Cel. (981) 117 52 07

jimb72@gmail.com

Chiapas-Maria del Rosario Soler Zapata

Universidad Autbnoma de Chiapas

Centro de Estudios en Fisica y Matematicas Basicas \cAqiis
Calle4“ Oriente 1428, entr&3* y 14* Norte

Tuxtla Gutiérrez, Chiapas

Tel. (961) 6 18 30 21

msolerza@unach.mx

Chihuahua—David Cos# Ruiz

Universidad Autbnoma de Ciudad Juarez
Instituto de Ingenieria'y Tecnologia
Departamento de Fisica y Matematicas
Av. del Charro 450 Nte

C.P. 32310, Cd. Juérez, Chihuahua

Tel. (656) 6 88 48 87

Fax (656) 6 88 48 13

siriol1@gmail.com
http://ommch.blogspot.com

Coahuila=Silvia Carmen Morelos Escobar

Universidad Autbnoma de Coahuila

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas

Edif. D, Unidad Camporredondo

C.P. 25000, Saltillo, Coahuila

Tel. (844) 414 47 39,414 8869y 411 8257

Fax (844) 411 82 57

Tel. casa (844) 431 34 85y Tel. cel. (844) 437 72 19
smorelos@mate.uadec.mx
silvia.morelos@gmail.com
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Colima—Ing. Martin Eliseo Isdas Rarnirez

Universidad de Colima, Facultad de Ciencias
Bernal Diaz del Castillo 340

Col. Villa San Sebastian

C.P. 28045, Colima, Colima

Tel. (312) 31 610 00, ext. 47058
http://ommcolima.ucol.mx
ommcol@ucol.mx

martinisaias@ucol.mx

Distrito Federal-Alejandro Bravo Mojica

Universidad Nacional Autbnoma de México

Facultad de Ciencias, Departamento de Matematicas;@iot230
Circuito Exterior, Ciudad Universitaria

C.P. 04510, México D.F

Tel. (55) 56 22 38 99 # 45747

Fax (55) 56 22 54 10

abm@bhp.fciencias.unam.mx

Durango-Armando Mata Romero

Universidad Juarez del Estado de Durango
Escuela de Matematicas

Av. Veterinaria 210, Col. Valle del Sur

C.P. 34120, Durango, Durango

Tel. y Fax (618) 1 30 11 39
angelhiram@hotmail.com

Guanajuato-Dr. Manuel Cruz lbpez

Departamento de Matematicas

Universidad de Guanajuato

Callejon Jalisco s/n Valenciana Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 1 02 61 02 ext. 1203
direc.demat@quijote.ugto.mx

Guerrero—Gonzalo Delgado Espinoza

Universidad Autbnoma de Guerrero
Facultad de Matematicas

Calle Carlos E. Adame 54, Col. Garita
C.P. 39650, Acapulco, Guerrero
Tel.y Fax: (744) 487 2500

Tel. cel. (744) 4 30 92 54
deggonzalo@yahoo.com.mx
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Hidalgo—Anna Tarasenko

Universidad Autbnoma del Estado de Hidalgo

Edif. Centro de Investigacion en Matematicas, InstitledCiencias Basicas

Carretera Pachuca Tulancingo km. 4.5

C.P. 42074, Mineral de la Reforma, Hidalgo
Tel. (771) 7 17 21 58

Fax (771) 7 17 21 58
anataras@uaeh.edu.mx

Jalisco-Maria Eugenia Guz@émn Flores

Universidad de Guadalajara

Centro Univ. de Ciencias Exactas e Ingenieria, DepartamdsMatematicas

Av. Revolucion 1500, Edificio V, planta baja
C.P. 44420, Guadalajara, Jalisco

Tel. y Fax (33) 13 78 59 00 ext. 7753
floresguz55@yahoo.com.mx

Estado de Mexico-Olga Rivera Bobadilla

Universidad Autbnoma del Estado de México
Facultad de Ciencias

Instituto Literario No. 100, Col. Centro

C.P. 50000, Toluca, Estado de M"exico

Tel. (722) 2 96 55 56

Fax (722) 2 96 55 54

orb@uaemex.mx
matematica®limpiada@yahoo.com.mx

Michoacan-Armando Sefplveda lopez

Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo
Departamento de Matematica Educativa

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, Ciudad Uniteeis
C.P. 58060, Morelia, Michoacan

Tel. (443) 3 26 21 46, ext. 130y (443) 3 22 35 00, ext. 3063
asepulve@umich.mx

Morelos-Larissa Shitneva

Universidad Autbnoma del Estado de Morelos, Facultad éacas
Av. Universidad 1001, Col. Chamilpa

C.P. 62209, Cuernavaca, Morelos

Tel. (777) 32970 20

Fax (777)329 7040

larissa@uaem.mx
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Nayarit—Francisco Javier Jara Ulloa

Universidad Autbnoma de Nayarit
Secretaria de educacion media y superior
Cd. de la cultura, Amado Nervo

C.P. 63157, Tepic, Nayarit

Tel. (311) 2 11 88 00 ext. 8809
jaraulloa@gmail.com

Nuevo Ledbn-Alfredo Alaris Duran

Universidad Autbnoma de Nuevo Lebn

Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas

Del Colegio 1077

Col. Valle de las Flores

C.P. 66450, San Nicolas, Nuevo Lebn

Tel. (81) 8329 40 30, ext. 6130y (81) 83 13 16 26
Fax (81) 8352 2954

aalanis56 @hotmail.com

Oaxaca-Sara Carrillo Uribe

Academia de Matematicas, Escuela de Ciencias
Universidad Autbnoma Benito Juarez de Oaxaca
Ciudad Universitaria, Av. Universidad s/n

Ex Hacienda de 5 Seores, CP 68120, Oaxaca, Oaxaca
Tel.y Fax (951) 1 44 80 56

mushewini@hotmail.com

Puebla-Maria Araceli Jwarez Rarirez

Benemeérita Universidad Autbnoma de Puebla
Facultad de Ciencias Fisico-Matematicas

San Claudio y Rio Verde, Ciudad Universitaria
C.P. 72570, Puebla, Puebla

Tel. (222) 2 29 55 00 ext. 7578

Fax (222) 2 29 56 36

arjuarez@fcfm.buap.mx

Querétaro-Teresa de Jés Valerio

Universidad Autbnoma de Querétaro, Facultad de Ingenier
Cerro de las Campanas s/n

Centro Universitario

C.P. 76010, Querétaro, Querétaro

Tel. (442) 1 92 12 00, ext. 6015

valeriotere@gmail.com

teresa.valerio@webtelmex.net.mx
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Quintana Roo-Alicia Ranbn Barrios

Colegio de Bachilleres

Planteles Cancln 2 y Colegio Britanico
Region 236, Manzana 24, Lote 5

C.P. 77500, Cancin, Quintana Roo
Tel. (998) 1 74 01 56

Fax (998) 888 72 04y (998) 8 84 12 95
olimpiadasquintanaroo@hotmail.com
tital970@hotmail.com

San Luis PotostHEugenio Daniel Flores Alatorre

Universidad Autbnoma de San Luis Potosi
Instituto de Fisica

Av. Salvador Nava 6, Zona Universitaria

C.P 78290, San Luis Potosi, San Luis Potosi
Tel. (444) 8 26 23 62 al 65

Fax (444) 8 1338 74
floreseugenio@hotmail.com

Sinaloa-Nicolas Pardo Viera

Universidad Autbnoma de Sinaloa
Escuela de Ciencias Fisico-Matematicas
Ciudad Universitaria

C.P. 80010, Culiacan, Sinaloa

Tel.y Fax (667) 7 16 11 54
pardo@uas.uasnet.mx

Sonora-Misael Avendao Camacho

Universidad de Sonora

Departamento de Matematicas

Av. Rosales y Boulevard Dominguez s/n, Col. Centro
C.P. 83000, Hermosillo, Sonora

Tel. (662) 2 59 21 55

Fax (662) 25922 19

misaelave@mat.uson.mx

Tabasce-Antonio Guzran Martinez

Divisibn Académica de Ciencias Basicas
Unidad Chontalpa

Universidad Juarez Autbnoma de Tabasco
Km. 1 Carretera Cunduacan, Jalpa de Méndez
C.P. 86690, Cunduacan, Tabasco

Tel.y Fax (914) 336 09 28y (914) 3 36 03 00
antonio.guzman@dacb.ujat.mx
antonioguzman@hotmail.com
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Tamaulipas-Randn Jardiel Llanos Portales

Universidad Autbnoma de Tamaulipas

Unidad Académica Multidisciplinaria de Ciencias, Eduéagy Humanidades
Centro Universitario Victoria

Cd. Victoria, Tamaulipas

Tel. (834) 31817 23

rllanos@uat.edu.mx

rjardiel5@hotmail.com

Tlaxcala—Jos Erasmo Rrez \Azquez

Universidad Autbnoma de Tlaxcala
Facultad de Ciencias Basicas

Calzada a Apizaquito Km 1.5

Apartado Postal 140

C.P. 90300, Apizaco, Tlaxcala

Tel. (241) 4 17 25 44

Fax (241) 4 17 2544y (241) 4 17 58 44
joserasmo25@gmail.com

Veracruz—Raquiel Rufino bpez Marinez

Universidad Veracruzana, Facultad de Matematicas
Circuito Gonzalo Aguirre Beltran s/n, Lomas del Estadio
Zona Universitaria, Col. Centro

Apartado Postal 270

C.P. 91090, Xalapa, Veracruz

Tel. (228) 8 18 24 53 y (228) 8 42 17 45

Fax (228) 8 18 24 53

ralopez@uv.mx

raquiel1971@yahoo.com.mx

Yucatan-Didier Adan Sols Gamboa

Universidad Autbnoma de Yucatan
Facultad de Matematicas

Periférico Norte Tablaje 13615

Parque industrial, junto al local del FUTV
C.P. 97110, Mérida, Yucatan

Tel. (999) 9 42 31 47, ext 1102

Fax (999) 942 31 40
didier.solis@uady.mx
ommyuc@tunku.uady.mx
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ZacatecasNancy Janeth Calvillo Guevara

Universidad Autbnoma de Zacatecas

Unidad Académica de Matematicas

Camino a la Bufa s/n, interseccion con Calzada Solidaridad
C.P. 98068, Zacatecas, Zacatecas

Tel. (492) 922 99 75 ext. 31y (492) 923 94 07 ext. 1703
ncalvill@mate.reduaz.mx

matematicas.reduaz.mx
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Directorio del Comité Organizador de la OMM

Anne Alberro Semerena
Facultad de Ciencias, UAEM
Av. Universidad 1001

62210, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 381 0380

Fax (777)329 7040
aalberro@buzon.uaem.mx

Ignacio Barradas Bribiesca
Universidad de Guanajuato

L. de Retana #5, Centro

36000, Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 7 32 00 06 ext 2006
barradas@quijote.ugto.mx

Gabriela Campero Arena
Facultad de Ciencias, UNAM

Av. Universidad 3000

04510, México, D.F.

Tel. (55) 56 22 48 67

Fax (55) 56 22 48 66
gabriela@matematicas.unam.mx

Jo<t Antonio Climent Hernandez
Facultad de Ciencias, UNAM

Av. Universidad 3000

04510, México, D.F.

Tel. (55) 56 24 59 22

Fax (55) 56 22 48 59
jach@fciencias.unam.mx

Luis Cruz Romo
UPIITA, IPN

Av. Instituto Politécnico Nacional 2580

Col. Barrio la Laguna Ticoman
07340, México, D.F.
lucruz@ipn.mx

Gerardo Arizmendi Echegaray

Centro de Investigacibn en Matematicas
Callejon Jalisco s/n, Mineral de Valenciana
36240, Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 7327155
gerardo@cimat.mx

Radmila Bulajich Manfrino
Facultad de Ciencias, UAEM
Av. Universidad 1001

62210, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 32970 20

Fax (777) 32970 40
bulajich@servm.fc.uaem.mx

Fernando Campos Garcia

1a deAngel Rico 85

AU.H. Vicente Guerrero

09200, Iztapalapa, Distrito Federal
Tel. (55) 34 63 75 43
fermexico89@hotmail.com

Jo<t Alfredo Cobian Campos
Facultad de Ciencias, UNAM
Av. Universidad 3000

04510, México, D.F.

Tel. (55) 56 22 49 25

Fax (55) 56 22 48 59
cobian@matematicas.unam.mx

Marco Antonio Figueroa Ibarra

Facultad de Matematicas

Universidad de Guanajuato

Callejon Jalisco s/n, Mineral de Valencia
36240, Guanajuato, Guanajuato

Tel. (473) 7 3201 40
marcant@cimat.mx
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Jesls Jebnimo Castro
CIMAT
Apartado Postal 402

36000, Guanajuato, Guanajuato

Tel. (473) 7327155
Fax (473) 7 3257 49
jeronimo@cimat.mx

Carlos Jacob Rubio Barrios

Universidad Autbnoma de Yucatan

Periférico norte tablaje 13615
97119, Mérida, Yucatan

Tel. (999) 942-3140 al 49

Fax (999) 942-31-40
carlos.rubio@uady.mx
jacob.rubio@gmail.com

Pablo Sobebn Bravo
Circuito Interior no. 830
Fracc. La Herradura

62303, Cuernavaca, Morelos
Cel. (777) 13455 49
bandrak@hotmail.com

Rogelio Valdez Delgado
Facultad de Ciencias, UAEM
Av. Universidad 1001

62210, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 32970 20

Fax (777) 3297040
rogelio@matcuer.unam.mx

Hugo Villanueva Méndez

Instituto de Matematicas, UNAM

Cub. 4 de Becarios,

Circuito Exterior, Ciudad Universitaria

Coyoacan 04510,
México, D.F.

Tel (55) 56 22 45 32

vill _hugo@hotmail.com
hvillan@matem.unam.mx

Leonardo Ignacio Martinez Sandoval
Primera Cerrada de Alfalfares 41-2
Rinconada Coapa Primera Sec, Tlalpan
14330, México, D.F.

Tel. (55) 26 52 23 29
ssbmplayer@gmail.com

Elena Ruiz Velazquez

Altair 12

Col. Lomas de Palmira
62550, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 320 54 39

Cel. (777) 13339 83
eleniux@gmail.com
A00375640@itesm.mx

Carmen Sosa Garza

Facultad de Ingenieria, UAQ

Cerro de las Campanas s/n
Querétaro, Querétaro

Tel. (442) 192 12 64 ext. 121 6 136
Fax (442) 19212 646
carsg@uag.mx

Eduardo Velasco Barreras
Universidad de Sonora

Calle Yucas 16, Vista Bella
83170, Hermosillo, Sonora

Tel. (662) 2 19 10 07
hamsteritokeweb@hotmail.com
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Direccion Postal de la Olimpiada Mexicana de Matematicas

Cubiculo 201, Departamento de Matematicas.
Circuito Exterior, Facultad de Ciencias.
Universidad Nacional Autbnoma de México.
Ciudad Universitaria.

Colonia Copilco, C.P. 04510.

Delegacion Coyoacan.

México, Distrito Federal.

Teléfono: (55) 5622-4864.

Fax: (55) 5622-5410.

Email:omm@ ci enci as. unam nx

Pagina oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas:

http://ww. omm unam nx/



