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Enero de 2010.



Contenido

Presentacíon V
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Presentacíon

Tzaloa es una publicación periódica trimestral de la Olimpiada Mexicana de Matemáti-
cas y su objetivo es fomentar el estudio de las matemáticas como una disciplina dinámi-
ca y creativa. El diseño de las secciones y la cuidadosa selección de sus contenidos
buscan apoyar de manera efectiva, con información y con materiales de calidad, a es-
tudiantes y profesores de nivel medio superior que cada añose preparan para participar
en los diferentes concursos de la Olimpiada de Matemáticas.

Esta revista, con orgullo, toma su nombre del náhuatl porque está hecha por y para los
mexicanos. Tzaloa significa aprender y las páginas que la conforman buscan ayudar a
satisfacer la necesidad de contar con espacios adecuados para profesores, estudiantes
y, en general, para todas aquellas personas interesadas en desarrollar e incrementar sus
capacidades para el razonamiento lógico matemático y la resolución de problemas.

Tzaloa, Año 2010, Ńumero 1

Con este nuevo número celebramos el primer cumpleaños de tu revista e iniciamos
nuestras actividades del 2010. Como siempre, hemos incluido secciones con interesan-
tes problemas ası́ como los exámenes de los concursos más importantes que se llevaron
a cabo en el último trimestre del año pasado. La participación de nuestros lectores se
ve reflejada en varias contribuciones que enriquecen notablemente la publicación.

Además, el artı́culo de esta ocasión trata sobre elTeorema de Pit́agoras, que aunque
es bien conocido no deja de seguir teniendo un atractivo especial. El tratamiento que
Ana Retchman hace sobre este tema, incluye aspectos históricos y algunas demostra-
ciones clásicas que estamos seguros serán de interés para muchos. La selección de las
demostraciones del teorema que nos presenta el artı́culo, es muestra de que la solución
de cualquier problema puede tener tantos caminos como imaginación y cretividad hay
en la mente humana.

Por último, mencionamos que se han actualizado todas las secciones con información
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olı́mpica ası́ como el directorio del Comité de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas.
Esperamos que este año esté lleno de logros para todos nuestros lectores y, nosotros,
refrendamos el firme compromiso de seguir poniendo todo nuestro entusiasmo, dedi-
cación y esfuerzo para que Tzaloa sea una revista útil paratodos ustedes.

México y las Olimpiadas de Mateḿaticas

Hace más de 23 años que la Sociedad Matemática Mexicana havenido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido gracias ala participación de miles
de jóvenes estudiantes y a la entusiasta colaboración de muchos profesores quienes,
de manera espontánea y altruista, han dedicado sus esfuerzos a mejorar la enseñanza
y elevar la cultura matemática de nuestro paı́s. Motivadospor el movimento olı́mpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nacional, se han desarrollado innu-
merables talleres de resolución de problemas, donde estudiantes y profesores trabajan
con el único afán de incrementar sus capacidades para el razonamiento, el análisis y la
creatividad matemática.

En el ámbito internacional, mediante la destacada participación de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemáticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemática nacional. Pero, más importante aún ha sido
la contribución que el movimiento olı́mpico ha tenido parael desarrollo cientı́fico del
paı́s. En muchos casos, la detección temprana de jóvenes con talento matemático ex-
cepcional ha permitido brindarles una formación adecuadapara desarrollar al máximo
todo su potencial. Asimismo, la participación en los concursos olı́mpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidadesde todo el paı́s se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jóvenes ex-olı́mpicos, mismos que cuentan con una
sólida formación matemática y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigación.

24
a Olimpiada Mexicana de Matemáticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas se desarrolla en3 etapas:

Concursos Estatales.

Concurso Nacional.

Entrenamiento, selección y participación de las delgaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.

En la 24a Olimpiada Mexicana de Matemáticas podrán participar losestudiantes de
México nacidos después del1◦ de agosto de1991. Los concursantes deberán estar ins-
critos en una institución preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
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2010-2011 y, para el1◦ de julio de2011, no deberán haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor información puedes consultar la página:

http://www.omm.unam.mx

Para la primera etapa, los participantes deberán inscribirse directamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la24a Olimpiada Mexicana de Matemáticas se realizará del
21 al 26 de noviembre de 2010 en Ensenada, Baja California. A los primeros lugares
de este certamen se les invitará a la etapa de entrenamientoy selección de las delega-
ciones que representarán a México en las distintas Olimpiadas Internacionales del año
2011: la XXIII Olimpiada Matemática de la Cuenca del Pacı́fico, que se llevará a cabo
en el mes de marzo; la XIII Olimpiada Matemática de Centroamérica y el Caribe, que
se celebrará en el mes de junio; la52a Olimpiada Internacional de Matemáticas, que se
llevará a cabo en julio en Amsterdam, Paı́ses Bajos, y la XXVI Olimpiada Iberoameri-
cana de Matemáticas que se realizará en el mes de septiembre en Costa Rica.
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Algunas demostraciones del
teorema de Pit́agoras

Por Ana Rechtman Bulajich

Nivel básico

El teorema de Pitágoras es sin duda uno de los más utilizados en los problemas de
geometrı́a de las olimpiadas. En este texto vamos a presentar varias demostraciones de
dicho teorema, y una de su recı́proco. Empecemos con un poco de historia.
Pitágoras nació en la isla de Samos, en Grecia, en el año 582 antes de nuestra era. Sien-
do muy joven viajó a Mesopotamia y Egipto para estudiar con los filósofos de la época.
Tras regresar a Samos, finalizó sus estudios con Hermodamasde Samos. Ahı́, fundó su
primera escuela. Posteriormente, abandonó Samos y se estableció en la Magna Grecia:
en Crotona, en el sur de Italia, alrededor del año 525 de nuestra era, donde fundó su
segunda escuela. Las doctrinas de este centro cultural eranregidas por reglas muy es-
trictas de conducta. Su escuela estaba abierta a hombres y mujeres indistintamente, y
la conducta discriminatoria estaba prohibida (excepto impartir conocimiento a los no
iniciados). Sus estudiantes pertenecı́an a todas las razas, religiones, y estratos económi-
cos y sociales. Tras ser expulsados por los pobladores de Crotona, los pitagóricos se
exiliaron en Tarento, donde Pitágoras fundó su tercera escuela.
Pitágoras era ciertamente instruido, aprendió a tocar lalira, a escribir poesı́a y a recitar
a Homero. El esfuerzo para deducir la generalidad de un teorema matemático a par-
tir de su cumplimiento en casos particulares ejemplifica el método pitagórico para la
purificación y perfección del alma. El método pitagórico enseñaba a conocer el mun-
do como armonı́a; en virtud de ésta, el universo era un cosmos: un conjunto ordenado
en el que los cuerpos celestes guardaban una disposición armónica que hacı́a que sus
distancias estuvieran entre sı́ en proporciones similaresa las correspondientes a los in-
tervalos de la octava musical. En un sentido sensible, la armonı́a era musical; pero su
naturaleza inteligible era de tipo numérico, y si todo era armonı́a, el número resultaba
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ser la clave de todas las cosas. La voluntad unitaria de la doctrina pitagórica quedaba
plasmada en la relación que establecı́a entre el orden cósmico y el moral. Para los pi-
tagóricos, el hombre era también un verdadero microcosmos en el que el alma aparecı́a
como la armonı́a del cuerpo.
Los pitagóricos atribuı́an todos sus descubrimientos a Pitágoras por lo que es difı́cil de-
terminar con exactitud cuáles resultados son obra del maestro y cuáles de los discı́pulos.
Entre estos descubrimientos está el teorema de Pitágoras, atribuido a los pitagóricos.

Teorema 1 (Pit́agoras) SeaABC un triángulo rect́angulo, tal que eĺanguloABC

mide90◦, entoncesAB2 + BC2 = AC2.

A

B C

El recı́proco del teorema de Pitágoras también es cierto,es decir,

Teorema 2 SeaABC un triángulo. SiAB2 +BC2 = AC2, entonces eĺanguloABC

mide90◦.

Estos dos teoremas se pueden escribir en un solo enunciado,

“El ánguloABC de un tríanguloABC mide90◦ si y solamente si
AB2 + AC2 = BC2.”

Anteriormente a la escuela pitagórica, se conocı́an, en Mesopotamia y en Egipto, ter-
nas de valores que se correspondı́an con los lados de un triángulo rectángulo, y se
utilizaban para resolver problemas referentes a los triángulos rectángulos. Este hecho
está indicado en algunas tablillas y papiros, pero no ha perdurado ningún documento
que exponga la relación para TODO triángulo rectángulo.La pirámide de Kefrén, que
data del siglo XXVI a.c., fue la primera gran pirámide que seconstruyó basándose en
el llamado triángulo sagrado egipcio, cuyos lados están en proporción 3-4-5. Actual-
mente, a las ternas de números naturales que pueden ser las longitudes de los lados de
un triángulo rectángulo se les llama ternas pitagóricas: una terna de números(a, b, c)
es pitagórica sia2 + b2 = c2.

Demostraciones del teorema de Pitágoras.

El matemático estadounidense E. S. Loomis, catalogó 367 pruebas diferentes en su
libro The Pythagorean Proposition. Aquı́ vamos a explicar algunas de ellas. Empeza-
remos por las demostraciones que se les atribuyen a algunos matemáticos griegos, y
dejaremos al final las demostracionesgráficasque son las más conocidas actualmente.

Demostracíon que algunos autores adjudican a Pit́agoras
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Esta es una demostración que utiliza la semejanza de triángulos1. Primero, necesitamos
demostrar la siguiente proposición básica, que nos seráútil en otras demostraciones.

Proposición 3 (Suma de lośangulos internos de un tríangulo) La suma de lośangu-
los internos de un tríangulo es igual a180◦.

SeaEDF un triángulo cualquiera. Tracemos la rectaST paralela aDF que pasa por
E.

b b
E

D F

S T

Entonces, la relación de los ángulos entre paralelas2 implica que

∠EDF + ∠DFE + ∠FED = ∠SED + ∠TEF + ∠FED,

que es claramente igual a180◦. Esto demuestra la proposición.
Regresemos ahora a la demostración del teorema de Pitágoras. Tomemos un triángulo
rectánguloABC, y seaP la base de la altura del triánguloABC sobre la hipotenusa.

A

B C

P

Observemos que el ángulo∠ABP es igual a∠BCP , ya que como la suma de los
ángulos internos de un triángulo es igua a180◦,

∠ABP = 180◦ − (∠PAB + 90◦) = ∠BCP.

Análogamente,

∠PBC = 180◦ − (∠BCP + 90◦) = ∠PAB.

Por el criterio AA de semejanza3, tenemos que los triángulosABC, BPC y APB son

1Ver en el apéndice la definición SEMEJANZA.
2Ver en el apéndice el teoremaÁNGULOS ENTRE PARALELAS.
3Ver en el apéndice el criterio AA.
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semejantes. Entonces,

AB

AP
=

AC

AB
⇒ AB2 = AC × AP

BC

PC
=

AC

BC
⇒ BC2 = AC × PC.

Luego,AB2 + BC2 = AC(AP + PC) = AC2.

Otra demostración utilizando semejanzas de tríangulos

Empecemos considerando dos triángulos rectángulos semejantesEDF y EGH .

E D G

H

F

Queremos demostrar que la razón entre las áreas de los tri´angulos es igual al cuadrado
de su razón de semejanza. La razón de semejanza es igual a

r =
ED

EG
=

DF

GH
.

Como los triángulos son rectángulos tenemos que

área(EDF )

área(EGH)
=

ED×DF
2

EG×GH
2

= r2.

Es decir, la relación entre las áreas de dos triángulos rectángulos semejantes es igual al
cuadrado de su relación de semejanza.
Regresemos a nuestro triánguloABC, conP la base de la altura sobre la hipotenusa.
Vamos a volver a demostrar el teorema de Pitágoras.

A

B C

P

Sabemos que los triángulosBPC y APB son semejantes, luego

área(BPC)

área(APB)
=

(
BC

AB

)2

,
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entonces
área(BPC)

BC2
=

área(APB)

AB2
.

Escrito de otra forma,

AB2[área(BPC)] = BC2[área(APB)]

AB2[área(BPC) + área(APB)] = [área(APB)](AB2 + BC2)

área(BPC) + área(APB)

AB2 + BC2
=

área(APB)

AB2
=

área(BPC)

BC2
.

Por otro lado, como los triángulosBPC y ABC son semejantes tenemos que

área(ABC)

AC2
=

área(BPC)

BC2
=

área(BPC) + área(APB)

AB2 + BC2
.

Como área(ABC) = área(BPC) + área(APB), concluimos que

AC2 = AB2 + BC2.

La demostración de Euclides

El filósofo Euclides, quien vivió alrededor del año 300 antes de nuestra era, es conside-
rado el padre de la geometrı́a del plano, que en su honor es conocida como geometrı́a
euclidiana. La demostración que vamos a explicar es la que aparece en su libroLos
Elementos. Para la demostración necesitamos probar el siguiente resultado, que utili-
zaremos también en otras demostraciones.

Proposición 4 Un paralelogramoABCD y un triánguloEBC tienen la misma base
BC y el v́erticeE est́a en la recta que contiene aAD. Entonces eĺarea del paralelo-
gramo es el doble que elárea del tríangulo.

A

B C

D E

h

La demostración de esta proposición es muy sencilla. Seah la distancia que hay en-
tre las rectas paralelas que contienen los segmentosAD y BC. Entonces, el área del
paralelogramo es igual aBC × h y el área del triánguloEBC es igual aBC×h

2 , sin
importar donde esté el puntoE, siempre y cuando esté en la recta que contieneAD.
Demostremos ahora el teorema de Pitágoras. SeaABC un triángulo rectángulo, cuyo
ángulo recto esABC. Dibujemos en cada lado del triángulo un cuadrado.
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A

B C

D

E

F G

H

I

ComoBC es paralela aAD, tenemos que los triángulosADB y ADC tienen la misma
área (esto es una consecuencia de la proposición anterior). Ahora, si rotamos el triángu-
lo ADC en el vérticeA, de forma que el ladoAC coincida conAI y AD conAB,
concluimos que los triánguloADC y ABI son congruentes4. En particular, tienen la
misma área. Por lo tanto,ADB y ABI tienen las mis área.

Tracemos la recta paralela aAI por B, y seaP su punto de intersección conAC.
La proposición 4 implica que los triángulosABI y API tienen la misma área, ya
queBP es paralela aAI. Entonces, los triánglosADB y API tienen la misma área.
Observemos que el área del cuadradoADEB es igual a dos veces el área del triángulo
ADB e igual aAB2. Además, el área deAPQI es dos veces el área del triángulo
API, que también es igual al área deADEB, y que también es igual aAB2.

4Ver en el apéndice la definición CONGRUENTES.



Algunas demostraciones del teorema de Pitágoras 7

A

B C

D

E

F G

H

I

P

Q

Haciendo lo mismo para el rectánguloPCHQ, concluimos que su área es igual aBC2.
Por lo tanto,AC2 que es igual al área del cuadradoACHI, es igual a la suma de las
áreas deAPQI y PCHQ, que es igual aAB2 +BC2. Es decir,AC2 = AB2 +BC2.

A

B C

BC2

AB2

BC2

AB2

La demostración de Pappus

Pappus nació en Alejandrı́a, de ahı́ que se le conoce como Pappus de Alejandrı́a, apro-
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ximadamente en el año 290 de nuestra era y murió alrededor del 350. Es considerado
como el último de los grandes geómetras griegos. La demostración de Pappus está tam-
bién basada en la proposición 4, y la describiremos a continuación.

SeaABC un triángulo rectángulo y dibujemos en cada uno de sus lados un cuadrado.
SeaP la base de la altura sobre la hipotenusa, y continuemos esta recta en las dos
direcciones: por un lado hasta el puntoQ, que es la intersección conHI; y por otro
lado hastaT que es la intersección con la prolongación deFG. ComoEC es paralela
a FG y AF es paralela aDE, el puntoT está en la intersección de las rectasFG y
DE.

A

B C

D

E

F G

H

I

P

Q

T

A′

C′

La proposición 4 implica que los paralelogramosADEB y AA′TB tienen la misma
área. Además, los lados el triánguloBET cumplen queAB = BE, BC = ET

y AC = BT . Luego,BT = AA′ = AC = AI y los paralelogramosAA′TB y
APQI tienen la misma área. Análogamente, concluimos queBTC′C y PCHQ tienen
la misma área. Calculando estas áreas en términos de los lados del triánguloABC

concluimos queAB2 + BC2 = AC2.

Algunas demostraciones gŕaficas

Como siempre tomemos un triángulo rectánguloABC. Llamemosa, b y c a las longi-
tudes de los ladosAB, BC y AC, respectivamente. En la figura, los cuatro triángulos
son congruentes entre si y congruentes aABC.
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a

b

c

A

BC

Entonces, tenemos que el área del cuadrado grande es igual ala suma de las áreas de
los cuatro triángulos más el área del cuadrado pequeño,es decir,

c2 = 4

(
a × b

2

)

+ (b − a)2

= 2ab + b2 − 2ab + a2 = a2 + b2.

Lo que demuestra el teorema de Pitágoras.

Dejamos como ejercicio para el lector desarrollar los razonamientos que pueden acom-
pañar las siguientes figuras para demostrar el teorema de Pitágoras.

Ejercicio 1. En cada figura, los cuatro triángulos son congruentes con catetosa, b e
hipotenusac.

a

b a

b

a

ba

b

c
a

b

a

b

Ejercicio 2. En cada figura, los cuatro triángulos son congruentes con catetosa, b e
hipotenusac. Demuestra que las dos figuras tiene la misma área (la de la primera es
igual ac2 y la de la segunda aa2 + b2).
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a

b

c
a

b a

b

b − a

Ejercicio 3. En la figura, el puntoO es el centro del cuadrado de ladoBC (¿podrı́a ser
otro punto?) y se trazaron por este punto una recta paralela ala hipotenusa y otra per-
pendicular a la hipotenusa. Si recortas este cuadrado por dichas rectas obtienes cuatro
piezas. Acomoda estas cuatro piezas y el cuadrado de ladoAB dentro del cuadrado de
ladoAC, para encontrar otra demostración del teorema de Pitágoras.

b

A

B C

O

Demostracíon del rećıproco del teorema de Pit́agoras

Vamos a dar una demostración del recı́proco del teorema de Pitágoras, que es la de-
mostración que aparece en el libroLos Elementosde Euclides.

SeaABC un triángulo tal queAB2 + BC2 = AC2, vamos a demostrar que el ángulo
ABC es recto. Tracemos el segmentoDB que mide lo mismo queBC y es perpendi-
cular aAB.
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A

B CD

ComoABD es un triángulo rectángulo tenemos queAD2 = AB2 + DB2 = AB2 +
BC2 = AC2, es decirAD = AC. Luego, los triángulosABC y ABD son congruen-
tes pues sus lados miden lo mismo5. Esto implica que∠ABC = ∠ABD y el triángulo
ABC es rectángulo.

Ejercicio 4. Encuentra otra demostración del recı́proco del teorema dePitágoras.

Ejercicios

Los problemas de práctica8, 10 y 18 de este número utilizan el teorema de Pitágoras.
Te invitamos a resolverlos.

Bibliograf ı́a

1.- E. S. Loomis,The Pythagorean Proposition. NCTM. Michigan, 1940.

2.- Animación (en francés): http://www.mathkang.org/swf/pythagore2.html.

5Ver en el apéndice el CRITERIO CONGRUENCIA LLL
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Problemas de pŕactica

Como su nombre lo indica, en esta sección presentamos problemas cuyo objetivo es
brindar material que te permita trabajar en tu preparaciónpara participar en los con-
cursos. La dificultad de los problemas seleccionados aumentará conforme transcurra el
año, de manera que la revista te acompañará a medida que tus habilidades y capacida-
des vayan aumentando.

Decidimos iniciar el año con30 problemas presentados con el formato de opción múlti-
ple. La elección del formato obedece a que en las primeras etapas de muchos concursos
estatales los problemas se presentan ası́. De cualquier manera, es importante que no
sólo te limites a determinar la respuesta por eliminaciónde las opciones incorrectas,
sino que, además, intentes encontrar la justificación o procedimientos que permiten lle-
gar a la solución. Esto es muy importante porque en etapas m´as avanzadas los exámenes
no se presentan con este formato y entonces deberás llegar ala respuesta sin la ayuda
que brindan las opciones.

Como se mencionó arriba, buscamos que el nivel de dificultadde esta primera selec-
ción del año no fuera muy elevado, sin embargo, esto no quiere decir que todos los
problemas vayan a ser fáciles de resolver. Te invitamos a poner en práctica todas tus
habilidades y a hacer uso de todos tus conocimientos para encontrar la solución de ca-
da uno. En la siguiente sección de la revista encontrarás las respuestas de todos ellos,
pero te recomendamos que no la consultes sino hasta despuésque hayas llegado por ti
mismo a la solución. Ten en cuenta que la clave para mejorar tus capacidades está en
la perseverancia y el esfuerzo.

Por último, te invitamos a contribuir para que esta sección de tu revista se siga en-
riqueciendo con la participación de todos. Estamos seguros que concoces y tienes
problemas interesantes que proponer, por eso ponemos a tu disposición la dirección
revistaomm@gmail.com, donde con gusto recibiremos tus sugerencias.
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Problema 1.¿Cuántos caminos hay deA aB siguiendo las lı́neas de la figura, si no se
permite caminar horizontalmente hacia la izquierda, ni bajar?

A

B

(a)16 (b) 2 (c) 30 (d) 22 (e)20

Problema 2.¿Cuál es el menor entero positivo formado sólo por dı́gitos 1 y 0 que es
divisible entre15?

(a)10 (b) 110 (c) 1, 110 (d) 11, 110 (e)111

Problema 3.Se tiene una sucesión de números enterosa1, a2, a3, . . . , tal que si un
término es par, entonces el siguiente es la mitad del anterior y si el término es impar,
entonces el siguiente es la suma de los2 anteriores. Si el primer término de la sucesión
es2010, ¿qué número está en el lugar2011?

(a)4020 (b) 1005 (c) 2010 (d) 3015 (e)2011

Problema 4.En la figura vemos una pared de una chimenea de base cuadrada. Si no
se cortó ningún ladrillo para construir la chimenea, ¿cu´antos ladrillos se utilizaron para
construirla?

(a)30 (b) 26 (c) 52 (d) 10 (e)13

Problema 5.¿Cuánto mide el ángulo menor que se forma entre las dos manecillas de
un reloj cuando éste marca las4:36?

(a)91◦ (b) 78◦ (c) 75◦ (d) 96◦ (e)45◦
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Problema 6.En un triángulo rectánguloABC está inscrito un cuadrado como se mues-
tra en la figura. Si sabemos queAB = 6 cm y BC = 3 cm, ¿cuánto mide el área del
cuadrado?

A B

C

(a)6 cm2 (b) 9 cm2 (c) 4 cm2 (d) 8 cm2 (e)16 cm2

Problema 7.Un número de teléfono es de la formaABC − DEF − GHIJ , donde
cada letra representa un dı́gito distinto. Se sabe queA > B > C; D > E > F ;
G > H > I > J ; D, E, F son dı́gitos pares consecutivos;G, H, I, J son dı́gitos im-
pares consecutivos yA + B + C = 9. ¿Cuánto valeA?

(a)5 (b) 6 (c) 7 (d) 8 (e)9

Problema 8.SeanABCD un rectángulo conAB < BC y M , N los puntos medios
de los ladosCD y DA, respectivamente. Si el ánguloBNM es recto yAB = 6 cm,
¿cuánto mideBC?

(a)6
√

2 cm (b) 6 cm (c) 4
√

2 + 2 cm (d) 3
√

2 cm (e)3 + 2
√

2 cm

Problema 9.Un piso de8 m × 10 m está cubierto por mosaicos de50 cm × 50 cm,
como el de la figura. ¿Cuál es el total de la superficie blanca?

(a)20, 000(4− π) cm2 (b) 200, 000(4− π) cm2 (c) 60, 000π cm2

(d) 150, 000 cm2 (e)200, 000(π − 3) cm2

Problema 10. A partir de un cuadrado se forma un octágono regular cortando un
triángulo rectángulo isósceles de cada esquina. Si cadalado del cuadrado mide20 cm,
¿cuánto mide cada lado del octágono?

(a)12 cm (b) 20(
√

2 − 1) cm (c) 10
√

2 cm (d) 16 cm (e)25
√

2 − 12 cm
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Problema 11.¿Cuántos números distintos pueden ser expresados como lasuma de tres
números distintos del conjunto{1, 4, 7, 10, 13, 16, 19}?

(a)37 (b) 36 (c) 18 (d) 42 (e)13

Problema 12.SeanA2 y B4 dos números de dos dı́gitos tales que al sumarlos se ob-
tiene un múltiplo de3. ¿Cuántas soluciones se pueden obtener paraA y B?

(a)28 (b) 30 (c) 25 (d) 27 (e)36

Problema 13.¿Cuál es el menor entero positivo por el cual hay que dividiral número
108, 675 para que el cociente sea un cuadrado perfecto?

(a) 805 (b) 543 (c) 483 (d) 110 (e) 161

Problema 14.Si a un número de dos dı́gitos le sumamos el cuadrado de la suma de sus
dı́gitos, obtenemos el número original con los dı́gitos invertidos. ¿Cuál es la suma de
todos los números que satisfacen las condiciones del problema?

(a) 72 (b) 37 (c) 63 (d) 36 (e) 27

Problema 15.La base mayor de un trapecio tiene longitud de15 cm y el segmento de
recta que une los puntos medios de las dos diagonales tiene longitud de3 cm. ¿Cuánto
mide la base menor del trapecio?

(a)6 cm (b) 9 cm (c) 10 cm (d) 12 cm (e)11 cm

Problema 16.La siguiente sucesión se forma al escribir los dı́gitos de los números
naturales en orden

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 1, 0, 1, 1, 1, 2, ...

¿Cuál es el dı́gito en el lugar2010?

(a)6 (b) 1 (c) 3 (d) 0 (e)2

Problema 17.Un cı́rculo de áreaA1 está contenido en el interior de un cı́rculo mayor
de áreaA1 + A2. Si el radio del cı́rculo mayor es3 cm, y si A1, A2, A1 + A2 forman
una progresión aritmética, ¿cuánto mide el radio del cı́rculo menor?

(a)
√

3
2 cm (b) 2√

8
cm (c) 3

2 cm (d)
√

3 cm (e)
√

6
2 cm

Problema 18.Si el área del cı́rculo es1 m2, ¿cuánto mide el área del triánguloABC?
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b

A B

C
O

(a)
√

3
2 m2 (b)

√
3

2π
m2 (c)

√
3

4π
m2 (d) 2

√
3 m2 (e)

√
3

π
m2

Problema 19.Supongamos que tenemos21 monedas, de las cuales20 son originales
y una es falsa. La moneda falsa tiene distinto peso, pero no sabemos si pesa más o
menos. ¿Cuál es el mı́nimo número de pesadas que se deben hacer en una balanza para
saber si la moneda falsa pesa más o pesa menos? (No es necesario especificar cuál es
la moneda falsa, únicamente queremos saber si pesa más o menos.)

(a)1 (b) 2 (c) 3 (d) 4 (e)5

Problema 20.La longitud de la hipotenusa del triángulo rectánguloABC esh, y el
radio del cı́rculo inscrito esr. ¿Cuál es la razón entre el área del cı́rculo y el área del
triángulo?

b

A B

C

O

r

(a) πr
h+2r

(b) πr
h+r

(c) πr
2h+r

(d) πr2

h2+r2 (e) πr2

h+r

Problema 21.Si a2 = a + 2, entoncesa3 es igual a

(a)a + 4 (b) 2a + 8 (c) 3a + 2 (d) 4a + 8 (e)27a + 8

Problema 22.Encuentra el valor de

3

√

1 × 2 × 4 + 2 × 4 × 8 + 3 × 6 × 12 + 4 × 8 × 16 + · · ·
1 × 3 × 9 + 2 × 6 × 18 + 3 × 9 × 27 + 4 × 12 × 36 + · · ·

(a)1 (b) 2
3 (c) 3

4 (d) 1
2 (e) 1

4
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Problema 23. En un condominio, todos los números de teléfono son de la forma
555 − abc − defg, dondea, b, c, d, e, f y g son dı́gitos distintos en orden creciente,
y ninguno de ellos es0 ó 1. ¿Cuántos números de teléfono se pueden formar?

(a)1 (b) 2 (c) 7 (d) 8 (e)9

Problema 24.SeaABCD un rectángulo de baseBC = 2 m y alturaAB = 1 m. Si
L y M son los puntos medios deAD y BC respectivamente, determina el área del
cuadriláteroEFGH .

A

B C

DL

M

E

F

G

H

(a) 1
12 m2 (b) 1

24 m2 (c) 1
4 m2 (d) 1

2 m2 (e) 2
3 m2

Problema 25.¿Cuántos enteros positivosn menores o iguales que24 cumplen que

n!

1 + 2 + · · · + n

es un número entero?

(a)8 (b) 12 (c) 16 (d) 17 (d) 21

Problema 26.En la siguiente figura se muestra un hexágono regular cuya área esa.
¿Cúal es el área del triánguloABC?

A

B
C

(a) a
2 (b) a

3 (c) a
6 (d) a

12 (e) a
8
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Problema 27.En la expresiónc · ab − d, los valores dea, b, c y d son los números
0, 1, 2 y 3, aunque no necesariamente en ese orden. ¿Cuál es el mayor valor posible de
tal expresión?

(a)5 (b) 6 (c) 8 (d) 9 (e)10

Problema 28.Paty tiene20 monedas de las cuales algunas son de5 centavos y otras de
10 centavos. Si sus monedas de5 centavos fueran de10 centavos y sus monedas de10
centavos fueran de5 centavos, ella tendrı́a70 centavos más. ¿Cuánto dinero tiene Paty?

(a)$1.15 (b) $1.20 (c) $1.25 (d) $1.30 (e)$1.35

Problema 29.¿Cuántos cubos positivos dividen a3! · 5! · 7!?

(a)2 (b) 3 (c) 4 (d) 5 (e)6

Problema 30.En un trapecioABCD, se tiene queAB es paralela aDC, E es el punto
medio deBC, y F es el punto medio deDA. Si el área del trapecioABEF es el doble
del área del trapecioFECD, entonces el valor deAB

DC
es:

(a)2 (b) 3 (c) 5 (d) 6 (e)8
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Soluciones a los problemas de
pr áctica

En esta sección te presentamos las soluciones que hemos preparado para los30 proble-
mas de práctica que figuran en este número de tu revista. Date cuenta que no sólo se ha
determinado la opción correcta, sino que además, para cada problema se incluye la ar-
gumentación que establece su validez. Observa que, en todos los casos, la justificación
se basa en resultados conocidos y/o en razonamientos lógicos y que en ningún proble-
ma la solución se ha determinado por eliminación de las otras opciones de respuesta.

Las soluciones que aquı́ se presentan no pretenden ser únicas ni tampoco las mejores
o las más elegantes, tan sólo son ejemplos que muestran el tipo de razonamiento que
se busca estimular en los problemas de la olimpiada. Como puedes ver en el artı́culo
que presentamos sobre elTeorema de Pit́agoras, cada problema puede tener un gran
número de soluciones. Si encontraste una solución diferente de las que aquı́ se presen-
tan y no estás seguro de su validez o simplemente quieres compartirla con nosotros te
invitamos para que nos escribas arevistaomm@gmail.com.

Solución del problema 1.La respuesta es (d). Una manera de contar los caminos es
contar los caminos a cada vértice (o intersección) y luegoir sumando. Numeremos los
vértices (el del centro esa5):
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A

B

a1 a2 a3

a4 a6

a7 a8

A cada vértice podemos llegar a lo más desde tres direcciones: horizontalmente desde
su izquierda, desde abajo a la derecha o desde abajo a la izquierda. Observemos primero
que para llegar aa1, a2 ó a3 tenemos un sólo camino (el horizontal). Para llegar aa4

hay dos caminos: el camino directo desdeA y el que pasa pora1. Para contar los
caminos que llegan aa5 tenemos que sumar los que pasan pora4, más los que pasan
pora1, más los que pasan pora2. Luego, hay2 + 1 + 1 = 4 caminos deA aa5.
Continuando este proceso tenemos que deA a:

a6 hay6 caminos;

a7 hay6 caminos;

a8 hay16 caminos;

B hay22 caminos.

Solución del problema 2.La respuesta es (c). Para que un número sea divisible entre
15 tiene que ser divisible entre3 y 5 (ver criterios 2 del apéndice). Un número cuyos
únicos dı́gitos son0 y 1 es divisible entre5 si el dı́gito de las unidades es0, y es
divisible entre3 si el número de dı́gitos1 es un múltiplo de3. Por lo tanto, el menor
número que cumple con las condiciones del problema es el1, 110.

Solución del problema 3.La respuesta es (d). Comoa1 = 2010 es un número par,
entoncesa2 = 2010

2 = 1005. Comoa2 = 1005 es impar, entoncesa3 = a1 + a2 =
3015. Comoa3 = 3015 es impar, entoncesa4 = a2 + a3 = 4020. Por último, como
a4 = 4020 es par, entoncesa5 = 2010. A partir de este punto la sucesión se vuelve
cı́clica, por lo que para determinar el valor de cualquier t´ermino de ella, basta con
fijarnos en el valor del residuo que salga al dividir el ı́ndice del término entre4. Sear
el residuo que resulte de dividirn

4 .

si r = 1, entoncesan = 2010,

si r = 2, entoncesan = 1005,

si r = 3, entoncesan = 3015,
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si r = 0, entoncesan = 4020.

Como2011 = (4 × 502) + 3, entoncesr = 3 y a2011 = 3015.

Solución del problema 4.La respuesta es (a). Veamos que cada una de las lı́neas tiene
6 ladrillos, como en la figura.

Como hay5 lı́neas de ladrillos, se utilizaron6 × 5 = 30 ladrillos para construir la
chimenea.

Solución del problema 5.La respuesta es (b). El dial de un reloj está dividido en60
marcas correspondientes a los60 minutos de1 hora. El arco de cı́rculo entre dos de
estas marcas consecutivas equivale a un ángulo de360◦

60 = 6◦. Para facilitar la explica-
ción, supondremos que para las marcas correspondientes a los minutos múltiplos de5,
la carátula de nuestro reloj tiene la numeración tradicional, del I al XII.
Es fácil ver que cuando el reloj marca las4:30 (posición incial), las manecillas están
formando un ángulo de45◦, ya que la manecilla de los minutos se encuentra exacta-
mente en la marca VI y la manecilla de las horas está exactamente a la mitad entre las
marcas IV y V. Nótese que entre las marcas V y VI hay un ángulode 30◦ y que el
ángulo entre la manecilla de las horas y la marca V es de15◦.
A partir de ese momento y hasta las4:36, la manecilla de los minutos avanzará un
ángulo de6 × 6◦ = 36◦. Por otro lado, la manecilla de las horas avanza más lento
con un ritmo de5 × 6◦ = 30◦ en60 minutos, por lo que en6 minutos avanzará sólo
(

1
10

)
30◦ = 3◦. De esta manera, mientras la manecilla de los minutos avanza36◦ de la

posición incial, la de las horas avanza3◦, por lo que en6 minutos la separación efectiva
entre ambas es de36◦ − 3◦ = 33◦. De lo anterior se concluye que a las4:36 el ángulo
que separa a las manecillas es de45◦ + 33◦ = 78◦.

Solución del problema 6.La respuesta es (c). LlamemosP , Q y R a los vértices del
cuadrado tal y como se muestra en la figura.

A B

C

P

Q
R
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Dado queQR es paralela conAB, tenemos que∠CQR = ∠CAB ya que son ángulos
correspondientes (ver la definición 8 del apéndice). Como∠QCR = ∠ACB por ser
un ángulo común y además∠QRC = ∠ABC = 90◦, por el criterio AA (ver el criterio
17 del apéndice), tenemos que los triángulosABC y QRC son semejantes.
SeanPB = BR = x y RC = 3 − x, entonces como los triángulosABC y QRC

son semejantes, tenemos que sus lados correspondientes sonproporcionales, es decir
x

3−x
= 6

3 , de donde se sigue quex = 2(3−x) y por lo tantox = 2 cm. Con lo anterior
concluimos que el área del cuadradoPQRB es2 × 2 = 4 cm2 (ver el teorema 7 del
apéndice).

Solución del problema 7.La respuesta es (d). ComoG, H, I, J son impares consecuti-
vos, un solo dı́gito entreA > B > C es impar y es igual a1 ó 9. ComoA+B+C = 9,
tenemos que uno es igual a1 y la suma de los otros dos es8. Por otro lado tenemos que
D, E, F son iguales a0, 2, 4; 2, 4, 6 ó 4, 6, 8, respectivamente. En cada caso los dos
dı́gitos pares entreA, B, C son los dos dı́gitos restantes, como su suma es8 la única
posibilidad esA = 8, B = 1 y C = 0.

Solución del problema 8.La respuesta es (a). Como el ángulo∠BNM = 90◦, el
triánguloBMN es rectángulo.

A

B C

D

M

N

6

y y

3

Denotemos pory a la medida deAN = ND. Utilizando el teorema de Pitágoras (ver
el teorema 11 del apéndice) en los triángulos rectángulosABN y MDN , tenemos que

BN2 = 36 + y2,

MN2 = 9 + y2.

Utilizando nuevamente el teorema de Pitágoras en los triángulos rectángulosBMN y
BCM , obtenemos

BN2 + MN2 = BM2 = BC2 + CM2,

36 + y2 + 9 + y2 = 4y2 + 9,

ya queBC = 2y. Luego,2y2 = 36 y y =
√

18 = 3
√

2 cm y el ladoBC mide6
√

2 cm.

Solución del problema 9.La respuesta es (b). Los radios de los arcos de cı́rculo de
cada mosaico miden25 cm. Observemos que los4 cuartos de cı́rculo de cada mosaico,
cubren la misma superficie que un cı́rculo de radio25 cm.



Soluciones a los problemas de práctica 25

Luego, en cada mosaico el área blanca es igual al área del cuadrado menos el área del
cı́rculo (ver el teorema 7 del apéndice), es decir, es iguala

502 − π(252) = 625(4 − π) cm2.

Ahora bien, como el piso tiene80 m2 = 800, 000 cm2 y cada mosaico cubre una
superfice de2, 500 cm2, se necesitan800,000

2,500 = 320 mosaicos para cubrir el piso. Por lo

tanto, el total de la superficie blanca es igual a320[625(4−π)] = 200, 000(4−π) cm2.

Solución del problema 10.La respuesta es (b). Llamemosx a la longitud de los catetos
de los triángulos isósceles yy a la longitud de cada lado del octágono. Luego,2x+y =
20 cm.

x

y

Entonces, cada triángulo rectángulo isósceles tiene ladosx, x, y. Utilizando el teorema
de Pitágoras (ver el teorema 11 del apéndice), tenemos que2x2 = y2, o bieny =

√
2x.

Sustituyendo en la primera ecuación tenemos que

2x +
√

2x = 20,

x =
20

2 +
√

2
=

20(2 −
√

2)

(2 +
√

2)(2 −
√

2)
= 20 − 10

√
2 cm.

Luego,

y =
√

2x =
√

2(20 − 10
√

2) = 20(
√

2 − 1) cm.
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Por lo tanto, cada lado del octágono mide20(
√

2 − 1) cm.

Solución del problema 11.La respuesta es (e). Observemos que el número más pe-
queño que podemos obtener es el12 = 1+4+7 y el más grande es el48 = 13+16+19.
Veamos cuáles números intermedios podemos escribir comosuma de tres números dis-
tintos del conjunto{1, 4, 7, 10, 13, 16, 19}.
Los números en el conjunto son de la forma1 + 3n conn = 0, 1, . . . , 6, entonces la
suma de cualesquiera tres de ellos es igual a

(1 + 3n) + (1 + 3m) + (1 + 3k) = 3 + 3(n + m + k) = 3(n + m + k + 1),

conn, m, k ∈ {0, 1, . . . , 6} y distintos entre sı́. Entonces, tenemos que

12 ≤ 3(n + m + k + 1) ≤ 48

3 ≤ n + m + k ≤ 15.

Observemos que podemos encontrarn, m y k tales que al sumarlos obtenemos todos
los valores enteros entre3 y 15:

3 = 0 + 1 + 2 10 = 0 + 4 + 6
4 = 0 + 1 + 3 11 = 0 + 5 + 6
5 = 0 + 1 + 4 12 = 1 + 5 + 6
6 = 0 + 1 + 5 13 = 2 + 5 + 6
7 = 0 + 1 + 6 14 = 3 + 5 + 6
8 = 0 + 2 + 6 15 = 4 + 5 + 6
9 = 0 + 3 + 6.

Por lo tanto, todos los múltiplos de3 entre12 y 48 pueden ser suma de tres números
distintos del conjunto, es decir, en total hay13 valores posibles.

Solución del problema 12.La respuesta es (d). La solución se basa en el criterio de
divisibilidad entre3, el cual establece que un número es divisible entre3 si y sólo si
la suma de sus dı́gitos también lo es. Como4 + 2 = 6 es divisible entre3, entonces
A + B también tiene que ser divisible entre tres. Por inspección, es fácil determinar
que existen15 parejas de dı́gitos tales que su suma es divisible entre tres: (1, 2), (1, 5),
(1, 8), (2, 4), (2, 7), (3, 3), (3, 6), (3, 9), (4, 5), (4, 8), (5, 7), (6, 6), (6, 9), (7, 8) y
(9, 9). Quitando las parejas(3, 3), (6, 6) y (9, 9), el resto de ellas debe contarse doble
pues, por ejemplo, de la pareja(1, 2) salen2 solucionesA = 1, B = 2 y A = 2,
B = 1. Por lo tanto, el número total de soluciones es3 + (2 × 12) = 27.

Solución del problema 13.La respuesta es (c). Observemos que

108, 675 = 33 × 52 × 7 × 23.

Como en la descomposición en primos de un cuadrado perfectotodos los exponentes
son pares, entonces el cociente que queremos obtener es32 × 52, ya que es el mayor
cuadrado perfecto que podemos obtener. Luego, se debe dividir entre3×7×23 = 483.
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Solución del problema 14.La respuesta es (e). Denotemos porab al número de dos
dı́gitos que satisface las condiciones del problema, es decir,

10a + b + (a + b)2 = 10b + a,

(a + b)2 = 9(b − a).

Comoa es distinto de cero,(b − a) < 9 y tenemos que(a + b)2 = 9(b − a) < 81.
Los únicos cuadrados perfectos múltiplos de9 que son menores a81 son:9 = 32 y
36 = 62. Veamos cada caso:

1. si(a + b) = 3 entoncesb − a = 1, tenemos quea = 1, b = 2 y 10a + b = 12;

2. si(a + b) = 6 entoncesb − a = 4, tenemos quea = 1, b = 5 y 10a + b = 15.

Por lo tanto, los únicos números que cumplen la condiciónson12 y 15 y su suma es
27.

Solución del problema 15.La respuesta es (b). SeaABCD el trapecio, dondeAB es
paralela aCD, conCD la base mayor. SeaX el punto medio de la diagonalBD y
seaG el punto medio deBC. Entonces por el teorema de Thales (ver el teorema 9 del
apéndice),XG es paralela aDC. Extendemos la rectaXG hasta que intersecte aAD

enF y llamemosY a la intersección conAC.

b bb b

A B

CD

X Y
F G

Utilizando nuevamente el teorema de Thales, tenemos queF es punto medio deAD y
Y es punto medio deAC. Por hipótesis, tenemos queXY = 3 cm. Si nos fijamos en
el triánguloBDC, tenemos (ver el lema 12 del apéndice) queXG = 1

2DC = 15
2 cm.

ComoXG = XY + Y G = 3 + Y G, tenemos queY G = XG− 3 = 15
2 − 3 = 9

2 cm.
Finalmente si nos fijamos en el triánguloABC, comoY G es paralela aAB y Y G =
1
2AB, tenemos queAB = 9 cm.

Solución del problema 16.La respuesta es (a). Observemos que del1 al 9 ocupamos
9 lugares y del10 al 99, ocupamos180 = 2(99 − 10 + 1) lugares. Luego, del1
al 99 ocupamos189 lugares. Del100 al 199 se utilizan300 = 3(199 − 100 + 1)
lugares, entonces del1 al 699 se utilizan189 + (6 × 300) = 1989 lugares. Como
2010 − 1989 = 21, entonces necesitamos escribir otros7 números de3 dı́gitos, es
decir, al escribir el706 llegamos al lugar2010 en la sucesión. Por lo tanto, el dı́gito en
el lugar2010 es el6.
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Solución del problema 17.La respuesta es (d). Denotemos pors al radio del cı́rculo
menor, entonces su área esA1 = πs2 cm2 (ver el teorema 7 del apéndice). Por otro
lado, el área del cı́rculo mayor esA1+A2 = 9π cm2. ComoA1, A2 y A1+A2 forman
una progresión aritmética, tenemos queA1 + r = A2 y A1 +2r = A1 +A2 para algún
númeror. Luego,

A1 + r = πs2 + r = 9π − πs2.

Despejandor tenemos que,

r = 9π − 2πs2 cm. (1)

Por otro lado,

A1 + 2r = πs2 + 2r = 9π = A1 + A2,

despejandor

r =
9π − πs2

2
cm. (2)

Igualando las ecuaciones (1) y (2) y despejandos obtenemos:

9π − 2πs2 =
9π − πs2

2

18π − 4πs2 = 9π − πs2

9π − 3πs2 = 0

s2 = 3

s =
√

3 cm.

Por lo tanto, el radio del cı́rculo menor mide
√

3 cm.

Solución del problema 18.La respuesta es (c). Sear la longitud del radio del cı́rculo.
Como el área del cı́rculo esπr2 = 1 m2, entoncesr = 1√

π
m (ver el teorema 7 del

apéndice).

b

A B

C
O

ComoOC y AB son paralelas, los triángulosOAB y ABC tienen la misma base y la
misma altura, y por lo tanto tienen la misma área.
Ahora bien, el triánguloOAB es equilátero de lado1√

π
m.
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A B

O

1

2
√

π

1√
π

Luego, utilizando el teorema de Pitágoras (ver el teorema 11 del apéndice), tenemos
que su altura mide

√

OA2 −
(

AB

2

)2

=

√

1

π
− 1

4π
=

√

3

4π
=

√
3

2
√

π
m.

Entonces, su área es

AB ·
√

3
2π

2
=

1√
π
·

√
3

2
√

π

2
=

√
3

4π
m2.

Solución del problema 19.La respuesta es (b). En la primera pesada colocamos10
monedas en cada platillo y nos sobra una. Tenemos dos posibilidades.

si la balanza queda equilibrada entonces la moneda que sobraes la falsa. Toma-
mos una moneda de cualquier platillo y la comparamos con la falsa para saber si
pesa más o pesa menos;

si la balanza no está equilibrada, tomamos las10 monedas que pesan más y las
dividimos en dos grupos de5 para pesarlas. Si la balanza queda equilibrada,
la moneda falsa no está en este grupo de10 monedas y está en el otro, que
pesó menos, luego la moneda falsa pesa menos. Si al compararlos dos grupos de
5 monedas la balanza no queda equilibrada, entonces la monedafalsa está en el
grupo que pesa más y por lo tanto pesa más que las demás.

En cualquier caso el mı́nimo número de pesadas fueron2.

Solución del problema 20.La respuesta es (b). Observemos que los radios que van a
los puntos de tangencias del cı́rculo con el triángulo son perpendiculares a los lados del
triángulo.
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b

A B

C

O

D

E

F

r

r
r

Los triángulosAFO y ADO son congruentes, ya que el segmentoAO es bisectriz del
ánguloCAB (ver el teorema 19 del apéndice), lo que implica que los tri´angulos tienen
los mismos ángulos y dos lados correspondientes de la mismalongitud. Análogamente,
los triángulosCFO y CEO son congruentes. El área del triánguloCAO es hr

2 , luego,
el área del triánguloABC es

2

(
hr

2

)

+ r2 = r(h + r).

Por lo tanto, la razón entre las áreas esπr2

r(h+r) = πr
h+r

.

Solución del problema 21.La respuesta es (c). Multiplicando pora la igualdada2 =
a+2, obtenemosa3 = a2+2a. Pero comoa2 = a+2, resulta quea3 = (a+2)+2a =
3a + 2.

Solución del problema 22.La respuesta es (b). Observemos que

1×2×4+2×4×8+3×6×12+· · ·= (1×2×4)+23(1×2×4)+33(1×2×4)+ · · ·

y

1×3×9+2×6×18+3×9×27+· · ·= (1×3×9)+23(1×3×9)+33(1×3×9)+· · ·

Luego,

1 × 2 × 4 + 2 × 4 × 8 + 3 × 6 × 12 + · · ·
1 × 3 × 9 + 2 × 6 × 18 + 3 × 9 × 27 + · · · =

(1 × 2 × 4)(1 + 23 + 33 + · · · )
(1 × 3 × 9)(1 + 23 + 33 + · · · )

=
1 × 2 × 4

1 × 3 × 9

=
8

27
.

Por lo tanto,

3

√

1 × 2 × 4 + 2 × 4 × 8 + 3 × 6 × 12 + · · ·
1 × 3 × 9 + 2 × 6 × 18 + 3 × 9 × 27 + · · · =

3

√

8

27
=

2

3
.
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Solución del problema 23.La respuesta es (d). Los últimos siete dı́gitos de un número
de teléfono se deben elegir entre los ocho dı́gitos:

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Luego, todos excepto uno de estos8 dı́gitos se deben usar. El dı́gito que no se usa se
puede elegir de8 formas distintas, y los restantes siete dı́gitos se ordenanentonces de
menor a mayor para obtener ası́ un posible número de teléfono. Por lo tanto, se pueden
formar8 números de teléfono.

Solución del problema 24.La respuesta es (a). En primer lugar observamos que
ABML es un cuadrado y queE es el punto de intersección de sus diagonalesAM

y BL, por lo tanto, podemos concluir queE es el centro de dicho cuadrado. Traza-
mos el segmentoEG y observamos que el cuadriláteroEFGH queda dividido en
dos triángulos congruentesEGF y EGH . Lo anterior puede justificarse con facilidad
apoyándose en el teorema de ángulos entre paralelas y en elcriterio ALA (ver la defi-
nición 8 y el criterio 14 del apéndice).

A

B C

DL

M

E

F

G

H

Ahora, centremos nuestra atención en el triángulo rectángulo isóscelesEGL. Como
EG = GL = 1

2 m, podemos calcular el área de dicho triángulo, misma que esigual a
1
2×

1
2

2 = 1
8 m2 (ver el teorema 7 del apéndice).

Por otro lado, con base en el teorema de ángulos entre paralelas y en el criterio de se-
mejanza AA, podemos afirmar que los triángulosLAF y EGF son semejantes. Como
sus lados correspondientes son proporcionales, tenemos que LF

EF
= LA

EG
. Además sabe-

mos queEG = 1
2 m y LA = 1 m, por lo queLF

EF
= 2 m y entoncesLF = 2EF .

Por último, observamos que el área del triánguloEGF es la mitad del área del triángu-
lo FGL, ya que sus basesEF y FL están en razón1:2 y tienen la misma altura desde
el vérticeG. De lo anterior podemos concluir que el área del triánguloEGF es 1

3 del
área deEGL, la cual es18 m2. Por lo tanto el área deEGF es igual a

(
1
3

) (
1
8

)
= 1

24 m2

y el área del cuadriláteroEFGH es igual a2( 1
24 ) = 1

12 m2.

Solución del problema 25.La respuesta es (c). Observemos que sin = 1, la fracción
es igual a1 que es un número entero. Queremos ver para qué enteros positivosn, con
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1 < n ≤ 24, se cumple que

n!

1 + 2 + · · · + n
=

n!
n(n+1)

2

=
2n!

n(n + 1)
=

2(n − 1)!

n + 1

es un entero.
Es fácil ver que esta fracción siempre es un número enteroa menos quen + 1 sea un
primo impar. Como hay8 primos impares menores o iguales que24 (dichos primos son
3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 y 23), se sigue que hay24 − 8 = 16 enteros menores o iguales
que24 que satisfacen el problema.

Solución del problema 26.La respuesta es (e). Trazando algunas diagonales del hexá-
gono, éste queda dividido en12 triángulos rectángulos congruentes donde cada uno de
ellos tiene áreaa

12 , como en la figura.

Dividimos nuevamente al hexágono, pero ahora lo hacemos tomando sólo6 de estos
triángulos rectángulos y el resto lo dividimos usando4 triángulos equiláteros congruen-
tes al triánguloABC.

A

BC

D

E
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Ahora es fácil encontrar el área buscada. Nótese que4 veces el área deABC es igual
a 6 veces el área deADE, que es igual a6( a

12 ) = a
2 . Sabiendo que4 veces el área de

ABC es igual aa
2 , concluimos que el área deABC es a

8 .

Solución del problema 27.La respuesta es (d). Sid 6= 0, el valor de la expresión
c ·ab−d se puede incrementar intercambiando0 con el valor ded. Por lo tanto, el valor
máximo debe ocurrir cuandod = 0. Luego,

1. sia = 1, entoncesc · ab − d = c = 2 ó 3,

2. sib = 1, entoncesc · ab − d = c · a = 6,

3. sic = 1, entoncesc · ab − d = ab que es igual a23 = 8 ó 32 = 9.

Por lo tanto, el valor mayor posible parac · ab − d es9 cona = 3, b = 2, c = 1 y
d = 0.

Solución del problema 28.La respuesta es (a). Como el dinero de Paty se incremen-
tarı́a si se intercambiaran sus monedas de5 centavos por las de10 centavos, ella debe
tener más monedas de5 centavos que de10 centavos. Al intercambiar una moneda de
5 centavos por una de10 centavos, su dinero se aumenta en5 centavos, de modo que
ella tiene70

5 = 14 monedas más de5 centavos que de10 centavos. Por lo tanto, Paty
tiene 1

2 (20 − 14) = 3 monedas de10 centavos y20 − 3 = 17 monedas de5 centavos,
es decir, en total tiene3(10) + 17(5) = 115 centavos ó$1.15.

Solución del problema 29.La respuesta es (e). Observemos que:

3! · 5! · 7! = 28 · 34 · 52 · 7.

Luego, un divisor cubo positivo de3! · 5! · 7! debe ser de la forma2p · 3q · 5r · 7s, donde
p, q, r y s son todos múltiplos de3. Tenemos3 posibles valores parap: 0, 3 y 6. Hay2
posibles valores paraq: 0 y 3. El único valor posible parar ó s es0. Por lo tanto, hay
3 · 2 · 1 · 1 = 6 cubos positivos distintos que dividen a3! · 5! · 7!. Ellos son:

1 = 20 · 30 · 50 · 70, 8 = 23 · 30 · 50 · 70, 27 = 20 · 33 · 50 · 70,

64 = 26 · 30 · 50 · 70, 216 = 23 · 33 · 50 · 70, 1728 = 26 · 33 · 50 · 70.

Solución del problema 30.La respuesta es (c). Ponemos una copiaA′B′C′D′ de
ABCD a un lado y volteada.



34 Soluciones a los problemas de práctica

A B = C′

C = B′D

F

D′

F ′

A′

EntoncesAD′A′D es un paralelogramo y

EF =
1

2
F ′F =

1

2
(AB + C′D′) =

1

2
(AB + CD).

Como los trapeciosABEF y FECD tienen la misma alturah, la razón entre sus áreas
es igual a

2 =
(AB+FE)h

2
(FE+DC)h

2

,

de donde,

AB + FE = 2(FE + DC)

AB +
AB + DC

2
= 2

(
AB + DC

2
+ DC

)

3AB + DC

2
= AB + 3DC

3AB + DC = 2AB + 6DC

AB

DC
= 5.

A B

CD

F E



Problemas propuestos

Tzaloa necesita de tu participación y esta sección de la revista está especialmente di-
señada para hacerlo. En cada número presentamos5 problemas nuevos que necesitan
de ti para encontrar una respuesta. Como sabemos que te gustan los retos, los proble-
mas escogidos para esta sección pueden ser un poco más dif´ıciles que los que aparecen
en la sección anterior. Sin embargo, esto no debe ser motivode espanto, debes saber
que aquı́ también seguimos el mismo criterio que consiste en comenzar con problemas
más sencillos e ir aumentando la complejidad conforme avanza el año.

Problemas propuestos.
Año 2010 No. 1.

Para dar tiempo a que lleguen y puedan ser analizadas las contribuciones de todos los
lectores, las soluciones de los problemas propuestos en cualquier número de la revista,
se publicarán con dos números de diferencia. Es ası́, que en este número (Tzaloa1, año
2010), publicamos las soluciones de los problemas propuestos enTzaloa3, año2009.
Las soluciones de los problemas propuestos en esta ocasión, se publicarán en Tzaloa3,
año2010, por lo que aún tienes tiempo para preparar y enviarnos tus soluciones.

Recuerda que nuestra dirección electrónica esrevistaomm@gmail.com y que a
través de ella estaremos recibiendo con gusto todas las contribuciones que nos lleguen
desde cualquier rincón del paı́s. Siempre esperamos con ansia la llegada de las valiosas
contribuciones de todos los lectores, por lo que no dudes en mandarnos la tuya.

Problema 1.(Introductorio) Encuentra todas las parejas de números enteros(p, q) tales
que la diferencia entre las dos soluciones de la ecuaciónx2 + px + q = 0 sea2010.

Problema 2.(Introductorio) Sin es un entero divisible entre7 que es igual al producto
de tres números consecutivos, ¿cuál (o cuáles) de los enteros6, 14, 21, 28 y 42 no es
necesariamente un divisor den?
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Problema 3. (Introductorio) SeaA1A2A3A4A5A6A7A8A9 un polı́gono regular de
nueve lados. ¿Cuántos triángulos equiláteros se puedenformar tales que al menos dos
de sus vértices estén en el conjunto{A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9}?

Problema 4. (Intermedio) SeaABC un triángulo acutángulo e isósceles conAC =
AB. SeanO su circuncentro eI su incentro. SiD es el punto de intersección deAC

con la perpendicular aCI que pasa porO, demuestra queID y AB son paralelas.

Problema 5. (Avanzado) SeaA = {1, 2, 3, . . . , n}. A cada subconjuntoB de A se
le asocia su suma alternadaSB, definida como sigue: siB = {a1, a2, . . . , ak} con
a1 < a2 < · · · < ak, entoncesSB = ak − ak−1 + ak−2 − · · · ± a1. Por ejemplo, si
n = 10 y B = {2, 4, 5, 7, 8} entoncesSB = 8 − 7 + 5 − 4 + 2 = 4.
Si n es un número fijo, determina el valor de la suma

∑

B⊂A

SB,

es decir, la suma de todos los númerosSB conB subconjunto deA.

Soluciones a los problemas propuestos.
Año 2009 No. 3.

Como se mencionó al principio de esta sección, a continuación publicamos las solu-
ciones de los problemas propuestos en Tzaloa3, año2009. Felicitamos a Luis Brandon
Guzmán Navarrete, de Tamaulipas, quien nos envió soluciones para los problemas2 y
5. Asimismo, queremos felicitar a Marı́a del Rosario Soler Zapata y a Martı́n Velasco
Hernández, de Chiapas, por su solución para el problema5. Por último, también nos
da mucho gusto reconocer el trabajo de Irving Daniel Calder´on Camacho, del Estado
de México, quien aportó una excelente contribución al resolver los problemas1, 2 y 5.
A todos ustedes enviamos un afectuoso saludo y nuestro más sincero agradecimiento.

Problema 1. (Principiante) SiCA = 2, CB = 3, ∠CAP = 90◦, ∠PBC = 90◦ y
∠APB = 60◦, ¿cuánto midePC?

P B

C

A

2

3
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Solución. (Irving Daniel Calderón Camacho, Estado de México). Como∠CAP +
∠PBC = 180◦, el cuadriláteroPACB es cı́clico (ver la definición 22 y los teoremas
23 y 21 del apéndice). Como∠CAP = 90◦, entoncesPACB está inscrito en la cir-
cunferencia de diámetroPC.

A

BP

O

C

SeaO el centro de la circunferencia, punto medio dePC, entonces tenemos que
∠AOB = 2(∠APB) = 120◦. Sear el radio de la circunferencia circunscrita a
PACB. Aplicando la ley de cosenos al triánguloAOB (ver el teorema 20 del apéndi-
ce), obtenemos

AB2 = 2r2 − 2r2 cos(120◦) = 3r2.

Por otro lado, aplicando la ley de cosenos al triánguloABC, obtenemos

AB2 = CA2 + CB2 − 2(CA)(CB) cos(120◦).

De las dos ecuaciones anteriores se sigue que

3r2 = 22 + 32 + 2 · 2 · 3 · 1
2 = 19,

por lo que concluimos quer =
√

19
3 . Finalmente, comoPC = 2r, obtenemosPC =

2
√

19
3 .

Solución alternativa. SeaD la intersección dePA y BC. Como el triánguloDPB es
rectángulo y∠DPB = 60◦, entonces∠BDP = 30◦ (ver el teorema 10 del apéndice).
Luego, el triánguloBPD es la mitad de un triángulo equilátero de lado2PB, de donde
PB = 1√

3
DB (ver el teorema 11 del apéndice).
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P B

C

A

D

2

3

Ahora bien, como los ángulos del triánguloDCA miden30◦, 60◦ y 90◦, tenemos que
CD = 2CA = 4 y DB = 7, luegoPB = 7√

3
. Entonces,

PC2 = PB2 + BC2 =
49

3
+ 9 =

76

3
,

de dondePC =
√

76
3 = 2

√
19
3 .

Problema 2.(Intermedio) Demuestra que la desigualdad

n∑

i=1

ixi ≤
(

n

2

)

+

n∑

i=1

xi
i

se cumple para todo enteron ≥ 2 y todos los números reales no negativosx1, . . . , xn.

Solución. (Irving Daniel Calderón Camacho, Estado de México). Se hará una demos-
tración por inducción sobren, pero antes demostraremos por casos la siguiente desi-
gualdad, la cual se cumple para cualquier número realx no negativo y para todo entero
n ≥ 2.

(n + 1)x ≤ n + xn+1 (3)

Comencemos transformando la desigualdad (3) mediante las siguientes equivalencias:

(n + 1)x ≤ n + xn+1 ⇔ 0 ≤ n − nx + xn+1 − x

⇔ 0 ≤ n(1 − x) − (1 − x)(xn + xn−1 + · · · + x)

⇔ 0 ≤ (1 − x)
(
n − (xn + xn−1 + · · · + x)

)
.

Parax = 1, se cumple la igualdad. Six < 1, tenemos que0 < 1 − x y

n > xn + xn−1 + · · · + x ⇔ 0 < n − (xn + xn−1 + · · · + x),

por lo que concluimos

0 < (1 − x)
(
n − (xn + xn−1 + · · · + x)

)
.
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Si x > 1, tenemos que0 > 1 − x y

n < xn + xn−1 + · · · + x ⇔ 0 > n − (xn + xn−1 + · · · + x),

por lo que concluimos

0 < (1 − x)
(
n − (xn + xn−1 + · · · + x)

)
.

Con esto terminamos la demostración de (3). Ahora, comenzamos nuestra prueba por
inducción. Paran = 2, tenemos que

x1 + 2x2 ≤
(

2

2

)

+ x1 + x2
2 ⇔ 0 ≤ x2

2 − 2x2 + 1 ⇔ 0 ≤ (x2 − 1)2,

donde la última desigualdad es evidente. Ahora, supongamos que la desigualdad se
cumple para algún enteron ≥ 2

n∑

i=1

ixi ≤
(

n

2

)

+

n∑

i=1

xi
i.

Usando la fórmula de Pascal (ver el teorema 6 del apéndice), tenemos
(

n + 1

2

)

=

(
n

2

)

+

(
n

1

)

=

(
n

2

)

+ n .

Seaxn+1 un número real no negativo cualquiera, usando (3) tenemos

(n + 1)xn+1 ≤ n + xn+1
n+1 .

Finalmente, sumando las dos últimas desigualdades obtenemos

n+1∑

i=1

ixi ≤
(

n

2

)

+ n +

n+1∑

i=1

xi
i ⇔

n+1∑

i=1

ixi ≤
(

n + 1

2

)

+

n+1∑

i=1

xi
i.

Eso completa nuestra prueba por inducción y la demostraci´on de la desigualdad.

Solución alternativa. Para cada número real no negativox y para cada entero positivo
k tenemos, por la desigualdad media aritmética-media geom´etrica (ver teorema 5 del
apéndice), que

xk + k − 1 = xk + 1 + · · · + 1
︸ ︷︷ ︸

k−1

≥ k
k
√

xk × 1 × · · · × 1 = kx.

La igualdad se da, parak ≥ 2, si y sólo six = 1.
Luego, utilizando lo anterior para cadaxi y sumando, tenemos que

n∑

i=1

ixi ≤
n∑

i=1

((i − 1) + xi
i) =

(
n

2

)

+

n∑

i=1

xi
i.

La igualdad se da si y sólo six2 = · · · = xn = 1 y x1 ≥ 0 es arbitraria.
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Problema 3.(Intermedio) En un paralelogramo están marcados el centroy los puntos
medios de los lados. Considera todos los triángulos cuyos vértices están en estos puntos
marcados. Ahora, en cada triángulo marca los puntos mediosde los lados y los puntos
medios de la medianas. ¿Cuántos puntos marcados habrá en total?

Solución.Denotemos porA, B, C, D y E, a los puntos medios de los lados del parale-
logramo y a su centro respectivamente, como se muestra en la figura. Hay 8 triángulos
cuyos vértices están en estos puntos, cuatro que tienen unvértice enE y cuatro para
los cualesE es punto medio de uno de sus lados.

b

b

b

b b

A

B

C

D
E

M P

Consideremos los triángulos que tienen un vértice enE y marquemos los puntos me-
dios de los lados y las medianas. Al marcar los puntos medios de los ladosAB, BC,
CD, AD, AE, BE, CE y DE, obtenemos8 puntos. Si marcamos ahora los puntos
medios de las medianas, obtenemos12 puntos más, pues cada triángulo tiene3 media-
nas.
Ahora consideremos los triángulos para los cualesE es punto medio de uno de sus
lados. Por ejemplo, en el triánguloABD los puntos medios de los lados ya están mar-
cados. LlamemosM al punto medio del ladoAB, entonces el punto medio de la recta
EM está marcado, ya queEM es mediana del triánguloABE. Observemos que como
E es punto medio deBD, la rectaEM es paralela aAD. Esto implica que el punto me-
dio de la medianaBP del triánguloABD está enEM (ver el teorema 9 del apéndice).
Además, comoP es punto medio deAD, el punto de intersección deEM y BP es el
punto medio deEM . Esto implica que los puntos medios de las medianas del triángu-
lo ABD que pasan porB y D ya están marcados. La tercera mediana del triángulo
ABD esAE, cuyo punto medio ya está marcado. Es decir, con el triángulo ABD no
marcamos ningún nuevo punto y lo mismo pasa con los otros tres triángulos para los
cualesE es el punto medio de uno de sus lados.
Por lo tanto, al final habrá5 + 8 + 12 = 25 puntos marcados.

Problema 4. (Avanzado) Con un plano, ¿cuál es el máximo número de caras de un
cubo, un octaedro y un dodecaedro que puedes cortar?

Solución. Un plano está definido por tres puntos, es decir, dados tres puntos en el
espacio hay un sólo plano que los contiene. Entonces, al cortar un poliedro con un
plano, el plano no puede cortar más de dos aristas de cada cara (ya que si no el plano
serı́a la cara). Además, si queremos maximizar el número de caras cortadas, no debe de
cortar todas las aristas que salen de un mismo vértice. Analicemos los tres poliedros.
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Por los argumentos anteriores, el plano no puede cortar másde 2(6)
2 = 6 aristas, ya

que un cubo tiene6 caras. Por lo tanto, no puede cortar más de6 caras. En la figura,
presentamos un tal corte del cubo: empezamos con un plano quecontiene una diagonal
y lo rotamos un poco para cortar las6 caras.

Como las caras del octaedro son triángulos, si una cara es cortada por el plano, de las
otras tres caras que pasan por cada uno de sus vértices hay almenos una que no es
cortada por el plano. Por lo tanto, se pueden cortar a lo más6 caras, una manera de
hacerlo es la siguiente.

Por los argumentos anteriores, el máximo número de aristas que se pueden cortar es
2(12)

2 = 12. Si colocamos el dodecaedro en un plano y cortamos con un plano paralelo,
es fácil ver que el máximo número de caras cortadas es10. Veamos que este es el mejor
corte. Tomemos una cara que es cortada con el plano. Si el plano corta las cinco caras
adyacentes a ella, corta sólo estas6 caras. Entonces, por cada cara cortada, al menos
una de las caras adyacentes no es cortada. Esto implica que elmáximo número de caras
cortadas es10.

Problema 5. (Avanzado) Determina el número de enterosn > 1 que cumplen que
a13 − a es divisible entren para todo enteroa.

Solución. (Marı́a del Rosario Soler Zapata y Martı́n Velasco Hernández, Chiapas).
Supongamos quen > 1 cumple la condición. Entonces,n|213−2 y n|313−3, por lo que
n|313−3−213+2, esto es,n|313−213−1. Como213−2 = 8, 190 = 2×32×5×7×13y
313−213−1 = 1, 594, 323−8, 192−1 = 1, 586, 130 = 2×3×5×72×13×83, entonces
los números primos que aparecen en la descomposición en primos den pertenecen al
conjuntoA = {2, 3, 5, 7, 13} y tienen exponente a lo más1 (ver el teorema 1 del
apéndice).
Ahora, sia es par (o impar), entoncesa13 es par (o impar), por lo quea13 − a es par.
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Luego,2|a13 − a para todo enteroa, y por lo tanto,n = 2 cumple la condición.
Por otra parte, por el pequeño teorema de Fermat, tenemos que para todo enteroa se
cumple que (ver la definición 3 y el teorema 4 del apéndice)

a3 ≡ a (mod3), (4)

a5 ≡ a (mod5), (5)

a7 ≡ a (mod7), (6)

a13 ≡ a (mod13). (7)

Veamos que sin 6= 2 está enA, entoncesn cumple la condición, es decir,a13 ≡
a (modn) para todo enteroa.

1. De (4) se sigue quea12 ≡ a4 (mod3), luegoa13 ≡ a5 ≡ a3 ≡ a (mod3), por
lo quea13 ≡ a (mod3).

2. De (5) se sigue quea10 ≡ a2 (mod5), luegoa13 ≡ a5 ≡ a (mod5), por lo que
a13 ≡ a (mod5).

3. De (6) se sigue quea13 ≡ a7 (mod7), luegoa13 ≡ a (mod7).

4. De (7) se sigue quen = 13 cumple la condición.

De lo anterior, se sigue que todos los elementos deA satisfacen la condición. Como
cualesquiera dos elementos deA son primos relativos, entonces todo entero de la forma
n = 2a · 3b · 5c · 7d · 13e (cona, b, c, d, e enteros mayores o iguales que0 y menores
o iguales que1) también será divisor dea13 − a para todo enteroa. Luego, los enteros
n > 1 que cumplen el problema son precisamente los divisores positivos distintos de1
del número2 · 3 · 5 · 7 · 13. Por lo tanto, la respuesta es25 − 1 = 31 enteros.

Solución alternativa. Sean > 1 un entero tal quea13−a es divisible entren para todo
enteroa. Tenemos quep2, conp primo, no divide an, ya quep2 no divide ap13 − p.
Luego,n es producto de primos distintos. Comon debe dividir al númeroa13 − a para
todo enteroa, en particularn debe dividir al número213 − 2 = 2 · 32 · 5 · 7 · 13. Ahora,
es claro que para todo enteroa se cumple quea2 ≡ a (mod2) (ver la definición 3 del
apéndice), ya quea2 − a = a(a − 1) es producto de dos enteros consecutivos. Luego,

a13 = (a2)6 · a ≡ a6 · a ≡ (a2)3 · a ≡ a3 · a ≡ a4 ≡ (a2)2 ≡ a2 ≡ a (mod2).

Análogamente, tenemos quea3 ≡ a (mod 3) para todo enteroa, puesa3 − a =
a(a − 1)(a + 1) es producto de tres enteros consecutivos. Luego,

a13 = (a3)4 · a ≡ a4 · a = a3 · a2 ≡ a · a2 = a3 ≡ a (mod3).

Usando congruencias módulo5, 7 y 13 es fácil demostrar (se deja al lector) que para
todo enteroa,

a5 ≡ a (mod5), a7 ≡ a (mod7) y a13 ≡ a (mod13),

y como en los dos casos anteriores se sigue quea13 ≡ a (mod5) y a13 ≡ a (mod7).
Luego,a13 ≡ a (mod 2 · 3 · 5 · 7 · 13) para todo enteroa, y por lo tanto los enteros
n > 1 que cumplen el problema son precisamente los divisores positivos distintos de1
del número2 · 3 · 5 · 7 · 13. Por lo tanto, la respuesta es25 − 1 = 31 enteros.
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a Olimpiada Mexicana de
Matemáticas

Del 8 al 14 de noviembre de 2009 se llevó a cabo en Campeche, Campeche, el Concurso
Nacional de la23a Olimpiada Mexicana de Matemáticas, con la participaciónde 31
estados de la República. El estado de Tabasco no participó. Los 17 alumnos ganadores
del primer lugar fueron:

Hernández González Flavio (Aguascalientes)
Arreola Gutiérrez Fernando Ignacio (Aguascalientes)
Zhou Tan David (Baja California)
Dosal Bustillos Manuel Enrique (Chihuahua)
Embarcadero Ruiz Daniel (Distrito Federal)
Calderón Camacho Irving Daniel (Estado de México)
Leal Camacho Manuel Alejandro (Jalisco)
Miranda Olvera José Luis (Jalisco)
Ortiz Rhoton Juan Carlos (Jalisco)
Belanger Albarrán Georges (Morelos)
Perales Anaya Daniel (Morelos)
Añorve López Fernando Josafath (Nuevo León)
Roque Montoya Diego Alonso (Nuevo León)
Jiménez Reichow Tilman (Oaxaca)
Guardiola Espinosa José Ramón (San Luis Potosı́)
Jiménez Benı́tez José Manuel (San Luis Potosı́)
Ucán Aké Raúl Eugenio (Yucatán)

Los 8 alumnos preseleccionados para la Olimpiada Matemática de Centroamérica y el
Caribe fueron:
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Garcı́a González Héctor Benjamı́n (Colima)
Ortiz Rhoton Juan Carlos (Jalisco)
González Cázares Jorge Ignacio (Jalisco)
Arancibia Alberro Marı́a Natalie (Morelos)
Roque Montoya Diego Alonso (Nuevo León)
Añorve López Fernando Josafath (Nuevo León)
Dı́az Calderón Julio César (Oaxaca)
Cervantes PéreźAngel Gustavo (Yucatán)

Aunque la participación en el Concurso Nacional es individual, es importante destacar
la labor que han llevado a cabo los estados de la República apoyando a sus concursan-
tes. Con el propósito de reconocer este trabajo, presentamos el registro de los estados
que ocuparon los primeros 10 lugares en el Concurso Nacionalde la23a Olimpiada
Mexicana de Matemáticas.

1. Jalisco
2. Morelos
3. San Luis Potosı́
4. Nuevo León
5. Distrito Federal
6. Yucatán
7. Chihuahua
8. Baja California
9. Aguascalientes
10. Oaxaca

En esta ocasión, el premio a la Superación Académica se llamó Copa “San Francisco
de Campeche” y fue ganado por San Luis Potosı́. El segundo y tercer lugar de este
premio lo ocuparon, Distrito Federal y Nuevo León, respectivamente.

A continuación presentamos los problemas del Concurso Nacional 2009. Los alumnos
tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para resolverlos.

Examen del Concurso Nacional 2009

Problema 1.SeanABC un triángulo yAD la altura sobre el ladoBC. Tomando aD
como centro y aAD como radio, se traza una circunferencia que corta a la rectaAB en
P , y corta a la rectaAC enQ. Muestra que el triánguloAQP es semejante al triángulo
ABC.

(Sugerido por Jesús Jerónimo Castro)

Problema 2.En cajas marcadas con los números0, 1, 2, 3, ... se van a colocar todos los
enteros positivos de acuerdo con las siguientes reglas:

Si p es un número primo éste se coloca en la caja con el número1.
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Si el númeroa se coloca en la caja con el númeroma y b se coloca en la caja
con el númeromb, entonces el producto dea y b, es decirab, se coloca en la caja
con el númeroamb + bma.

Encuentra todos los enteros positivosn que cuando se coloquen queden en la caja con
el númeron.

(Sugerido por José Antonio Gómez Ortega)

Problema 3.Seana, b, c números reales positivos tales queabc = 1. Muestra que

a3

a3 + 2
+

b3

b3 + 2
+

c3

c3 + 2
≥ 1 y que

1

a3 + 2
+

1

b3 + 2
+

1

c3 + 2
≤ 1.

(Sugerido por José Antonio Gómez Ortega)

Problema 4.Sean > 1 un entero impar y seana1, a2, . . . , an números reales distintos.
SeaM el mayor de estos números y seam el menor de ellos. Muestra que es posible
escoger los signos en la expresións = ±a1 ± a2 ± · · · ± an de manera que

m < s < M.

(Sugerido por Juan José Alba González)

Problema 5.Considera un triánguloABC y un puntoM sobre el ladoBC. SeaP la
intersección de las perpendiculares aAB porM y aBC porB, y seaQ la intersección
de las perpendiculares aAC porM y a BC porC. Muestra quePQ es perpendicular
aAM si y sólo siM es punto medio deBC.

(Sugerido por Eduardo Velasco Barreras)

Problema 6.En una fiesta conn personas, se sabe que de entre cualesquiera4 personas,
hay3 de las4 que se conocen entre sı́ o hay3 que no se conocen entre sı́. Muestra que
las n personas se pueden separar en2 salones de manera que en un salón todos se
conocen entre sı́ y en el otro salón no hay dos personas que seconozcan entre sı́.
Nota: conocerse se considera una relación mutua.

(Sugerido por Pablo Soberón Bravo)



46 Concurso Nacional 2009



Olimpiadas Internacionales

XXIV Olimpiada Iberoamericana

Este año, México tuvo el privilegio de organizar la XXIV Olimpiada Iberoamericana
de Matemáticas.́Esta se llevó a cabo en la ciudad de Querétaro, del 17 al 27 desep-
tiembre de 2009. México ocupó el5◦ lugar de entre los 21 paı́ses que participaron.
La delegación mexicana estuvo integrada por los alumnos: Manuel Guillermo López
Buenfil (Chihuahua), Erik Alejandro Gallegos Baños (Oaxaca), Daniel Perales Anaya
(Morelos), y César Bibiano Velasco (Morelos).
Manuel Guillermo obtuvo medalla de oro, Erick Alejandro y Daniel obtuvieron meda-
lla de plata y César mención honorı́fica.

A continuación presentamos los problemas de la XXIV Olimpiada Iberoamericana.
Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para resolverlos.

Problema 1.Sean un natural mayor que2. Supongamos quen islas están ubicadas en
un cı́rculo y que entre cada dos islas vecinas hay dos puentescomo en la figura.

x3xn

x2x1

xn−1 xj

Comenzando en la islax1, ¿de cuántas maneras se pueden recorrer los2n puentes
pasando por cada puente exactamente una vez?
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Problema 2.Para cada entero positivon se definean = n + m dondem es el mayor
entero tal que22m ≤ n2n. Determinar qué enteros positivos no aparecen en la sucesión
an.

Problema 3.SeanC1 y C2 dos circunferencias de centrosO1 y O2 con el mismo radio,
que se cortan enA y enB. SeaP un punto sobre el arcoAB deC2 que está dentro de
C1. La rectaAP corta aC1 enC, la rectaCB corta aC2 enD y la bisectriz de∠CAD

intersecta aC1 enE y a C2 enL. SeaF el punto simétrico aD con respecto al punto
medio dePE. Demostrar que existe un puntoX que satisface∠XFL = ∠XDC =
30◦ y CX = O1O2.

Problema 4.SeaABC un triángulo conAB 6= AC. SeanI el incentro deABC y P

el otro punto de intersección de la bisectriz exterior del ´anguloA con el circuncı́rculo
deABC. La rectaPI intersecta por segunda vez al circuncı́rculo deABC en el punto
J . Demostrar que los circuncı́rculos de los triángulosJIB y JIC son tangentes aIC

y a IB, respectivamente.

Problema 5.La sucesiónan está definida por:

a1 = 1, a2k = 1 + ak y a2k+1 =
1

a2k

, para todo enterok ≥ 1.

Demostrar que todo número racional positivo aparece exactamente una vez en esta
sucesión.

Problema 6.Alrededor de una circunferencia se marcan6000 puntos y cada uno se
colorea con uno de10 colores dados, de manera tal que entre cualesquiera100 puntos
consecutivos siempre figuran los10 colores. Hallar el menor valork con la siguiente
propiedad: Para toda coloración de este tipo existenk puntos consecutivos entre los
cuales figuran los10 colores.

XI Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 4 al 10 de octubre de 2009, se celebró en Girardot, Colombia, la XI Olimpiada
Matemática de Centroamérica y el Caribe. La delegación mexicana estuvo integrada
por los alumnos: Manuel Enrique Dosal Bustillos (Chihuahua), Jorge Vargas Garza
(Distrito Federal), y Diego Alonso Roque Montoya (Nuevo Le´on).
Jorge y Manuel Enrique obtuvieron medalla de oro, y Diego Alonso medalla de plata.
México ocupó el primer lugar de12 paı́ses participantes.

A continuación presentamos los problemas de la XI Olimpiada Centroamericana y del
Caribe. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatro horas y media cada una para
resolverlos.
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Problema 1.SeaP (n) el producto de los dı́gitos no nulos del entero positivon. Por
ejemplo,P (4) = 4, P (50) = 5, P (123) = 6, P (2009) = 18. Halle el valor de la
suma:

P (1) + P (2) + · · · + P (2008) + P (2009).

Problema 2.Dos circunferenciasΓ1 y Γ2 se intersectan en los puntosA y B. Considere
una circunferenciaΓ contenida enΓ1 y Γ2, tangente a ellas respectivamente enD y E.
SeanC uno de los puntos de intersección de la rectaAB conΓ1, F la intersección de
la rectaEC conΓ2 y G la intersección de la rectaDC conΓ1. SeanH e I los puntos
de intersección de la rectaED conΓ1 y Γ2, respectivamente. Demuestre queF , G, H

eI están sobre una misma circunferencia.

Problema 3. Se tienen2009 cajas numeradas del1 al 2009, algunas de las cuales
contienen piedras. Dos jugadoresA y B juegan alternadamente, comenzando porA.
Una jugada consiste en seleccionar una cajai que no esté vacı́a, tomar una o más
piedras de esa caja y ponerlas en la cajai + 1. Si i = 2009, las piedras que se tomen se
desechan. El jugador que retire la última piedra (dejando todas las cajas vacı́as) gana.

1. Suponiendo que inicialmente en la caja2 hay 2009 piedras y todas las demás
cajas(1, 3, 4, 5, . . . , 2009) están vacı́as, halle una estrategia ganadora para uno
de los dos jugadores y justifı́quela.

2. Suponiendo que inicialmente cada caja contiene exactamente una piedra, halle
una estrategia ganadora para uno de los dos jugadores y justifı́quela.

Problema 4.Se desea colocar números naturales alrededor de una circunferencia cum-
pliendo la siguiente propiedad: Las diferencias entre cadapar de números vecinos, en
valor absoluto, son todas diferentes.

1. ¿Será posible colocar los números del1 al 2009 satisfaciendo la propiedad?

2. ¿Será posible suprimir alguno de los números del1 al 2009, de tal manera que
los2008 números restantes se puedan colocar satisfaciendo la propiedad?

Problema 5.DadoABC un triángulo acutángulo y escaleno, seaH su ortocentro,O
su circuncentro,E y F los pies de las alturas trazadas desdeB y C, respectivamente.
La rectaAO corta nuevamente al circuncı́rculo del triángulo en un punto G y a los
segmentosFE y BC en los puntosX y Y , respectivamente. La rectaAH corta a la
tangente al circuncı́rculo trazada porG en un puntoZ. Demuestre queHX es paralelo
aY Z.

Problema 6.Encuentre todos los números primosp y q tales quep3 − q5 = (p + q)2.



50 XI Olimpiada Centroamericana y del Caribe



Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

50
a Olimpiada Internacional

La 50a Olimpiada Internacional de Matemáticas se llevó a cabo del 10 al 22 de julio de
2009 en Bremen, Alemania, con la participación de104 paı́ses. México ocupó el lugar
número50. La delegación que representó a México estuvo integradapor los alum-
nos: Flavio Hernández González (Aguascalientes), Manuel Guillermo López Buenfil
(Chihuahua), LuisÁngel Isaı́as Castellanos (Colima), César Bibiano Velasco (Mo-
relos), César Ernesto Rodrı́guez Angón (Distrito Federal) y Erik Alejandro Gallegos
Baños (Oaxaca). Los alumnos, Manuel Guillermo, César Bibiano y Erik Alejandro
obtuvieron medalla de bronce, y Flavio obtuvo mención honorı́fica.

A continuación presentamos los problemas con sus soluciones de la50a Olimpiada
Internacional. Los alumnos tuvieron dos sesiones de cuatrohoras y media cada una
para resolverlos.

Hemos incluido en el problema6 una solución de un exolı́mpico debido a que es una
solución muy elegante.

Problema 1.Sean un entero positivo y seana1, . . . , ak (k ≥ 2) enteros distintos del
conjunto{1, . . . , n}, tales quen divide aai(ai+1−1), parai = 1, . . . , k−1. Demostrar
quen no divide aak(a1 − 1).

Solución. Por hipótesis, parai = 1, . . . , k − 1 tenemos que

aiai+1 ≡ ai (modn),

lo cual implica que

a1 . . . ak−1ak ≡ a1 · · · ak−1 ≡ a1 · · · ak−2 ≡ · · · ≡ a1 (modn).
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Ahora bien, supongamos queaka1 ≡ ak (modn), entonces

a1 · · ·ak−1ak ≡ aka1 · · · ak−1 ≡ aka1 · · · ak−2 ≡ · · · ≡ aka1 ≡ ak (modn).

Luego,a1 ≡ ak (modn). Comoa1 y ak son números del conjunto{1, . . . , n}, enton-
cesa1 = ak, lo cual es una contradicción.

Problema 2.SeaABC un triángulo con circuncentroO. SeanP y Q puntos interiores
de los ladosCA y AB, respectivamente. SeanK, L y M los puntos medios de los
segmentosBP , CQ y PQ, respectivamente, yΓ la circunferencia que pasa porK, L

y M . Se sabe que la rectaPQ es tangente a la circunferenciaΓ. Demostrar queOP =
OQ.

Solución de César Bibiano Velasco.ComoPQ es tangente aΓ, entonces∠MKL =
∠LMP = α. ComoM y L son puntos medios dePQ y QC, respectivamente, tenemos
queML y PC son paralelas y∠LMP = ∠APQ = α. Por lo tanto,∠MKL =
∠APQ = α. Análogamente∠AQP = ∠MLK = β.

b

A

B

C

P

Q

K
L

O

Y

X

M
α

α

α

β

β

Entonces los triángulosAQP y MLK son semejantes, luego tenemos queAQ
ML

=
QP
LK

= AP
MK

, de donde
AQ

AP
=

ML

MK
=

PC
2

QB
2

=
PC

QB
,

dado queML = PC
2 , puesM y L son puntos medios yML es paralela aPC. Enton-

ces,
AQ · QB = AP · PC.
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SeanX y Y los puntos de intersección dePQ con el circuncı́rculo del triánguloABC.
Por potencia desdeQ enAXY B, tenemos queAQ · QB = XQ · QY . Por potencia
desdeP enAY CX , tenemos queAP ·PC = XP ·PY . Ahora bien, comoAQ·QB =
AP ·PC, entoncesXQ ·QY = XP ·PY . Si a = XQ, b = QP y c = PY , entonces

a(b + c) = (a + b)c

ab + bc = ac + bc

a = c,

es decir,XQ = PY . PeroM es punto medio dePQ, luegoM es punto medio deXY ,
entoncesMO es perpendicular aXY , y comoMP = MQ, entoncesOQ = OP .

Problema 3.Seas1, s2, s3, . . . una sucesión estrictamente creciente de enteros positi-
vos tal que las subsucesiones

ss1 , ss2 , ss3 , . . . y ss1+1, ss2+1, ss3+1, . . .

son ambas progresiones aritméticas. Demostrar que la sucesións1, s2, s3, . . . es tam-
bién una progresión aritmética.

Solución. SeaD la diferencia común de la progresiónss1 , ss2 , ss3 , . . . . Consideremos
paran = 1, 2, . . .,

dn = sn+1 − sn.

Debemos probar quedn es constante. Primero probaremos que el númerodn está aco-
tado. De hecho, por hipótesisdn ≥ 1 para todan. Entonces, tenemos que para toda
n

dn = sn+1 − sn ≤ dsn
+ dsn+1 + · · · + ds(n+1)−1 = ssn+1 − ssn

= D.

El hecho de quedn esté acotado implica que existen

m = min{dn : n = 1, 2, . . .}

y
M = max{dn : n = 1, 2, . . .}.

Basta probar quem = M . Supongamos quem < M . Escogemosn tal quedn = m.
Si consideramos una suma telescópica dem = dn = sn+1− sn elementos no mayores
queM , obtenemos

D = ssn+1 − ssn
= ssn+m

− ssn
= dsn

+ dsn+1 + · · · + dsn+m−1 ≤ mM,

donde la igualdad se da si y sólo si todos los términos de la suma son iguales aM .
Ahora, escogemosn tal quedn = M y consideramos una suma telescópica deM

elementos no menores quem, obteniendo

D = ssn+1 − ssn
= ssn+M

− ssn
= dsn

+ dsn+1 + · · · + dsn+M−1 ≥ Mm,
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donde la igualdad se da si y sólo si todos los términos de la suma son iguales am. Las
desigualdades anteriores implican queD = Mm, de donde

dsn
= dsn+1 = · · · = ds(n+1)−1 = M si dn = m,

dsn
= dsn+1 = · · · = ds(n+1)−1 = m si dn = M.

Por lo tanto,dn = m implica quedsn
= M . Observemos quesn ≥ s1 + (n − 1) ≥ n

para todan, ademássn > n si dn = n, dado que en el caso en quesn = n tendrı́amos
m = dn = dsn

= M en contradicción con el hecho de que supusimos quem < M .
De la misma maneradn = M implica quedsn

= m y sn > n. En consecuencia, existe
una sucesión estrictamente crecienten1, n2, . . . tal que

dsn1
= M, dsn2

= m, dsn3
= M, dsn4

= M, . . .

La sucesiónds1 , ds2 , . . . es la sucesión de las diferencias por pares dess1+1, ss2+1, . . .,
que también es una sucesión aritmética. Por lo tanto,m = M .

Problema 4.SeaABC un triángulo conAB = AC. Las bisectrices de los ángulos
∠CAB y ∠ABC cortan a los ladosBC y CA enD y E, respectivamente. SeaK el
incentro del triánguloADC. Supongamos que el ángulo∠BEK = 45◦. Determinar
todos los posibles valores de∠CAB.

Solución. Veamos que∠CAB = 60◦ ó ∠CAB = 90◦ son posibles valores para el
ángulo y que son los únicos posibles valores.
ComoKC es bisectriz de∠ACD eIC es bisectriz de∠ACB, entoncesI, K y C son
colineales.

b

b

A

B
C

E

D

K

I

F

α α
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ComoDK es bisectriz de∠ADC = 90◦, entonces∠IDK = ∠CDK = 45◦. SeaF
el pie de la perpendicular deI sobreAC. ComoI equidista deBC y AC, entonces
ID = IF . Luego, los triángulosIDC e IFC son congruentes (ambos son triángulos
rectángulos y tienen dos lados iguales). EntoncesFK es bisectriz de∠IFC, de donde
∠IFK = 45◦, luego∠IEK = ∠IFK, entonces,IEFK es cı́clico.
Sea∠A = 2α. Entonces,∠BAD = ∠CAD = α, luego∠ABI = ∠DBI =
∠DCI = ∠ACI = 45◦ − α

2 , de donde∠BIC = 90◦ + α, y por lo tanto,

∠EIK = 90◦ − α.

Como∠BEK = 45◦, tenemos tres posibles casos:

1. SiE está entreF y C, entonces∠FIC > ∠EIC, de donde,45◦+ α
2 > 90◦−α,

es decir,30◦ < α. ComoIFEK es cı́clico, entonces∠EFK = ∠EIK = 45◦,
luego∠EIK = 45◦ = 90◦ − α, de dondeα = 45◦ y ∠CAB = 90◦.

2. SiF está entreE y C, entoncesα < 30◦. ComoIFEK es cı́clico, tenemos que
∠EIK = 180◦ − ∠EFK = 45◦, pero∠EIK = 90◦ − α, luegoα = 45◦, lo
cual es una contradicción puesα < 30◦.

3. SiF = E, entoncesBI es perpendicular aAC, luegoBI es altura y bisectriz,
de donde el triánguloABC es isósceles conAB = BC, peroAB = AC, luego
ABC es equilátero y∠CAB = 60◦.

Por lo tanto,∠CAB = 60◦ ó ∠CAB = 90◦.
Ahora bien, si∠CAB = 60◦, entonces el triánguloABC es equilátero. Más aún
tenemos queF = E, luego∠BEK = ∠IFK = 45◦. Por lo tanto,60◦ es un valor
posible para∠CAB. Ahora consideremos el caso en que∠CAB = 90◦, entonces
∠CBA = ∠ACB = 45◦ y ∠EIK = ∠EFK = 45◦. Luego,∠BEK = 45◦. Por lo
tanto, también90◦ es un posible valor para∠CAB.

Problema 5.Determinar todas las funcionesf del conjunto de los enteros positivos en
el conjunto de los enteros positivos tales que, para todos los enteros positivosa y b,
existe un triángulo no degenerado cuyos lados miden

a, f(b) y f(b + f(a) − 1).

(Un triángulo esno degeneradosi sus vértices no están alineados).

Solución.Veamos que la función identidad,f(x) = x es la única función que satisface
las condiciones del problema.
Si f(x) = x para todo entero positivox, entonces las medidas de los tres lados son:
x, y = f(y) y z = f(y + f(x) − 1) = x + y − 1. Comox ≥ 1 y y ≥ 1, tenemos
quez ≥ max{x, y} > |x − y| y z < x + y. Luego, tenemos que existe un triángulo
no degenerado cuyos lados miden,x, y y x + y − 1. Ahora bien, veamos que no existe
otra función.
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1. Demostraremos quef(1) = 1. Supongamos quef(1) = 1 + m > 1. Conside-
rando el triángulo cuyos lados miden1, f(y) y f(y + m), tenemos que

1 + f(y) > f(y + m) > f(y) − 1,

lo cual implica quef(y + m) = f(y). Luego,f esm-periódica y por lo tanto es
acotada. SeaB una cota, es decirf(x) ≤ B para todax. Si escogemosx > 2B,
entonces

x > 2B ≥ f(y) + f(y + f(x) − 1),

lo cual es una contradicción, ya que el triángulo de ladosx, f(y) y f(y+f(x)−1)
serı́a degenerado. Por lo tanto,f(1) = 1.

2. 2. Demostraremos que para todo enteroz tenemos quef(f(z)) = z. Tomando
el triángulo cuyos lados midenz, f(1) = 1 y f(1 + f(z) − 1) = f(f(z)), se
deduce quef(f(z)) = z para todoz.

3. Demostraremos que para todo enteroz ≥ 1, se cumple quef(z) ≤ z. Supon-
gamos que existe algunaz tal quef(z) > z. Seaf(z) = w + 1. Por el Paso
1 sabemos quew ≥ z ≥ 2. SeaM = max{f(1), f(2), . . . , f(w)} el mayor
valor def para los primerosw enteros. Primero demostraremos que no existe un
entero positivot con

f(t) >
z − 1

w
· t + M, (8)

de lo contrario descomponemos el menor valort comot = wr + s, donder es
un entero y1 ≤ s ≤ w.
Por reducción al absurdo, supongamos que (8) es válida y tomemost el mı́nimo
número que cumple (8). Por la definición deM tenemos quet > w. Tomando el
triángulo con ladosz, f(t − w) y f((t − w) + f(z) − 1) tenemos que

z + f(t − w) > f((t − w) + f(z) − 1) = f(t).

Entonces,

f(t − w) ≥ f(t) − (z − 1) >
z − 1

w
(t − w) + M,

en contradicción con quet es el mı́nimo. Por lo tanto, la desigualdad (8) falla
para todat ≥ 1, y hemos probado que

f(t) ≤ z − 1

w
· t + M. (9)

Ahora bien, utilicemos la desigualdad (9) para terminar de demostrar el Paso 3.
Comoz ≤ w, tenemos quez−1

w
< 1 y podemos escoger un enterot suficiente-

mente grande que cumpla la condición

(
z − 1

w

)2

t +

(
z − 1

w
+ 1

)

M < t.
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Aplicando dos veces la desigualdad (9) tenemos

f(f(t)) ≤ z − 1

w
f(t) + M ≤ z − 1

w

(
z − 1

w
t + M

)

+ M < t

en contradicción con el Paso 2. Por lo tanto, para todo entero z ≥ 1, tenemos
quef(z) ≤ z.

4. Finalmente, por el Paso 2 y el Paso 3, obtenemos que

z = f(f(z)) ≤ f(z) ≤ z.

Por lo tanto,f(z) = z para todo entero positivoz.

Problema 6.Seana1, a2, . . . , an enteros positivos distintos yM un conjunto den− 1
enteros positivos que no contiene al números = a1 + a2 + · · · + an. Un saltamontes
se dispone a saltar a lo largo de la recta real. Empieza en el punto0 y dan saltos hacia
la derecha de longitudesa1, a2, . . . , an, en algún orden. Demostrar que el saltamontes
puede organizar los saltos de manera que nunca caiga en un punto deM .

Solución de Pablo Sobeŕon Bravo. La demostración la haremos por inducción fuerte
sobren. Para eso ordenemos los pasosa1 < a2 < · · · < an y los elementos deM ,
b1 < b2 < · · · < bn−1. Seas′ = a1 + a2 + · · · + an−1. Si quitamos aan y a bn−1

tenemos dos casos.

1. s′ no está entre los primerosn − 2 elementos deM . En este caso por inducción
ordenamos los primerosn − 1 saltos para llegar as′. Si en algún momento lle-
gamos abn cambiamos ese último paso poran y luego seguimos de cualquier
manera para llegar as.

2. s′ es uno de los primeron − 2 elementos deM . Si esto sucede, entonces como
s′ = s−an está entreM , entre los2(n−1) números de la formas−ai, s−ai−an

con1 ≤ i ≤ n − 1 hay a lo másn − 2 enM . Con esto hay un númeroi tal que
s − ai y s − ai − an no están enM . Notemos que entres − ai − an y s debe
haber al menos2 números deM , por lo que por inducción podemos usar los
otrosn− 2 saltos para llegar as − ai − an, luego usarai y luegoan para llegar
a s.

Solución alternativa.Representemos una ruta del saltamontes por la secuencia de ´ındi-
ces(i1, i2, i3, . . . , in), si realizó los saltos consecutivosai1 , ai2 , ai3 , . . . , ain

. Demos-
traremos por inducción. Los casosn = 0, 1 son triviales. Ahora supongamos que para
todos los valores menores quen el saltamontes puede organizar los saltos de manera
que nunca caiga en un punto deM . Podemos suponer quea1 < a2 < a3 < · · · < an.
Sead = min M .

1. Supongamos qued < an.

Si an no pertenece aM , entonces por hipótesis de inducción el saltamontes
puede saltar dean a s, no pasando por los puntos deM\{d}, utilizando los
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saltosa1, . . . , an−1. Luego, si ponemos aan al inicio de la secuencia de saltos
obtendremos la ruta deseada.

Ahora supongamos quean pertenece aM . Consideremosn conjuntos ajenos
por parejas{an}, {a1, a1 +an}, {a2, a2 +an}, . . . , {an−1, an−1 +an}. Uno de
ellos no intersecta aM , digamos que es{ai, ai + an}. Entonces

|M ∩ [ai + an, s]| ≤ n − 3,

puesd < an < ai + an. Luego, el saltamontes puede saltar deai + an a s

utilizando todos los saltos exceptoai y an. Entonces, poniendoai y an al inicio
de la secuencia de saltos obtendremos la ruta deseada.

2. Supongamos qued ≥ an.

M ′ = M\{d}. Por hipótesis de inducción, el saltamontes puede saltardean as,
sin pasar por los puntos deM ′, utilizando los saltosa1, . . . , an−1 y la correspn-
diente secuencia de ı́ndices(i1, i2, i3, . . . , in−1). Si la ruta no pasa también pord

(en particular, se cumple sid > an), entonces la secuenciaU = (n, i1, . . . , in−1)
provee la ruta deseada. De lo contrario, esta ruta contiene exactamente un pun-
to deM (el puntod), y tenemos quean + ai1 + · · · + aik

= d para algún
0 ≤ k ≤ n − 1.

En el último caso, consideremos la ruta representada por

(i1, . . . ik+1, n, ik+2, . . . , in−1).

Comoai1 + · · · + aik+1
< ai1 + · · · + aik

+ an = d, el saltamontes no puede
caer en los puntos deM durante los primerosk +1 saltos. Por otro lado, durante
el resto del recorrido cae en los mismos puntos que en la rutaU (y estos puntos
no son menores queai1 + · · ·+aik+1

+an > d), de modo que tampoco caerá en
los puntos deM . Por lo tanto, hemos encontrado las rutas deseadas en todos los
casos.
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A continuación presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemáticas para el primer trimestre del año 2010.

Segunda quincena de enero

Envı́o de material a los estados: primer número de la revista Tzaloa, convocato-
ria, trı́ptico y nombramiento de delegado.

Del 21 al 31 de enero de 2010 en Colima, Colima

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicación de tres exámenes
de entrenamiento.

Primera quincena de marzo

Envı́o a los estados del primer examen de práctica propuesto por el Comité Or-
ganizador de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas.

Del 4 al 14 de marzo en Guanajuato, Guanajuato

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicación de dos exámenes
de entrenamiento y del examen de la XXIII Olimpiada de la Cuenca del Pacı́fico.

19 y 20 de marzo

Aplicación, en los estados resgistrados con este propósito, del primer examen
de práctica propuesto por el Comité Organizador de la Olimpiada Mexicana de
Matemáticas.

Del 26 al 28 de marzo en Guanajuato, Guanajuato

Curso de entrenadores.
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Apéndice

Teorema 1 (Factorizacíon en primos) Todo enteron mayor que1 puede expresarse
como un producto de primos (con, tal vez, solamente un factor).
Ver [5, 7].

Criterios 2 (Divisibilidad) Un número entero es divisible

entre2, si el d́ıgito de las unidades es un número par.

entre3, si la suma de sus dı́gitos es divisible entre3.

entre4, si el ńumero formado por los dośultimos d́ıgitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre4.

entre5, si el d́ıgito de las unidades es5 ó 0.

entre6, si es divisible entre2 y 3.

entre7, si lo es tambíen el ńumero de dos cifras que obtengamos con el siguiente
proceso: tomamos el dı́gito de las unidades y lo duplicamos; el resultado se lo
restamos al ńumero original sin el d́ıgito de las unidades; repetimos el proceso
hasta obtener un ńumero de dos cifras.

entre8, si el ńumero formado por sus treśultimos d́ıgitos es divisible entre8.

entre9, si la suma de sus dı́gitos es divisible entre9.

entre10, si el d́ıgito de las unidades es0.

entre11, si obtenemos0 o un ḿultiplo de 11 con el siguiente proceso: nume-
ramos todos los d́ıgitos del ńumero de izquierda a derecha. Sumamos todos los
dı́gitos que ocupan un lugar par en el número y le restamos la suma de todos los
dı́gitos que ocupan una posición impar en el ńumero.

Ver [7, 8].
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Definición 3 (Módulos) Dados dos ńumeros enteros positivosn, m decimos quen ≡
r(mod m) si el residuo al dividirn entrem es igual ar. Dicho de otra forma,n

m
=

d + r
m

.
Ver [8].

Teorema 4 (Pequẽno teorema de Fermat)Si p es un ńumero primo, para cualquier
número naturala tenemos queap ≡ a (modp).
Ver [5, 7].

Teorema 5 (Desigualdad media aritḿetica - media geoḿetrica) Six1, x2, . . . , xn son
números reales positivos, entonces

x1 + x2 + · · · + xn

n
≥ n

√
x1x2 · · ·xn

y la igualdad se cumple si y sólo six1 = x2 = · · · = xn.
Ver [3].

Teorema 6 (F́ormula de Pascal) Para dos enteros no negativosn, m conn > m te-
nemos que

(
n

m

)

=

(
n − 1

m

)

+

(
n − 1

m − 1

)

.

Ver [4, 6, 9].

Teorema 7 (F́ormulas deárea) El área de un rect́angulo de ladosa y b esa × b.
El área de un tríangulo es igual a12hl, dondel es la medida de un lado yh es la medida
de la altura sobre dicho lado.
El área de un ćırculo de radior es igual aπr2.
Ver [1, 2].

Definición 8 (Ángulos entre paralelas) Cuando una recta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ochóangulos que numeramos del1 al 8, como se muestra en la figura.

1 2

3 4

5 6

7 8

l3

l1 l2

Si la rectal3 intersecta a las rectasl1 y l2, decimos que estransversal a ellas. Los
ángulos2, 4, 5 y 7 est́an entre las rectasl1 y l2, los llamamośangulos internos, los
ángulos restantes los llamamosángulos externos. Losángulos en lados opuestos por
la transversall3 se llamanángulos alternos, como por ejemplo3 y 5. A losángulos4
y 5 les llamamosalternos internosy losángulos3 y 6 sonalternos externos.
A losángulos que están en la posicíon correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo3 y 7 los llamamosángulos correspondientes. Entonces, los pares de
ángulos correspondientes en la figura anterior son3 y 7, 1 y 5, 4 y 8, 2 y 6.
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Si l1 y l2 son paralelas lośangulos alternos internos son iguales.
Ver [2].

Teorema 9 (Teorema de Thales)Consideremos tres rectas y dos rectas transversales
a éstas como se muestra en la figura. Tenemos que siAD, BE y CF son paralelas
entoncesAB

BC
= DE

EF
. Rećıprocamente, siAB

BC
= DE

EF
y dos de las rectasAD, BE o

CF son paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.

C

B

A

F

E

D

Ver [1, 2].

Teorema 10 (Suma de lośangulos internos de un tríangulo) La suma de lośangu-
los internos de un tríangulo es180◦.
Ver [1, 2].

Teorema 11 (Teorema de Pit́agoras) En un triángulo rect́angulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
Ver [1, 2] y el art́ıculo de este ńumero.

Lema 12 (Segmento entre puntos medios)El segmento que une los puntos medios
de dos lados de un triángulo es paralelo al tercer lado y de longitud igual a la mitad
de tal tercer lado.
Ver [1, 2].

Definición 13 (Congruencia de tríangulos) Los triángulosABC y A′B′C′ son con-
gruentes si lośangulos y los lados del triánguloABC son iguales a lośangulos y los
lados del tríanguloA′B′C′.
Ver [1, 2].

Criterio 14 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de triángu-
los nos dice que si tenemos dos triángulos con un lado igual y dośangulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce comoángulo-lado-
ánguloy lo denotamos comoALA .
Ver [1, 2].

Criterio 15 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de triángu-
los nos dice que si tenemos dos triángulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le conoce comolado-lado-ladoy lo deno-
tamos comoLLL .
Ver [1, 2].
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Definición 16 (Semejanza de tríangulos) Los triángulosABC y A′B′C′ son seme-
jantes, si suśangulos respectivos son iguales, es decir,

∠ABC = ∠A′B′C′

∠ACB = ∠A′C′B′

∠BAC = ∠B′A′C′

y sus lados hoḿologos son proporcionales, esto es

AB

A′B′ =
BC

B′C′ =
CA

C′A′ .

Ver [1, 2].

Criterio 17 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déangulos correspondientes
de los tríangulosABC y A′B′C′ son iguales, entonces los triángulos son semejantes.
A esta relacíon le llamamośangulo-́angulo y la denotamos como AA.
Ver [1, 2].

Definición 18 (Bisectriz) Dado unángulo∠ABC su bisectriz es la recta que lo divide
en dosángulos iguales. Equivalentemente, la bisectriz delángulo∠ABC es la recta
que equidista deAB y BC.
Ver [1, 2].

Teorema 19 (Bisectrices)Las bisectrices internas de un triángulo concurren en un
punto que es el centro de la circunferencia inscrita en el triángulo. El punto de concu-
rrencia se llama el incentro.
Ver [1, 2].

Teorema 20 (Ley de los cosenos)En un triángulo de ladosa, b y c, se cumple la re-
lación

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα,

dondeα es elángulo opuesto al ladoa.
Ver [2].

Teorema 21 (Medida delángulo inscrito) La medida de uńangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, es decir, la
mitad delángulo central que subtiende el mismo arco.
Ver [1, 2].

Definición 22 (Cuadrilátero cı́clico) Un cuadrilátero es ćıclico si existe un ćırculo
que pase por lo cuatro vértices.
Ver [2].

Teorema 23 (Cuadrilátero cı́clico) Un cuadriláteroABCD es ćıclico si y śolo si la
suma de lośangulos opuestos es igual a180◦, es decir, si y śolo si

∠DAB + ∠BCD = ∠ABC + ∠CDA = 180◦.

Ver [2].
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[3] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gómez Ortega, R. Valdez Delgado. Desigualda-
des. Cuadernos de Olimpiadas de Matemáticas. Instituto de Matemáticas de la
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jjmb72@gmail.com

Chiapas–Marı́a del Rosario Soler Zapata

Universidad Autónoma de Chiapas
Centro de Estudios en Fı́sica y Matemáticas Básicas y Aplicadas
Calle4a Oriente 1428, entre13a y 14a Norte
Tuxtla Gutiérrez, Chiapas
Tel. (961) 6 18 30 21
msolerza@unach.mx

Chihuahua–David Cosśıo Ruiz

Universidad Autónoma de Ciudad Juárez
Instituto de Ingenierı́a y Tecnologı́a
Departamento de Fı́sica y Matemáticas
Av. del Charro 450 Nte
C.P. 32310, Cd. Juárez, Chihuahua
Tel. (656) 6 88 48 87
Fax (656) 6 88 48 13
sirio11@gmail.com
http://ommch.blogspot.com

Coahuila–Silvia Carmen Morelos Escobar

Universidad Autónoma de Coahuila
Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas
Edif. D, Unidad Camporredondo
C.P. 25000, Saltillo, Coahuila
Tel. (844) 414 47 39, 414 88 69 y 411 82 57
Fax (844) 411 82 57
Tel. casa (844) 431 34 85 y Tel. cel. (844) 437 72 19
smorelos@mate.uadec.mx
silvia.morelos@gmail.com
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Colima–Ing. Mart́ın Eliseo Isáıas Raḿırez

Universidad de Colima, Facultad de Ciencias
Bernal Dı́az del Castillo 340
Col. Villa San Sebastián
C.P. 28045, Colima, Colima
Tel. (312) 31 610 00, ext. 47058
http://ommcolima.ucol.mx
ommcol@ucol.mx
martin isaias@ucol.mx

Distrito Federal–Alejandro Bravo Mojica

Universidad Nacional Autónoma de México
Facultad de Ciencias, Departamento de Matemáticas, cubı́culo 230
Circuito Exterior, Ciudad Universitaria
C.P. 04510, México D.F
Tel. (55) 56 22 38 99 # 45747
Fax (55) 56 22 54 10
abm@hp.fciencias.unam.mx

Durango–Armando Mata Romero

Universidad Juárez del Estado de Durango
Escuela de Matemáticas
Av. Veterinaria 210, Col. Valle del Sur
C.P. 34120, Durango, Durango
Tel. y Fax (618) 1 30 11 39
angelhiram@hotmail.com

Guanajuato–Dr. Manuel Cruz Ĺopez

Departamento de Matemáticas
Universidad de Guanajuato
Callejón Jalisco s/n Valenciana Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 1 02 61 02 ext. 1203
direc.demat@quijote.ugto.mx

Guerrero–Gonzalo Delgado Espinoza

Universidad Autónoma de Guerrero
Facultad de Matemáticas
Calle Carlos E. Adame 54, Col. Garita
C.P. 39650, Acapulco, Guerrero
Tel. y Fax: (744) 4 87 25 00
Tel. cel. (744) 4 30 92 54
deggonzalo@yahoo.com.mx
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Hidalgo–Anna Tarasenko

Universidad Autónoma del Estado de Hidalgo
Edif. Centro de Investigación en Matemáticas, Institutode Ciencias Básicas
Carretera Pachuca Tulancingo km. 4.5
C.P. 42074, Mineral de la Reforma, Hidalgo
Tel. (771) 7 17 21 58
Fax (771) 7 17 21 58
anataras@uaeh.edu.mx

Jalisco–Marı́a Eugenia Guzḿan Flores

Universidad de Guadalajara
Centro Univ. de Ciencias Exactas e Ingenierı́a, Departamento de Matemáticas
Av. Revolución 1500, Edificio V, planta baja
C.P. 44420, Guadalajara, Jalisco
Tel. y Fax (33) 13 78 59 00 ext. 7753
floresguz55@yahoo.com.mx

Estado de México–Olga Rivera Bobadilla

Universidad Autónoma del Estado de México
Facultad de Ciencias
Instituto Literario No. 100, Col. Centro
C.P. 50000, Toluca, Estado de M”exico
Tel. (722) 2 96 55 56
Fax (722) 2 96 55 54
orb@uaemex.mx
matematicasolimpiada@yahoo.com.mx

Michoacán–Armando Seṕulveda Ĺopez

Universidad Michoacana de San Nicolás de Hidalgo
Departamento de Matematica Educativa
Facultad de Ciencias Fı́sico Matemáticas, Ciudad Universitaria
C.P. 58060, Morelia, Michoacán
Tel. (443) 3 26 21 46, ext. 130 y (443) 3 22 35 00, ext. 3063
asepulve@umich.mx

Morelos–Larissa Sbitneva

Universidad Autónoma del Estado de Morelos, Facultad de Ciencias
Av. Universidad 1001, Col. Chamilpa
C.P. 62209, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 3 29 70 20
Fax (777) 3 29 70 40
larissa@uaem.mx
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Nayarit–Francisco Javier Jara Ulloa

Universidad Autónoma de Nayarit
Secretarı́a de educación media y superior
Cd. de la cultura, Amado Nervo
C.P. 63157, Tepic, Nayarit
Tel. (311) 2 11 88 00 ext. 8809
jaraulloa@gmail.com

Nuevo Léon–Alfredo Alańıs Durán

Universidad Autónoma de Nuevo León
Facultad de Ciencias Fı́sico-Matemáticas
Del Colegio 1077
Col. Valle de las Flores
C.P. 66450, San Nicolás, Nuevo León
Tel. (81) 83 29 40 30, ext. 6130 y (81) 83 13 16 26
Fax (81) 83 52 29 54
aalanis56@hotmail.com

Oaxaca–Sara Carrillo Uribe

Academia de Matemáticas, Escuela de Ciencias
Universidad Autónoma Benito Juárez de Oaxaca
Ciudad Universitaria, Av. Universidad s/n
Ex Hacienda de 5 Seores, CP 68120, Oaxaca, Oaxaca
Tel. y Fax (951) 1 44 80 56
mushewini@hotmail.com

Puebla–Marı́a Araceli Júarez Raḿırez

Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
Facultad de Ciencias Fı́sico-Matemáticas
San Claudio y Rı́o Verde, Ciudad Universitaria
C.P. 72570, Puebla, Puebla
Tel. (222) 2 29 55 00 ext. 7578
Fax (222) 2 29 56 36
arjuarez@fcfm.buap.mx

Querétaro–Teresa de Jeśus Valerio

Universidad Autónoma de Querétaro, Facultad de Ingenierı́a
Cerro de las Campanas s/n
Centro Universitario
C.P. 76010, Querétaro, Querétaro
Tel. (442) 1 92 12 00, ext. 6015
valeriotere@gmail.com
teresa.valerio@webtelmex.net.mx
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Quintana Roo–Alicia Raḿon Barrios

Colegio de Bachilleres
Planteles Cancún 2 y Colegio Británico
Región 236, Manzana 24, Lote 5
C.P. 77500, Cancún, Quintana Roo
Tel. (998) 1 74 01 56
Fax (998) 8 88 72 04 y (998) 8 84 12 95
olimpiadasquintanaroo@hotmail.com
tita1970@hotmail.com

San Luis Potosı́–Eugenio Daniel Flores Alatorre

Universidad Autónoma de San Luis Potosı́
Instituto de Fı́sica
Av. Salvador Nava 6, Zona Universitaria
C.P 78290, San Luis Potosı́, San Luis Potosı́
Tel. (444) 8 26 23 62 al 65
Fax (444) 8 13 38 74
floreseugenio@hotmail.com

Sinaloa–Nicolás Pardo Viera

Universidad Autónoma de Sinaloa
Escuela de Ciencias Fı́sico-Matemáticas
Ciudad Universitaria
C.P. 80010, Culiacán, Sinaloa
Tel. y Fax (667) 7 16 11 54
pardo@uas.uasnet.mx

Sonora–Misael Avendao Camacho

Universidad de Sonora
Departamento de Matemáticas
Av. Rosales y Boulevard Domı́nguez s/n, Col. Centro
C.P. 83000, Hermosillo, Sonora
Tel. (662) 2 59 21 55
Fax (662) 2 59 22 19
misaelave@mat.uson.mx

Tabasco–Antonio Guzḿan Mart́ınez

División Académica de Ciencias Básicas
Unidad Chontalpa
Universidad Juárez Autónoma de Tabasco
Km. 1 Carretera Cunduacán, Jalpa de Méndez
C.P. 86690, Cunduacán, Tabasco
Tel. y Fax (914) 3 36 09 28 y (914) 3 36 03 00
antonio.guzman@dacb.ujat.mx
antonioguzman@hotmail.com
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Tamaulipas–Raḿon Jardiel Llanos Portales

Universidad Autónoma de Tamaulipas
Unidad Académica Multidisciplinaria de Ciencias, Educación y Humanidades
Centro Universitario Victoria
Cd. Victoria, Tamaulipas
Tel. (834) 3 18 17 23
rllanos@uat.edu.mx
rjardiel5@hotmail.com

Tlaxcala–Jośe Erasmo Ṕerez V́azquez

Universidad Autónoma de Tlaxcala
Facultad de Ciencias Básicas
Calzada a Apizaquito Km 1.5
Apartado Postal 140
C.P. 90300, Apizaco, Tlaxcala
Tel. (241) 4 17 25 44
Fax (241) 4 17 25 44 y (241) 4 17 58 44
joserasmo25@gmail.com

Veracruz–Raquiel Rufino Ĺopez Mart́ınez

Universidad Veracruzana, Facultad de Matemáticas
Circuito Gonzalo Aguirre Beltrán s/n, Lomas del Estadio
Zona Universitaria, Col. Centro
Apartado Postal 270
C.P. 91090, Xalapa, Veracruz
Tel. (228) 8 18 24 53 y (228) 8 42 17 45
Fax (228) 8 18 24 53
ralopez@uv.mx
raquiel1971@yahoo.com.mx

Yucatán–Didier Adán Soĺıs Gamboa

Universidad Autónoma de Yucatán
Facultad de Matemáticas
Periférico Norte Tablaje 13615
Parque industrial, junto al local del FUTV
C.P. 97110, Mérida, Yucatán
Tel. (999) 9 42 31 47, ext 1102
Fax (999) 9 42 31 40
didier.solis@uady.mx
ommyuc@tunku.uady.mx
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Zacatecas–Nancy Janeth Calvillo Guevara

Universidad Autónoma de Zacatecas
Unidad Académica de Matemáticas
Camino a la Bufa s/n, intersección con Calzada Solidaridad
C.P. 98068, Zacatecas, Zacatecas
Tel. (492) 922 99 75 ext. 31 y (492) 923 94 07 ext. 1703
ncalvill@mate.reduaz.mx
matematicas.reduaz.mx
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Directorio del Comit é Organizador de la OMM

Anne Alberro Semerena
Facultad de Ciencias, UAEM
Av. Universidad 1001
62210, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 3 81 03 80
Fax (777) 3 29 70 40
aalberro@buzon.uaem.mx

Gerardo Arizmendi Echegaray
Centro de Investigación en Matemáticas
Callejón Jalisco s/n, Mineral de Valenciana
36240, Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 7 32 71 55
gerardo@cimat.mx

Ignacio Barradas Bribiesca
Universidad de Guanajuato
L. de Retana #5, Centro
36000, Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 7 32 00 06 ext 2006
barradas@quijote.ugto.mx

Radmila Bulajich Manfrino
Facultad de Ciencias, UAEM
Av. Universidad 1001
62210, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 3 29 70 20
Fax (777) 3 29 70 40
bulajich@servm.fc.uaem.mx

Gabriela Campero Arena
Facultad de Ciencias, UNAM
Av. Universidad 3000
04510, México, D.F.
Tel. (55) 56 22 48 67
Fax (55) 56 22 48 66
gabriela@matematicas.unam.mx

Fernando Campos Garcı́a
1a deÁngel Rico 85
AU.H. Vicente Guerrero
09200, Iztapalapa, Distrito Federal
Tel. (55) 34 63 75 43
fermexico89@hotmail.com

Jośe Antonio Climent Hernández
Facultad de Ciencias, UNAM
Av. Universidad 3000
04510, México, D.F.
Tel. (55) 56 24 59 22
Fax (55) 56 22 48 59
jach@fciencias.unam.mx

Jośe Alfredo Cobián Campos
Facultad de Ciencias, UNAM
Av. Universidad 3000
04510, México, D.F.
Tel. (55) 56 22 49 25
Fax (55) 56 22 48 59
cobian@matematicas.unam.mx

Luis Cruz Romo
UPIITA, IPN
Av. Instituto Politécnico Nacional 2580
Col. Barrio la Laguna Ticomán
07340, México, D.F.
lucruz@ipn.mx

Marco Antonio Figueroa Ibarra
Facultad de Matemáticas
Universidad de Guanajuato
Callejón Jalisco s/n, Mineral de Valencia
36240, Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 7 32 01 40
marcant@cimat.mx
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Jesús Jeŕonimo Castro
CIMAT
Apartado Postal 402
36000, Guanajuato, Guanajuato
Tel. (473) 7 32 71 55
Fax (473) 7 32 57 49
jeronimo@cimat.mx

Leonardo Ignacio Martı́nez Sandoval
Primera Cerrada de Alfalfares 41-2
Rinconada Coapa Primera Sec, Tlalpan
14330, México, D.F.
Tel. (55) 26 52 23 29
ssbmplayer@gmail.com

Carlos Jacob Rubio Barrios
Universidad Autónoma de Yucatán
Periférico norte tablaje 13615
97119, Mérida, Yucatán
Tel. (999) 942-3140 al 49
Fax (999) 942-31-40
carlos.rubio@uady.mx
jacob.rubio@gmail.com

Elena Ruiz Velázquez
Altair 12
Col. Lomas de Palmira
62550, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 320 54 39
Cel. (777) 133 39 83
eleniux@gmail.com
A00375640@itesm.mx

Pablo Sobeŕon Bravo
Circuito Interior no. 830
Fracc. La Herradura
62303, Cuernavaca, Morelos
Cel. (777) 134 55 49
bandrak@hotmail.com

Carmen Sosa Garza
Facultad de Ingenierı́a, UAQ
Cerro de las Campanas s/n
Querétaro, Querétaro
Tel. (442) 1 92 12 64 ext. 121 ó 136
Fax (442) 1 92 12 646
carsg@uaq.mx

Rogelio Valdez Delgado
Facultad de Ciencias, UAEM
Av. Universidad 1001
62210, Cuernavaca, Morelos
Tel. (777) 3 29 70 20
Fax (777) 3 29 70 40
rogelio@matcuer.unam.mx

Eduardo Velasco Barreras
Universidad de Sonora
Calle Yucas 16, Vista Bella
83170, Hermosillo, Sonora
Tel. (662) 2 19 10 07
hamsteritokeweb@hotmail.com

Hugo Villanueva Méndez
Instituto de Matemáticas, UNAM
Cub. 4 de Becarios,
Circuito Exterior, Ciudad Universitaria
Coyoacán 04510,
México, D.F.
Tel (55) 56 22 45 32
vill hugo@hotmail.com
hvillan@matem.unam.mx
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Dirección Postal de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas:

Cubı́culo 201, Departamento de Matemáticas.
Circuito Exterior, Facultad de Ciencias.
Universidad Nacional Autónoma de México.
Ciudad Universitaria.
Colonia Copilco, C.P. 04510.
Delegación Coyoacán.
México, Distrito Federal.
Teléfono: (55) 5622-4864.
Fax: (55) 5622-5410.
Email:omm@fciencias.unam.mx

Página oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas:

http://www.omm.unam.mx/


