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Presentacíon

Tzaloa, que en náhuatl significa aprender, es una revista dela Olimpiada Mexicana
de Matemáticas. El objetivo principal de esta publicación, es fomentar y estimular el
estudio de las matemáticas como una disciplina del pensamiento que desarrolla la in-
teligencia del estudiante mediante métodos de razonamiento estructurados, deductivos
y creativos.

Desde hace 22 años la Sociedad Matemática Mexicana, a través de la Olimpiada Me-
xicana de Matemáticas, ha detectado jóvenes con talento para las matemáticas y otras
disciplinas afines. Muchos profesores y estudiantes que se han acercado a este progra-
ma han creado, de manera espontánea y altruista, innumerables talleres de resolución
de problemas que han contribuido de manera sustancial a mejorar la enseñanza de las
matemáticas en nuestro paı́s. Asimismo, muchas universidades se han visto beneficia-
das, no solamente por el ingreso de jóvenes con una excelente formación matemática,
sino también por exolı́mpicos que desenvuelven su vida profesional en ellas.

El programa básico de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas se desarrolla anualmen-
te en tres etapas:

• Concursos Estatales.

• Concurso Nacional.

• Entrenamiento y selección de las delegaciones que representarán a México en
olimpiadas internacionales.

23
a Olimpiada Mexicana de Matemáticas

En la 23a Olimpiada Mexicana de Matemáticas podrán participar losestudiantes de
México nacidos después del1o de agosto de 1990. Los concursantes deberán estar
inscritos en una institución preuniversitaria durante elprimer semestre del ciclo escolar
2009-2010 y, para el1o de julio de 2010, no deberán haber iniciado estudios de nivel
universitario. Para mayor información consulte la página:
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http://www.omm.unam.mx

Para la primera etapa, los participantes deberán inscribirse directamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la23a Olimpiada Mexicana de Matemáticas se realizará del
8 al 13 de noviembre de 2009 en Campeche, Campeche. A los primeros lugares de este
certamen se les invitará a la etapa de entrenamiento y selección de las delegaciones
que representarán a México en las distintas Olimpiadas Internacionales del año 2010:
la XXII Olimpiada Matemática de la Cuenca del Pacı́fico, quese llevará a cabo en el
mes de marzo; la XII Olimpiada Matemática de Centroamérica y el Caribe, que se ce-
lebrará en el mes de junio en Puerto Rico; la51a Olimpiada Internacional de Matemáti-
cas, que se llevará a cabo en julio en Kazajstán y la XXV Olimpiada Iberoamericana
de Matemáticas que se realizará en el mes de septiembre en Paraguay.

La revista

En este número2 de tu revista Tzaloa, Ana Rechtman y Carlos J. Rubio han preparado
un trabajo especial que se titula: “Divisibilidad y congruencias”.
Tanto en los concursos estatales y nacionales como en los internacionales, es frecuente
encontrar problemas relacionados con la divisibilidad de números enteros y que apa-
rentan gran dificultad, pero que su solución se hace sencilla usando el concepto de
congruencia y sus propiedades.
A través de las páginas de este artı́culo, descubrirás una nueva forma de entender al
mundo de los números enteros y sus relaciones de divisibilidad. El conocimiento y
dominio del concepto de las congruencias y de sus propiedades, te permitirá llevar al
lı́mite tu capacidad para resolver cierto tipo de problemasrelacionados con la divisibi-
lidad.
Mediante las explicaciones junto con el apoyo que brindan los ejemplos y ejercicios,
aprenderás a usar esta poderosa herramienta con la que podrás resolver de manera sim-
ple muchos problemas complejos.
Te invitamos a estudiar sus páginas y estaremos muy contentos de recibir tus opiniones
y sugerencias en la dirección electrónicarevistaomm@gmail.com.



Divisibilidad y congruencias
Por Ana Rechtman Bulajich y Carlos Jacob Rubio Barrios

Empecemos por explicar el significado de la palabra divisibilidad. En este texto vamos
a trabajar únicamente con los números enteros. Un númeroenteror es divisible entre
un número enteros (s 6= 0), si el resultado de la divisiónr

s
es un número entero. Por

ejemplo,9 es divisible entre3, ya que9
3 = 3, pero11 no es divisible entre3 porque

11
3 = 3.66 . . . que no es un número entero. Dicho de otra forma, los númerosque son

divisibles entre3 son los múltiplos de3.
Existen diferentes criterios de divisibilidad, es decir, métodos que nos permiten de-
terminar si un número es o no divisible entre otro. En muchoscasos, es más sencillo
utilizar los criterios de divisibilidad que efectuar directamente la división. Por ejemplo,
para el número3 el criterio es:un entero positivo es divisible entre 3 si y sólo si la
suma de sus dı́gitos es divisible entre 3.

¿Qué quiere decir esta frase? ¿Por qué es cierta esta afirmación?

Si y śolo si quiere decir que si un número es divisible entre3 la suma de sus dı́gitos es
divisible entre3, y que si la suma de los dı́gitos de un número es divisible entre 3, el
número también lo es. Podemos cambiar este criterio de divisibilidad entre3 por: un
número noes divisible entre3 si y śolo si la suma de sus dı́gitos noes divisible entre3.

Tratemos de dar unademostracíonmatemática al criterio de divisibilidad entre3. Con-
sideremos un entero positivon, y escribámoslo en notación decimal:

n = a0 + 10a1 + 102a2 + · · · + 10kak,

donde los númerosa0, a1, . . . , ak son los dı́gitos den. Entonces la suma de los dı́gitos
den es igual aa0 + a1 + · · · + ak. Observemos que para todo entero positivol ≥ 1:

10l − 1 = 9(11 . . .1
︸ ︷︷ ︸

l veces

).
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Por ejemplo:

10 − 1 = 9 = 9(1)

102 − 1 = 99 = 9(11)

103 − 1 = 999 = 9(111),

etcétera. Entonces tenemos que:

n − (a0 + a1 + · · · + ak) = (10 − 1)a1 + (102 − 1)a2 + · · · + (10k − 1)ak

= 9(a1 + 11a2 + · · · + 11 . . .1
︸ ︷︷ ︸

k veces

ak).

El lado derecho de la ecuación es divisible entre9, en particular, es divisible entre3.
Ası́ que si el número es divisible entre3, a0 + a1 + · · · + ak tiene que ser divisible
entre3. Análogamente sia0 + a1 + · · ·+ ak es divisible entre3, el númeron tiene que
ser divisible entre3. Es decir, hemos demostrado el criterio de divisibilidad entre3. De
hecho, también demostramos el criterio de divisibilidad entre9.
Vamos a introducir una nueva notación. Consideremos un entero cualquierax. Al di-
vidir x entre3, obtenemos un cocienteb y un residuoc, dondec es igual a0, 1 ó 2.
Es decir,x = 3b + c. Ahora bien, vamos a decir quex es congruente conc módulo3,
denotado porx ≡ c (mod3), si c es el residuo que se obtiene al dividirx entre3. Por
ejemplo:

100 = 3 · 33 + 1 ⇒ 100 ≡ 1 (mod3)
242 = 3 · 80 + 2 ⇒ 242 ≡ 2 (mod3)

48 = 3 · 16 ⇒ 48 ≡ 0 (mod3).

Sin embargo podemos escribir también:

242 ≡ −1 (mod3)

242 ≡ 5 (mod3)

242 ≡ −4 (mod3).

Es decir,242 ≡ d (mod 3) si el número242 − d es divisible entre3. Por ejemplo,
242 ≡ −4 (mod3) ya que242 − (−4) = 246 = 3(82).
Con este nuevo concepto vamos a demostrar el criterio de divisibilidad entre3. Como
antes, consideramos un entero positivon = a0 + 10a1 + · · · + 10kak, dondea0,
a1, . . . , ak son los dı́gitos den. Tenemos que para todo enterol ≥ 1, el número10l−1
es divisible entre3, es decir10l ≡ 1 (mod3). Vamos a demostrar entonces que:

1. 10lal ≡ al (mod3) para todo1 ≤ l ≤ k;

2. n = a0 + 10a1 + · · · + 10kak ≡ a0 + a1 + · · · + ak (mod3).

Para ver que el primer punto es cierto, vamos a demostrar que si x ≡ c (mod3), en-
toncesa · x ≡ a · c (mod 3) para todo entero positivoa. La demostración de es-
te hecho es muy sencilla. Si escribimosx = 3b + c, para algún enterob, tenemos
quea · x = 3(a · b) + a · c lo que prueba la afirmación anterior. Entonces como
10l ≡ 1 (mod3) obtenemos que10lal ≡ al (mod3).
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Enfoquémonos ahora en el segundo punto. Lo que queremos demostrar es que si tene-
mos dos enterosx1 y x2 tales que:

x1 ≡ c1 (mod3),

x2 ≡ c2 (mod3),

entoncesx1 + x2 ≡ c1 + c2 (mod3). Sabemos que existen númerosb1 y b2 tales que
x1 = 3b1 + c1 y x2 = 3b2 + c2. Esto implica quex1 + x2 = 3(b1 + b2) + (c1 + c2), o
dicho de otra forma quex1 + x2 ≡ c1 + c2 (mod3).
Regresando a la demostración del criterio de divisibilidad entre3, concluimos que:

n ≡ a0 + a1 + · · · + ak (mod3).

Dicho de otra forma,n es divisible entre3 si y sólo si la suma de sus dı́gitos es divisible
entre3.
Hasta ahora hemos definido las congruencias módulo3, pero podemos hacerlo para
cualquier entero positivom. Decimos entonces que un enterox es congruente con un
enteroc módulom, si el númerox−c es divisible entrem y escribimosx ≡ c (modm).
Veamos algunos ejemplos para aclarar esta definición.

91 ≡ 1 (mod10) pues91 − 1 = 90 es múltiplo de10;

2n + 1 ≡ 1 (modn), ya que2n + 1 − 1 = 2n es múltiplo den;

8 6≡ 2 (mod5), pues8 − 2 = 6 no es múltiplo de5.

Según la definición anterior, la notaciónx ≡ c (mod m) significa quex lo podemos
escribir comoc + mb para algún enterob. Si c = 0, entoncesx ≡ 0 (modm) significa
quex es múltiplo dem.
En la demostración del criterio de divisibilidad entre3, demostramos dos propiedades
que son válidas también cuando trabajamos módulom. Es decir, tenemos que:

1. six ≡ c (modm) entoncesa · x ≡ a · c (modm) para todo entero positivoa;

2. six1 ≡ c1 (modm) y x2 ≡ c2 (modm), entoncesx1 +x2 ≡ c1 + c2 (modm).

A continuación demostraremos unas cuantas propiedades m´as, que nos serán útiles
para resolver problemas más adelante.

Propiedades de la congruencia.Seam un entero positivo y seanb, c, d, x, y enteros.
Entonces:

1. x ≡ x (modm).

2. Six ≡ c (modm), entoncesc ≡ x (modm).

3. Six ≡ c (modm) y c ≡ d (modm), entoncesx ≡ d (modm).

4. Six ≡ c (modm) y y ≡ d (modm), entoncesxy ≡ cd (modm).

5. Six ≡ c (modm), entoncesxn ≡ cn (modm) para todo entero positivon.
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6. Si xb ≡ bc (mod m), entoncesx ≡ c (mod m
(b,m)) donde(b, m) denota el

máximo común divisor deb y m.

Demostracíon.Las propiedades1 y 2 son inmediatas, puesx − x = 0 es múltiplo de
m, y si x − c = mb para algún enterob, entoncesc − x = m(−b).
Para demostrar la propiedad 3, supongamos quex − c = mb1 y c − d = mb2 para
algunos enterosb1 y b2. Entoncesx − d = (x − c) + (c − d) = m(b1 + b2), de donde
x ≡ d (modm).
Para demostrar la propiedad 4, supongamos quex − c = mb1 y y − d = mb2 para
algunos enterosb1 y b2. Entonces:

xy − cd = (x − c)y + (y − d)c = m(b1y + b2c),

de dondexy ≡ cd (modm).
La demostración de la propiedad 5 la haremos por inducciónen n (ver el Criterio
2 del apéndice). Sin = 1 no hay nada que demostrar, pues por hipótesis tenemos
quex ≡ c (modm). Supongamos que la congruenciax ≡ c (mod m) implica la
congruenciaxk ≡ ck (mod m) para algún enterok > 1. Entonces, aplicando la
propiedad4 tenemos que:

x · xk ≡ c · ck (modm),

es decir,xk+1 ≡ ck+1 (mod m). Esto completa la inducción. (¿Cómo demostrarı́a el
lector la propiedad 5 sin usar inducción?).
Para demostrar la propiedad 6, supongamos quexb − bc = mk para algún enterok. Si
dividimos esta igualdad entreg = (b, m), tenemos que(x − c) b

g
= m

g
k. Como b

g
y m

g

son primos relativos (¿por qué?) ym
g

divide a(x− c) b
g
, tenemos quem

g
divide ax− c.

Es decir,x ≡ c (mod m
g

).

Para entrenarnos en la utilización de los módulos, vamos ademostrar los siguientes
criterios de divisibilidad.

1. Un entero positivon es divisible entre2 si y sólo si su dı́gito de las unidades es
par.

2. Un entero positivon es divisible entre4 si y sólo si el número formado por sus
dos últimos dı́gitos es divisible entre4.

3. Un entero positivon es divisible entre8 si y sólo si el número formado por sus
tres últimos dı́gitos es divisible entre8.

4. Un entero positivon es divisible entre9 si y sólo si la suma de sus dı́gitos es
divisible entre9.

5. Un entero positivon es divisible entre11 si y sólo si la suma de los dı́gitos den

en posición par menos la suma de los dı́gitos den en posición impar, es divisible
entre11.
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Demostraciones.Usaremos congruencias para demostrar estos criterios, as´ı como lo
hicimos con el criterio de divisibilidad entre3. Como antes, consideremos la notación
decimal den:

n = a0 + 10a1 + 102a2 + · · · + 10kak.

1. Como10 ≡ 0 (mod 2), tenemos que10l ≡ 0 (mod 2) para todo enterol ≥ 1 y
por lo tanton = a0 + 10a1 + 102a2 + · · · + 10kak ≡ a0 (mod2). De aquı́ quen es
divisible entre2, o dicho de otra forma,n ≡ 0 (mod2) si y sólo sia0 ≡ 0 (mod2) si
y sólo sia0 es par. Es decir,n es divisible entre2 si y sólo si su dı́gito de las unidades
es par.
2. Como10 ≡ 2 (mod4), tenemos que102 ≡ 22 ≡ 0 (mod4). De aquı́ que sil ≥ 2,
entonces:

10l = 102 · 10l−2 ≡ 0 · 10l−2 = 0 (mod4).

Luego,n ≡ a0 +10a1 (mod4). Por lo tanto,n es divisible entre4, o equivalentemente
n ≡ 0 (mod4), si y sólo sia0 + 10a1 ≡ 0 (mod4). Esto ocurre solamente cuando el
númeroa0 + 10a1, formado por los dos últimos dı́gitos den, es divisible entre4.
3. Como10 ≡ 2 (mod 8), tenemos que103 ≡ 23 ≡ 0 (mod 8). Luego, para todo
enterol ≥ 3:

10l = 103 · 10l−3 ≡ 0 · 10l−3 = 0 (mod8).

De aquı́ quen ≡ a0 + 10a2 + 102a2 (mod 8). Por lo tanto,n es divisible entre8,
o bienn ≡ 0 (mod 8), si y sólo sia0 + 10a1 + 102a2 ≡ 0 (mod 8). Es decir, esto
ocurre cuando el númeroa0 + 10a1 + 102a2 formado por los tres últimos dı́gitos den

es divisible entre8.
4. Como10 ≡ 1 (mod 9), tenemos que10l ≡ 1 (mod 9) para todo enterol ≥ 1.
Luego,n ≡ a0 + a1 + a2 + · · · + ak (mod 9). Por lo tanto,n es divisible entre9, o
bienn ≡ 0 (mod9), si y sólo sia0 + a1 + a2 + · · ·+ ak ≡ 0 (mod9). Entonces,n es
divisible entre 9 si y sólo si la suma de sus dı́gitos es divisible entre9.
5. Como10 ≡ −1 (mod11), tenemos que10l ≡ ±1 (mod11) dependiendo sil es par
o impar. Luego:

n ≡ a0 − a1 + a2 − · · · + (−1)kak (mod11).

Por lo tanto,n es divisible entre11 si y sólo sin ≡ 0 (mod11) si y sólo si:

a0 − a1 + a2 − · · · + (−1)kak ≡ 0 (mod11).

Por lo tanto,n es divisible entre11 si y sólo si la suma de los dı́gitos den en posición
par menos la suma de los dı́gitos den en posición impar es divisible entre11.

Veamos ahora la utilidad de las congruencias en problemas deolimpiada.

Problema 1.Demuestre que ningún entero de la forma4n + 3 se puede escribir como
la suma de dos cuadrados de enteros.

Solucíon.Si a es un entero, entoncesa ≡ 0, 1, 2 ó 3 (mod4). Luego,a2 ≡ 0 (mod4)
ó a2 ≡ 1 (mod4). De aquı́ que los residuos posibles al dividir entre4 para la suma de
dos cuadrados de enteros son0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1 ó 1 + 1 = 2. Como un entero de
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la forma4n + 3 es congruente con3 módulo4, tenemos que no es posible escribirlo
como la suma de dos cuadrados de enteros.

Problema 2.Seana y b enteros tales quea+5b y 5a−b son ambos múltiplos de2002.
Demuestre quea2 + b2 también es múltiplo de2002.

Solucíon. Observemos primero que si un enteror es múltiplo de un enteros, en-
toncesr2 es múltiplo des2. Usando congruencias, esto lo podemos escribir como:
r ≡ 0 (mods) implica quer2 ≡ 0 (mods2). Usaremos esta propiedad en la solución
del problema.
Si a + 5b ≡ 0 (mod2002) y 5a − b ≡ 0 (mod2002), entonces:

(a + 5b)2 ≡ 0 (mod20022) y (5a − b)2 ≡ 0 (mod20022).

Luego,(a + 5b)2 + (5a − b)2 ≡ 0 (mod20022). Simplificando tenemos que:

26(a2 + b2) ≡ 0 (mod20022).

Utilizando la propiedad número 6 de las congruencias, tenemos que:

a2 + b2 ≡ 0 (mod77 · 2002).

Esto implica quea2 + b2 es divisible entre77(2002), en particular es divisible entre
2002. Por lo tanto,a2 + b2 ≡ 0 (mod2002).

Problema 3.Determine todas las parejas de enteros positivos(m, n) que satisfacen la
ecuación3m + 7 = 2n.

Solucíon.Observemos que3m + 7 ≡ 0 + 1 ≡ 1 (mod 3), ya que3 ≡ 0 (mod 3) y
7 ≡ 1 (mod 3). Luego,2n ≡ 1 (mod 3). Ahora, como2 ≡ −1 (mod 3) tenemos
que2n ≡ (−1)n (mod3). Por lo tanto,n es par. Supongamos quen = 2k. Entonces,
la ecuación original es equivalente a la ecuación3m + 7 = 4k. Intentemos ahora con
congruencias módulo4. Tenemos que4k − 7 ≡ 0 − (−1) = 1 (mod 4), ya que
4 ≡ 0 (mod 4) y 7 ≡ −1 (mod 4). Luego,3m debe ser congruente con1 módulo4.
Como3 ≡ −1 (mod 4), tenemos que3m ≡ (−1)m (mod 4), de modo quem debe
ser par. Supongamos quem = 2p. Entonces la ecuación original es equivalente a la
ecuación32p + 7 = 22k. Es decir:

7 = 22k − 32p = (2k − 3p)(2k + 3p).

Como7 es número primo y2k −3p < 2k +3p, la única posibilidad es que2k −3p = 1
y 2k + 3p = 7. Resolviendo este sistema de ecuaciones, encontramos quek = 2 y
p = 1. Es decir,m = 2 y n = 4.

Problema 4.Sean un entero mayor que6. Demuestre que sin− 1 y n + 1 son ambos
números primos, entoncesn2(n2 + 16) es múltiplo de720. ¿Es cierto el recı́proco?
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Solucíon.Notemos primero que sin ≡ 1, 2, 3, 4 ó 5 (mod6), entonces alguno den−1
ó n + 1 no serı́a primo. Luego,n ≡ 0 (mod 6). Sean = 6m conm entero positivo.
Tenemos que

n2(n2 + 16) = (6m)2((6m)2 + 16) = 144m2(9m2 + 4).

Si m ≡ 0 (mod 5), entoncesn2(n2 + 16) es múltiplo de144 × 5 = 720. Si m es
congruente a±1 módulo5, entoncesn es de la forma30a±6 y es fácil ver que alguno
den − 1 ó n + 1 es múltiplo de5 y no serı́a primo. Por último sim ≡ ±2 (mod 5),
entonces9m2 + 4 ≡ 9(4) + 4 ≡ 0 (mod5) y por lo tanto,n2(n2 + 16) es múltiplo de
144 × 5 = 720.
Ahora veamos que el recı́proco es falso. Para esto, basta encontrar un enteron > 6
tal quen2(n2 + 16) es múltiplo de720 y alguno de los númerosn − 1 ó n + 1 no es
primo. Sin = 720, entonces es fácil ver quen2(n2 + 16) es múltiplo de720, pero
n + 1 = 721 = 7 × 103 no es primo.

Concluimos esta sección con algunos ejercicios para el lector.

Ejercicios

1. Seann y r enteros tales quen ≡ r (mod7). Demuestre que:

1000n ≡ 7 − r (mod7).

2. Demuestre que un enteron es divisible entre5 si y sólo si su dı́gito de las unida-
des es divisible entre5.

3. Seanp y q números primos distintos. Demuestre que un entero es divisible entre
pq si y sólo si es divisible entrep y entreq. Deduzca los criterios de divisibilidad
entre6 y entre10.

4. Determine todos los enteros positivosn tales que111 . . .1
︸ ︷︷ ︸

n veces

≡ 0 (mod101).

5. Seap un primo y seana y n enteros positivos. Demuestre que si2p + 3p = an,
entoncesn = 1.

6. Sean un entero positivo y seana < b < c < d los cuatro divisores positivos más
pequeños den. Determine todos los enterosn tales quen = a2 + b2 + c2 + d2.
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Problemas de pŕactica

Como en el número anterior, en esta sección encontrarás20 interesantes y variados
problemas. En esta ocasión, hemos hecho nuestra selección considerado problemas
que corresponden al nivel de los concursos estatales.

Te desafiamos para que pongas a prueba todas tus capacidades,pero no te desanimes
ni te rindas si no puedes resolverlos al primer intento, recuerda que la perseverancia es
la clave del éxito y que la práctica hace al maestro.

En la siguiente sección encontrarás las soluciones de todos ellos, pero te recomendamos
que no la consultes sino hasta después de haber trabajado unpoco en cada problema.

Problema 1.La figura muestra un cubo desplegado. Escribe en cada cara delcubo un
número del1 al 6, sin repetir, de modo que si al armar el cubo en cada vértice escribes
el resultado de la multiplicación de los números de las tres caras que concurren en él,
obtienes los números10, 12, 20, 24, 30, 36, 60 y 72.

1

Problema 2.En cada vértice de un terreno en forma de triángulo equilátero, cuyo lado
mide48 m, está amarrada una cabra con una cuerda. Los sectores angulares a los que
cada cabra puede acceder no pueden encimarse, pero son tangentes.

1. Si cada cabra tiene una cuerda de24 m, ¿cuál es la superficie en la que las tres
cabras pueden comerse el pasto?
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2. Si una de las tres cabras tiene una cuerda que mide32 m, ¿cuál es la superficie
en la que las tres cabras pueden comerse el pasto?

Problema 3. Las caras de un dado con forma de tetraedro regular están numeradas
del 1 al 4. El dado está sobre una mesa con la cara “1” contra la mesa. Cada movi-
miento consiste en rodar el dado sobre una de las aristas de labase. Después de cada
movimiento apuntamos el número que está en la cara que se encuentra sobre la mesa.
Llamemoss a la suma de estos números después de2009 etapas, contando al primer 1
como la etapa cero.

1. ¿Cuál es el valor máximo des?

2. ¿Puedes obtener todos los valores des, que se encuentran entre su valor mı́nimo
y su valor máximo?

Problema 4.En un cilı́ndro lleno de agua se colocan dos sólidos: una esfera que es
tangente al cilı́ndro y un cono cuya base es igual a la base delcilı́ndro, de forma que la
altura de la esfera y el cono juntos es igual a la altura del cilı́ndro. Si sabemos que la
cantidad de agua que quedó dentro del cilı́ndro es1 litro y el radio mide10 cm, ¿cuánto
mide la altura del cilı́ndro?

Problema 5.En cada casilla de un tablero de1000 × 1000 se escriben algunos de los
números:1,−1 ó 0. Luego se suman todos los números escritos en cada renglóny en
cada columna, obteniendo2000 resultados (no necesariamente distintos). Muestra que
es posible construir un tablero de manera que las2000 sumas ası́ obtenidas sean todas
distintas.
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Problema 6.Un juego consiste de9 botones luminosos de color verde o rojo. Apretan-
do un botón, cambian de color sólo los vecinos que están a su lado, arriba y abajo, pero
no en diagonal. Por ejemplo, si se aprieta el botón1, cambian de color los botones2 y
4, y si se aprieta el botón2 cambian de color los botones1, 3 y 5. Si inicialmente to-
dos los botones son verdes, ¿es posible que apretando botones todos se vuelvan rojos?

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Problema 7.Si la circunferencia con centroO tiene radio igual a1 cm, ¿cuál es el área
de la región sombreada?

O

A

B

CD

E

F

Problema 8.SeaA un entero de6 dı́gitos, tres de los cuales son1, 2 y 4. Demuestra
que siempre es posible obtener un número que sea divisible entre7, efectuando alguna
de las siguientes operaciones: eliminar los dı́gitos1, 2 y 4 ó escribir los dı́gitos deA en
algún orden.

Problema 9.Demuestra que no existen soluciones enteras y positivas para la ecuación
3m + 3n + 1 = t2.

Problema 10.Se tiene la sucesión de números1, a2, a3, a4, . . . que satisface la igual-
dad:

1 · a2 · a3 · · · an = n2,

para todo enteron > 2. Determina el valor dea3 + a5.

Problema 11.En un trapecioABCD, los lados paralelos midenAB = 16 cm y
CD = 6 cm, y la suma de los ángulos de la baseAB es igual a90◦, es decir,
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∠DAB + ∠ABC = 90◦. Determina la longitud del segmento que une los puntos me-
dios deAB y CD.

Problema 12.Cinco niños se dividen en grupos y en cada grupo se toman de lamano
formando una rueda para bailar girando. ¿Cuántas ruedas distintas pueden formar los
niños, si es válido que haya grupos de1 a 5 niños, y puede haber cualquier número de
grupos?

Problema 13.Seana y b enteros positivos yd su máximo común divisor. Sia+1
b

+ b+1
a

es entero, demuestra qued ≤
√

a + b.

Problema 14.Seaxn una sucesión de números reales tal que:

x2
n − xn+1xn−1 = 1,

para todon ≥ 2. Determina cuántos valores distintos puede tener la expresión:

xn+1 + xn−1

xn

.

Problema 15.Se tiene un tablero de8 × 8 coloreado de negro y se tiene una ficha de
3 × 1. Al colocar la ficha sobre el tablero, cada una de las3 casillas que cubre, cambia
de color (de negro a blanco o de blanco a negro). Decide, si haciendo esto varias veces,
se puede llegar a un tablero completamente blanco.

Problema 16.SeaC una circunferencia con centro enP y radio igual a12 cm. SeaQ
un punto exterior aC y seanl1 y l2 las dos rectas tangentes aC trazadas desdeQ. Sean
A y B los puntos de tangencia deC con l1 y l2, respectivamente. Si∠APB = 120◦,
demuestra queQA = 12

√
3 cm.

b

b

b

bP

B

A

Q

12 cm

120◦

l1

l2

Problema 17.En una bodega hay5 costales que pesan entre50 kg y 65 kg cada uno.
Desafortunadamente la báscula de la bodega está medio estropeada y no registra pesos



Problemas de pŕactica 13

menores a100 kg ni mayores a145 kg. Con el fin de determinar el peso de cada
costal, el encargado pesó por parejas los5 costales en todas las combinaciones posibles,
obteniendo los siguientes resultados:107 kg, 109 kg, 110 kg, 113 kg, 114 kg, 116 kg,
117 kg,118 kg,120 kg y 124 kg. Determina el peso de los5 costales.

Problema 18.Determina todos los enteros positivos menores o iguales que120 que
tienen exactamente4 divisores positivos que suman un cuadrado perfecto.

Problema 19.En un torneo conn ≥ 3 competidores, cada uno jugó una vez contra
cada uno de los demás. No hubo empates y ningún competidor le ganó a todos los
demás.
(a) Demuestra que hubo tres competidoresa, b, c tales quea le ganó ab, b le ganó ac
y c le ganó aa.
(b) Para cada enteron ≥ 3 da un ejemplo en que sólo haya una terna de competidores
(a, b, c) que cumpla las condiciones del inciso anterior.

Problema 20.En un concurso de matemáticas, ningún estudiante resolvió todos los
problemas. Cada problema fue resuelto por exactamente tresestudiantes y cada par de
problemas fue resuelto por exactamente un estudiante. ¿Cu´al es el máximo número de
problemas en este concurso?
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Soluciones a los problemas de
pr áctica

En esta sección encontrarás las soluciones que hemos preparado para los20 proble-
mas de la sección anterior. Es importante que tengas en cuenta que las soluciones que
aquı́ presentamos no son necesariamente las únicas o las mejores, tan sólo son ejemplos
del tipo de razonamiento que se busca estimular en los problemas de olimpiada. Piensa
que cada problema puede tener tantas soluciones como ideas creativas y originales se
desarrollen con base en la lógica y en la correcta argumentación.
Si tú encontraste una solución diferente de las nuestras yno estás seguro de su validez
o simplemente quieres compartirla con nosotros, te invitamos para que nos escribas a
nuestra dirección electrónica:revistaomm@gmail.com.

Solución del problema 1.Una solución es la siguiente. Observa que las flechas que
salen de los vértices indican en número que corresponde alproducto de las tres caras
que concurren en él.

1

6

4

5

2

3

2024

12 10 30 36

7260

Solución del problema 2.

1. Cada cabra puede acceder a un sector de cı́rculo cuya superficie es igual a16 de la
superficie del cı́rculo de radio24 m. Luego, la superficie en la que pueden comer
las tres es igual a36242π = 288π m2 (ver el Teorema 5 del apéndice).

2. La cuerda de las otras dos cabras mide48 − 32 = 16 m. Luego, la superficie en
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la que pueden comer las tres es igual a322π
6 + 2 162π

6 = 256π m2.

Solución del problema 3.

1. Observemos que el número que anotamos después de la primera etapa es cual-
quiera que sea diferente de1. Entonces, en cada etapa el número que sumamos
es cualquiera salvo que el que anotamos en la etapa anterior.Luego,s es máxi-
ma cuando todos los números (salvo el1 inicial) son4 ó 3. Por lo tanto, el valor
máximo des es:

1 + (1005 × 4) + (1004 × 3) = 7033.

2. Observemos que el valor mı́nimo des es cuando anotamos en cada etapa1 ó 2.
Luego, su valor mı́nimo es:

1 + (1005 × 2) + (1004 × 1) = 3015.

Para obtener el3016 sólo hay que cambiar el2 de una etapa por el3. Con este
procedimiento podemos obtener todos los valores entre3015 y:

1 + (1005 × 3) + (1004 × 1) = 4020.

Ahora, podemos cambiar uno a uno los1 por 2, obteniendo todos los valores
hasta el1 + (1005 × 3) + (1004 × 2) = 5024. Continuando con este proceso
podemos obtener todos los valores hasta el valor máximo des.

Solución del problema 4.Llamemosh a la altura del cilı́ndro. Entonces, el radio de la
esfera y de la base del cono mide10 cm y la altura del cono es igual a(h − 20) cm. El
volumen del cilı́ndro es igual a(100)πh cm3, el de la esfera40003 π cm3 y el del cono
es igual a100

3 π(h − 20) cm3 (ver el Teorema 6 del apéndice). Como un litro de agua
ocupa1000 cm3 tenemos que resolver la siguiente ecuación:

1000 = (100)πh − 4000

3
π − 100

3
π(h − 20)

=
200

3
π(h − 10).

Luego, la altura del cilı́ndro mide(15
π

+ 10) cm.

Solución del problema 5.Iniciemos con un tablero de2×2. Una manera de construir-
lo es:

1 0

1 −1

1

0

2 −1
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Ahora vamos a construir un tablero de4×4. Para ello, utilizaremos el tablero de2×2.
Para que las sumas obtenidas sigan iguales, colocamos1 y −1 de la siguiente forma:

1 −1 1 −1

1 0 1 −1

1 1

−1 −1

0

1

2 −1

Para completar el tablero, basta incluir el tablero de2× 2 que construimos, pero inver-
tido:

1 −1 1 −1

1 0 1 −1

1 1 1 0

−1 −1 1 −1

0

1

3

−2

2 −1 4 −3
.

Observemos que podemos construir un tablero de(2k + 2) × (2k + 2) a partir de un
tablero de2k × 2k. En el tablero de2k × 2k las sumas serán iguales a−(2k − 1),
−(2k − 2),. . . , 2k. Entonces, para construir un tablero de(2k + 2) × (2k + 2) colo-
camos un tablero de2k × 2k en la parte superior izquierda, luego colocamos números
1 en las2k casillas del(2k + 1)-ésimo renglón y en las2k casillas de la(2k + 1)-ési-
ma columna y números−1 en las2k casillas del(2k + 2)-ésimo renglón y en las2k

casillas de la(2k + 2)-ésima columna. Finalmente, colocamos el tablero de2 × 2 que
construimos al inicio, pero invertido:

−1 −1 . . . −1 1 −1

1 1 . . . 1 1

2k × 2k

1 −1

1 −1
...

...

1 −1

1 0

1 −1

2k + 2 −(2k + 1)

2k + 1

−2k

Vemos que la suma de las2k columnas y de los2k renglones del tableo de2k × 2k

van de−(2k +1) a2k. Ası́ tenemos todas las sumas de−(2k + 1) a2k +2. Luego, es
posible construir un tablero de2n × 2n para todo entero positivon. En particular, es
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posible construir un tablero de1000× 1000.

Solución del problema 6.Observemos que los botones1, 3, 7 y 9 cambian de color
cuando apretamos algunos de los botones2, 4, 6 u 8. Si queremos que al final todos
los botones sean rojos, entonces los botones1, 3, 7 y 9 tienen que cambiar de color
un número impar de veces. Por lo tanto, para que las cuatro esquinas cambien a rojo,
tenemos que apretar los botones2, 4, 6 y 8 un número par de veces, pues el número
de veces que apretemos el botón2 más el número de veces que apretemos el botón4
debe ser impar. Lo mismo sucede con los botones6 y 8. Pero entonces el botón5 sólo
cambió un número par de veces, ya que éste cambia de color cuando apretamos los
botones2, 4, 6 u 8. Por lo tanto, el botón5 siempre serı́a verde. Luego, no es posible
que todos los botones se vuelvan rojos.

Solución del problema 7.Como el triánguloOAB es equilátero, podemos ver que
su área sombreada es la mitad del área del triánguloAFB. Luego, el área sombreada
que no incluye las áreas sombreadas entre las secantesAB y ED, es igual al área del
triánguloAFB que es igual al área del triánguloAOB.

O

A

B

CD

E

F

Como el triángulo equiláteroAOB es de lado1 cm, su altura mide
√

3
2 cm y su área

es
√

3
4 cm2 (ver los Teoremas 9 y 5 del apéndice). Luego, basta determinar las áreas

entre las secantesED y AB. Como estas regiones son iguales, tenemos que sumar al
área del triánguloAOB, 3

2 del área entre el arco y la secanteAB. Esta última área se
puede calcular como la diferencia del área del sector circularAB y el área del triángulo
equiláteroAOB, es decir,16π −

√
3

4 cm2. Por lo tanto, tenemos que el área de la figura
sombreada es: √

3

4
+

3

2

(

π

6
−

√
3

4

)

=
(2π −

√
3)

8
cm2.

Solución del problema 8.SeaB el número que se puede formar con los dı́gitos deA

distintos de1, 2 y 4 y seaC el número divisible entre7 que queremos formar a partir
deA.

1. Supongamos que los tres dı́gitos deB son7 ó 0. ComoC = 2401 y C = 2471
son divisibles entre7, entonces podemos reordenar los dı́gitos deA de manera
queA sea múltiplo de7: 772471, 702471, 240100 y 240170.

2. Supongamos que no todos los dı́gitos deB son7 ó 0. Luego, tenemos dos casos:
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B no es divisible entre7. Entonces al dividirB entre7 obtendrı́amos alguno
de los residuos1, 2, 3, 4, 5 ó 6. Pero al dividir entre7 los números421, 142,
241, 214, 124 y 412, también obtenemos esos mismos residuos, pues:

421 ≡ 1 (mod7)

142 ≡ 2 (mod7)

241 ≡ 3 (mod7)

214 ≡ 4 (mod7)

124 ≡ 5 (mod7)

412 ≡ 6 (mod7).

Luego, podemos obtenerC colocando a la derecha deB una permutación
apropiada de los dı́gitos del número124, pues sin ≡ r (mod7), entonces
1000n ≡ 7 − r (mod7) (ver ejercicio 1 deDivisibilidad y congruencias).

B es divisible entre7. EntoncesC se obtiene eliminando los dı́gitos1, 2 y
4.

Solución del problema 9.Supongamos que existenm, n y t enteros positivos que
satisfacen la ecuación. Observemos que todos los enteros de la forma3k son números
impares, de modo que3m + 3n es un número par, y por lo tanto3m + 3n + 1 es impar.
Entonces, podemos suponer quet = 2r + 1 para algún entero positivor. Luego:

3m + 3n + 1 = (2r + 1)2

3m + 3n = 4r(r + 1).

Pero4r(r + 1) es necesariamente un múltiplo de8 (puesr(r + 1) es múltiplo de
2). Luego,3m + 3n es múltiplo de8. Sin embargo, para cualquier entero positivok,
3k ≡ 3 (mod8) ó 3k ≡ 1 (mod8), por lo que3m +3n no puede ser múltiplo de8. Por
lo tanto, no existen soluciones enteras positivas para la ecuación3m + 3n + 1 = t2.

Solución del problema 10.Tenemos que:

a1 = 1, a1a2 = 4, a1a2a3 = 9, a1a2a3a4 = 16 y a1a2a3a4a5 = 25.

Luego,4a3 = 9, 9a4 = 16 y 16a5 = 25, de dondea3 + a5 = 9
4 + 25

16 = 61
16 .

Solución del problema 11.SeaG el punto de intersección deAD y BC, y seanE y
F los puntos medios deAB y CD, respectivamente.

A

B C

D

G

E′

F
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Como∠GAB + ∠GBA = ∠DAB + ∠ABC = 90◦, tenemos que el tercer ángulo
del triánguloAGB mide180◦ − ∠GAB + ∠GBA = 180◦ − 90◦ = 90◦. Luego, el
triánguloAGB es rectángulo.
Por otra parte, seaE′ el punto de intersección deGF con AB. ComoDC y AB

son paralelas, tenemos por el teorema de Thales (ver el Teorema 10 del apéndice) las
siguientes proporciones:

DF

AE′ =
GF

GE′ =
FC

E′B
⇒ DF

AE′ =
FC

E′B
⇒ DF

FC
=

AE′

E′B
.

PeroF es punto medio deCD. De aquı́ queDF
FC

= 1 y en consecuenciaAE′ = E′B.
Por lo tanto,E′ es punto medio deAB. Luego,E′ = E y los puntosE, F y G son
colineales.
Ahora, es un resultado conocido que la mediana sobre la hipotenusa de un triángulo
rectángulo vale lo mismo que la mitad de la hipotenusa. Estose debe a que el punto
medio de la hipotenusa de un triángulo rectángulo es su circuncentro, y por lo tanto
equidista de los tres vértices, de modo que la mediana se convierte en un radio y es
igual a cada una de las dos mitades de la hipotenusa (por ser radios). Aplicando este
resultado en los triángulos rectángulosDGC y AGB, tenemos queFG = CD

2 = 3 cm
y EG = AB

2 = 8 cm, de donde se sigue queFE = EG − FG = 8 − 3 = 5 cm, que
es la distancia buscada.

Solución del problema 12.Observemos primero que si tenemos un grupo den niños
con1 ≤ n ≤ 5, hay(n − 1)! formas de acomodarlos en una rueda. Esto se debe a que
si rompemos la rueda para formar una fila, el primer niño debeser siempre el mismo
(ası́ nos aseguramos de que los acomodamos de formas distintas) y para losn − 1
lugares restantes de la fila tenemos(n − 1)! formas de acomodar a los niños.
Dividimos la cuenta en casos.
Caso 1: un grupo de5. Como todos los niños están formando una rueda, el número
de formas de acomodarlos es4! = 24.
Caso 2: un grupo de4 y un grupo de1. Hay5 ·3! = 30 formas de acomodar a cuatro
de cinco niños en un grupo de4 y hay sólo una forma de acomodar al otro niño en el
grupo de1. Luego, en este caso hay30 formas.
Caso 3: un grupo de3 y un grupo de 2. Hay

(
5
3

)
= 5!

3!·2! = 10 formas de formar el
grupo de3 niños (ver la Definición 3 del apéndice). Luego, hay10 · 2! = 20 formas de
acomodar a tres de cinco niños en un grupo de3 y hay una sola forma de acomodar a
los otros2 niños en el grupo de2. Luego, en este caso hay20 formas.
Caso 4: un grupo de3 y dos grupos de1. Hay 10 · 2! = 20 formas de acomodar a
tres de cinco niños en un grupo de3 y hay una sola forma de acomodar a los otros dos
niños en los dos grupos de1, pues cada uno estará en un solo grupo. Luego, en este
caso hay20 formas.
Caso 5: dos grupos de2 y un grupo de1. Hay 5·4

2 = 10 formas de acomodar a dos
de cinco niños en un grupo de2 y hay 3·2

2 = 3 formas de acomodar a dos de tres niños
en otro grupo de2. Luego, hay10·3

2 = 15 formas de acomodar a los niños en los dos
grupos de2, pues cuando en el primer grupo hayamos elegido a los niñosa y b, y en el
segundo grupo hayamos elegido a los niñosc y d, esta cuenta la estarı́amos contando
doble cuando en el primer grupo hayamos elegido ac y d y en el segundo grupo aa y
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b. Por esta razón, dividimos entre2 en la cuenta final. Por último, el niño que queda es
el que irá en el grupo de1. Luego, en este caso hay15 · 1 = 15 formas.
Caso 6: un grupo de2 y tres grupos de1. Hay 5·4

2 = 10 formas de acomodar a
los dos niños que irán en el grupo de2 y hay una forma de acomodar a los tres niños
restantes en los tres grupos de1. Luego, en este caso hay10 formas.
Caso 7: cinco grupos de1. En este caso es claro que sólo hay una forma.
Por lo tanto, la respuesta es24 + 30 + 20 + 20 + 15 + 10 + 1 = 120 formas.

Solución del problema 13.Tenemos que:

a + 1

b
+

b + 1

a
=

a2 + a + b2 + b

ab

es un entero.
Comod divide aa y b, tenemos qued2 divide a los númerosab, a2 y b2. Además, como
ab divide aa2 + a + b2 + b, resulta qued2 divide aa2 + a + b2 + b, y por lo tanto,d2

divide aa + b. De aquı́ qued2 ≤ a + b, de donded ≤
√

a + b.

Solución del problema 14.Comox2
n − xn+1xn−1 = 1 para todon ≥ 2, tenemos que

x2
n+1−xn+2xn = 1 para todon ≥ 2. Luego,x2

n −xn+1xn−1 = x2
n+1−xn+2xn para

todon ≥ 2. Reescribiendo esta igualdad, tenemos que

x2
n + xn+2xn = x2

n+1 + xn+1xn−1,

es decir:
xn+2 + xn

xn+1
=

xn+1 + xn−1

xn

,

para todon ≥ 2. Por lo tanto, sólo hay un valor posible para la expresión.

Solución del problema 15.Escribamos en cada casilla del tablero los números1, 2 ó 3
de la siguiente manera:

1 2 3 1 2 3 1 2

2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2

2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2

2 3 1 2 3 1 2 3

En total hay21 casillas con el número1, 22 casillas con el número2 y 21 casillas
con el3. Recordemos que todas están pintadas de negro. Al colocar la ficha de3 × 1,
cambiamos el color de exactamente una casilla con cada número. Entonces, el número
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de casillas negras con el número1 y el número de casillas negras con el número2
siempre tienen paridad distinta. Luego, no es posible llegar a un tablero completamente
blanco.

Solución del problema 16.Usando el hecho de que la recta tangente a una circunfe-
rencia es perpendicular al radio en el punto de tangencia, tenemos quePA y QA son
perpendiculares. Por lo tanto, el triánguloAQP es rectángulo con∠PAQ = 90◦. Por
otro lado, notemos quePQ es la bisectriz del ánguloAPB, de modo que

∠QPA =
∠APB

2
= 60◦

Luego, en el triánguloAQP tenemos que los ángulos miden90◦, 60◦ y 30◦, es de-
cir, el triánguloAQP es la mitad de un triángulo equilátero de ladoQP . Enton-
ces,QP = 2AP = 24 cm, y utilizando el teorema de Pitágoras (ver el Teorema 9 del
apéndice) tenemos queQA =

√
242 − 122 = 12

√
3 cm.

Solución del problema 17.Denotemos porC1, C2, C3, C4 y C5 a los pesos de los
5 costales, conC1 ≤ C2 ≤ C3 ≤ C4 ≤ C5. Sabemos queC1 + C2 = 107 y que
C4 + C5 = 124. Como

107 + 109 + 110 + 113 + 114 + 116 + 117 + 118 + 120 + 124 = 1148

y esta suma es igual a4C1 +4C2 +4C3 +4C4 +4C5 = 4(C1 +C2 +C3 +C4 +C5),
tenemos que

C1 + C2 + C3 + C4 + C5 =
1148

4
= 287,

de dondeC3 = 287−107−124 = 56 kg. Ahora bien, comoC1 ≤ C2 ≤ C3 ≤ C4 ≤ C5,
es fácil verificar que la pareja que pesa109 kg debe corresponder aC1 + C3 y por tan-
to C1 = 109 − 56 = 53 kg. Análogamente, la pareja que pesa120 kg corresponde a
C3+C5 y por tantoC5 = 120−56 = 64 kg. Por último, deC1+C2 = 107 obtenemos
queC2 = 107−53 = 54 kg, y deC4 +C5 = 124 obtenemos queC4 = 124−64 = 60
kg.

Solución del problema 18.Seaa un entero que cumple las condiciones del problema.
Comoa debe tener exactamente4 divisores positivos, tenemos quea = pq conp y q

primos distintos, o biena = p3 conp primo (ver el Teorema 1 del apéndice).
Consideremos primero el casoa = p3 conp primo. Comoa ≤ 120, las posibilidades
parap sonp = 2 ó p = 3, pues sip ≥ 5, entoncesp3 ≥ 53 = 125 > 120. Si
p = 2, entoncesa = 8 y la suma de sus divisores positivos es1 + 2 + 4 + 8 = 15
que no es cuadrado. Sip = 3, entoncesa = 27 y la suma de sus divisores positivos es
1 + 3 + 9 + 27 = 40 que tampoco es cuadrado.
Por lo tanto, no hay números de la formap3 conp primo, que cumplan las condiciones
del problema.
Supongamos ahora quea = pq conp y q primos distintos conp < q. Tenemos que
p <

√
120 < 11, de dondep ≤ 7.

Si p = 2, tenemos que3 ≤ q ≤ 60 y la suma de los divisores positivos dea es
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1 + 2 + q + 2q = 3(1 + q). Para que esta suma sea un cuadrado debemos tener que
1 + q = 3r2 para algún enteror > 1. Los primos entre3 y 60 son:

3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59.

De éstos sólo tenemos que considerar los que dejan residuo2 al dividirse entre3, pues
q = 3r2 − 1 ≡ 2 (mod 3). Estos primos son5, 11, 17, 23, 29, 41, 47, 53 y 59. Es
fácil verificar que los únicos que cumplen que al sumarles1 y dividirlos entre3 dan un
cuadrado, sonq = 11 y q = 47. Por lo tanto, en este caso, los valores posibles paraa

son2 · 11 = 22 y 2 · 47 = 94.
Si p = 3, tenemos que5 ≤ q ≤ 40 y la suma de los divisores positivos dea es
1 + 3 + q + 3q = 4(1 + q). Para que esta suma sea un cuadrado, debemos tener que
1 + q = r2 para algún enteror > 1. Es fácil verificar que ningún primo entre5 y 40
cumple que al sumarle1 se obtiene un cuadrado. Luego, en este caso no hay valores de
a.
Si p = 5, tenemos que7 ≤ q ≤ 24 y la suma de los divisores positivos dea es
1 + 5 + q + 5q = 6(1 + q). Para que esta suma sea un cuadrado, debemos tener que
1+q = 6r2 para algún enteror > 1. Revisamos cuáles primos entre7 y 24 al sumarles
1 y dividirlos entre6 dan un cuadrado, y obtenemos que sólo el primo23 cumple. Por
lo tanto,a = 5 · 23 = 115 en este caso.
Si p = 7, tenemos que11 ≤ q ≤ 17 y la suma de los divisores positivos dea es
1 + 7 + q + 7q = 8(1 + q). Para que esta suma sea un cuadrado, debemos tener que
1 + q = 2r2 para algún enteror > 1. Revisamos cuáles primos entre11 y 17 al
sumarles1 y dividirlos entre2 dan un cuadrado, y obtenemos que sólo el primo17
cumple. Por lo tanto,a = 7 · 17 = 119 en este caso.
Por lo tanto, las posibilidades paraa son22, 94, 115 y 119.

Solución del problema 19.(a) Consideremos un jugadora que haya ganado el mayor
número de juegos, digamosk. Comoa no ganó todos los juegos, hay un jugadorc que
le ganó aa. Observemos quec no pudo haberle ganado a todos a los quea ganó, pues
de lo contrarioc tendrı́a más dek juegos ganados. Por lo tanto, hay un jugadorb que le
ganó ac y al cuala le ganó, como querı́amos.
(b) Sean ≥ 3 y supongamos quex1, x2, . . . , xn son los jugadores. Para cadai, j ∈
{2, . . . , n}, supongamos quexi le ganó axj si y sólo sii > j. Por otro lado, suponga-
mos quex1 le ganó a todos los demás excepto axn−1. Entonces, la terna(xn, xn−1, x1)
es la única que cumple las condiciones del inciso anterior.

Solución del problema 20.La siguiente tabla muestra que con7 problemas se cumple
la condición del problema.

Estudiantes Problemas resueltos
A 1, 2, 3
B 1, 4, 5
C 1, 6, 7
D 2, 4, 6
E 2, 5, 7
F 3, 4, 7
G 3, 5, 6
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Demostraremos que si el número de problemas es al menos8, entonces no se cumple
la condición.
Supongamos que el problema 1 fue resuelto porA, B y C. Ya que cada par de proble-
mas fue resuelto por exactamente un estudiante, tenemos quecualquier otro problema
(aparte del 1) fue resuelto por exactamente alguno deA, B y C. Como estamos supo-
niendo que el número de problemas es al menos8, por el principio de las casillas, al
menos 3 de los otros7 problemas fueron resueltos por alguno deA, B y C, digamos
A. Supongamos que estos problemas son2, 3 y 4. Entonces, además deA, ningún estu-
diante resolvió más de uno de los problemas1, 2, 3 y 4. ComoA no resolvió todos los
problemas, hay un problema, digamos el5, queA no resolvió. Podemos suponer que
B resolvió los problemas5 y 6, y queC resolvió los problemas7 y 8. Para cada uno de
los problemas2, 3 y 4, hay dos estudiantes distintos deA, deB y deC, y distintos en-
tre sı́, que resolvieron el problema. Supongamos queD y E resolvieron el problema2,
queF y G resolvieron el problema3 y queH eI resolvieron el problema4. Entonces,
los problemas2 y 5 fueron resueltos porD o E, los problemas3 y 5 fueron resueltos
porF o G, y los problemas4 y 5 fueron resueltos porH o I. En resumen tenemos que:

Estudiantes Problemas resueltos
A 1, 2, 3, 4
B 1, 5, 6
C 1, 7, 8
D 2, 5
E 2
F 3, 5
G 3
H 4, 5
I 4

ComoB resolvió el problema 5, tenemos al menos cuatro estudiantes que resolvieron el
problema5, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, el máximo número de problemas
es7.



Problemas propuestos

Tzaloa es tu revista y no podrá estar completa sin ti. En estasección te proponemos5
nuevos problemas que necesitan de tu participación y ayudapara encontrar sus solu-
ciones. Asimismo, en este número presentamos las soluciones de los problemas pro-
puestos del número anterior.
Recuerda que nuestra dirección electrónica esrevistaomm@gmail.com y a través
de ella estaremos recibiendo todas las contribuciones que nos lleguen desde todos los
rincones del paı́s. En el próximo número publicaremos lasmejores soluciones y la tuya
puede ser una de ellas.

Problemas propuestos.
Año 2009 No. 2.

Problema 1.(Principiante) Considera50 puntos en el plano tales que no hay tres coli-
neales. Cada uno de estos puntos se pinta usando uno de cuatrocolores disponibles.
Demuestra que hay al menos130 triángulos escalenos cuyos vértices están pintados
del mismo color.

Problema 2.(Intermedio) SeaABCD un cuadrilátero convexo tal queAB = AD y
CB = CD. Si la bisectriz del ánguloBDC corta aBC enL, AL corta aBD enM y
BL = BM , determina el valor de2∠A + 3∠C.

Problema 3.(Intermedio) Demuestra que para cada entero positivon existe un entero
positivok tal que la suma de los dı́gitos dek esn y la suma de los dı́gitos dek2 esn2.

Problema 4.(Intermedio) Determina todas las parejas de enteros positivos(a, b) tales
que los númerosa2 − 4b y b2 − 4a sean cuadrados perfectos.

Problema 5.(Avanzado) SeanH y O, respectivamente, el ortocentro y el circuncentro
del triángulo acutánguloABC con AB 6= AC. SeaΓ la circunferencia circunscrita
al triánguloABC. La prolongación de la medianaAM del triánguloABC, corta a



26 Problemas propuestos

Γ en el puntoN y la circunferencia de diámetroAM corta aΓ en los puntosA y P .
Demuestra que las rectasAP , BC y OH son concurrentes si y sólo siAH = HN .

Soluciones a los problemas propuestos.
Año 2009 No. 1.

Problema 1.(Principiante) Determina el menor entero positivo que no sepuede escri-
bir en la forma:

2a − 2b

2c − 2d

para algunos enteros positivosa, b, c y d.

Solución. Veamos primero que los números impares del1 al 9, sı́ se pueden escribir en
la forma indicada:

1 =
22 − 2

22 − 2
, 3 =

23 − 2

22 − 2
, 5 =

16 − 1

4 − 1
=

25 − 2

23 − 2
,

7 =
24 − 2

22 − 2
, 9 = 23 + 1 =

(23 + 1)(23 − 1)

23 − 1
=

26 − 1

23 − 1
.

Ahora, los números pares del2 al 10 los podemos obtener como sigue:

2 = 2 · 1 =
23 − 22

22 − 2
, 4 = 2 · 2 =

24 − 23

22 − 2
, 6 = 2 · 3 =

24 − 22

22 − 2
,

8 = 2 · 4 =
25 − 24

22 − 2
, 10 = 2 · 5 =

26 − 22

23 − 2
.

Demostraremos que11 no se puede escribir en la forma indicada. Supongamos que
11 = 2a−2b

2c−2d para algunos enteros positivosa, b, c y d. Sin pérdida de generalidad,
supongamos quea > b y c > d. Seanm = a − b, n = c − d y k = b − d. La igualdad
anterior es equivalente a la igualdad:

11(2n − 1) = 2k(2m − 1).

Si k > 0, entonces el lado derecho de la ecuación anterior es un número par, mientras
que el lado izquierdo es un número impar. Luego,k = 0. Por lo tanto, la ecuación
anterior se reduce a la ecuación:

11(2n − 1) = 2m − 1,

de donde es claro quem > n.
Si m es impar, entonces2m ≡ (−1)m ≡ −1 (mod3). Luego,

11(2n − 1) ≡ 2(2n − 1) ≡ −2 (mod3),

de donde2n − 1 ≡ −1 (mod 3), es decir,2n ≡ 0 (mod 3) lo cual no es posible.
Por lo tanto,m es par. En este caso,2m ≡ (−1)m ≡ 1 (mod 3) y en consecuencia,
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11(2n − 1) ≡ 0 (mod 3). Luego,2n − 1 ≡ 0 (mod 3) o bien2n ≡ 1 (mod 3). De
aquı́ quen es par. Supongamos quem = 2i y n = 2j para algunos enteros positivosi

y j. Tenemos quei > j, puesm > n. Sustituyendo obtenemos que:

11(22j − 1) = 22i − 1

22j(22(i−j) − 11) = −10

22j−1(11 − 22(i−j)) = 5.

Comoj ≥ 1, tenemos que22j−1 ≥ 2 y por lo tanto2 divide a5, lo cual no es posible.
Por lo tanto, el menor entero positivo que no se puede escribir en la forma indicada es
el número11.

Problema 2.(Principiante) Determina todos los enteros positivosn que cumplan, para
alguna elección adecuada de los signos, la igualdad:

n = ±12 ± 22 ± · · · ± n2. (1)

Por ejemplo,4 = 12 − 22 − 32 + 42 cumple. Pero3 no, pues no hay manera de elegir
los signos en±12 ± 22 ± 32 para obtener3.

Solución. Es fácil ver que para todo enterom se tiene que:

4 = (m + 1)2 − (m + 2)2 − (m + 3)2 + (m + 4)2. (2)

Luego, sim = 0 tenemos la expresión4 = 12 − 22 − 32 + 42, y si m = 1 tenemos
que5 = 1 + 4 = 12 + 22 − 32 − 42 + 52. Demostraremos que todo entero positivo de
la forma4k y de la forma4k + 1, admite una expresión como (1). La demostración la
haremos por inducción enk (ver el Criterio 2 del apéndice). Sik = 1 no hay nada que
hacer, pues ya vimos que4 y 5 cumplen. Supongamos que para algún enterok > 1, los
números4k y 4k+1 cumplen (1). Consideremos a los números4(k+1) y 4(k+1)+1.
Tenemos que:

4(k + 1) = 4k + 4 = 4k + (4k + 1)2 − (4k + 2)2 − (4k + 3)2 + (4k + 4)2

y

4(k+1)+1 = (4k+1)+4 = 4k+1+(4k+2)2− (4k+3)2− (4k+4)2 +(4k+5)2.

La primera igualdad se obtiene haciendom = 4k en (2) y la segunda igualdad se
obtiene haciendom = 4k +1 en (2). Por lo tanto, los números4(k +1) y 4(k +1)+1
se pueden escribir en la forma dada en (1). Esto completa la inducción.
Demostraremos ahora que ningún entero positivo de la forma4k + 2 ó 4k + 3 se
puede escribir como en (1). En efecto, sin = 4k + 2 entoncesn ≡ 0 (mod 2) y
±12 ± 22 ± · · · ± n2 ≡ ±12 ± 32 ± · · · ± (n − 1)2

︸ ︷︷ ︸

n
2
=2k+1 sumandos

≡ ±1 ± 1 ± · · · ± 1 (mod 2).

De aquı́ que sin = 4k + 2 se pudiera escribir en la forma indicada, entonces la suma
±1 ± 1 ± · · · ± 1
︸ ︷︷ ︸

2k+1 sumandos

serı́a par para alguna elección adecuada de los signos. Pero esto no
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puede ser, pues esta suma tiene un número impar de sumandos impares. Luego, no es
posible escribir an en la forma indicada.
Supongamos ahora quen = 4k + 3. Entoncesn ≡ 1 (mod2) y

±12 ± 22 ± · · · ± n2 ≡ ±12 ± 32 ± · · · ± n2

︸ ︷︷ ︸
n+1

2
=2k+2 sumandos

≡ ±1 ± 1 ± · · · ± 1 (mod2).

Luego, sin = 4k + 3 se pudiera escribir como en (1), entonces

±1 ± 1 ± · · · ± 1
︸ ︷︷ ︸

2k+2 sumandos

≡ 1 (mod2)

para alguna elección adecuada de los signos, es decir,±1 ± 1 ± · · · ± 1
︸ ︷︷ ︸

2k+2 sumandos

serı́a impar,

para alguna elección adecuada de los signos. Pero esto no esposible, pues esta suma
tiene un número par de sumandos impares. Por lo tanto, no es posible escribir an en la
forma indicada.
En consecuencia, los números que se pueden escribir como en(1), son todos los de la
foma4k y los de la forma4k + 1.

Problema 3. (Principiante) SeaABC un triángulo con incentroI. La rectaAI corta
a BC enL y al circuncı́rculo del triánguloABC enL′. Demuestra que los triángulos
BLI y L′IB son semejantes si y sólo siAC = AB + BL.

Solución. Seanα = ∠BAC, β = ∠ABC y γ = ∠ACB. ComoI es incentro del
triánguloABC, tenemos que∠IBL = β

2 y ∠CAL′ = α
2 . Pero∠CAL′ = ∠CBL′

por subtender el mismo arco. Luego,∠CBL′ = α
2 , de modo que

∠IBL′ = ∠IBL + ∠CBL′ =
α + β

2
.

Por otra parte, el ánguloBIL′ es un ángulo exterior del triánguloAIB, de donde
∠BIL′ = ∠BAI + ∠ABI = α

2 + β
2 . De aquı́ que∠IBL′ = ∠BIL′ y el triángulo

L′BI es isósceles. Además,∠AL′B = γ por subtender el mismo arco.

b

b

A

B C

L′

I

L
B′
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Seau = ∠ILB. Tenemos que los triángulosBLI y L′IB son semejantes si y sólo si
∠IBL = ∠AL′B y ∠BIL′ = ∠ILB, es decir, si y sólo siβ2 = γ y α+β

2 = u. Sea
B′ el punto sobreAC tal queAB′ = AB y seav = ∠CLB′. Entonces, los triángulos
ABL y AB′L son congruentes según el criterio LAL (ver la Definición 7 yel Criterio
8 del apéndice), de dondeB′L = BL y ∠AB′L = β. Luego,β = ∠AB′L = v +γ ya
que el ánguloAB′L es exterior al triánguloCB′L. Sustituyendo la igualdadβ = v+γ

en la igualdadβ2 = γ, obtenemos quev = γ. Por lo tanto:

△BLI ∼ △L′IB ⇔ β

2
= γ y

α + β

2
= u

⇔ v = γ

⇔ B′L = B′C

⇔ BL = B′C

⇔ AB′ + B′C = AB + BL

⇔ AC = AB + BL.

Problema 4.(Intermedio) Determina todos los enteros positivost, x, y, z que satisfa-
cen el sistema de ecuaciones:

z + t = xy,

zt = x + y.

Solución. Despejandoz de la primera ecuación y sustituyéndola en la segunda, tene-
mos que(xy − t)t = x + y, de dondey = t2+x

xt−1 . Luego,z = x2+t
xt−1 .

Si xt − 1 = 1, entoncesxt = 2, de dondet = 1, x = 2 ó t = 2, x = 1. En el primer
caso,y = 3, z = 5 y en el segundo caso,y = 5, z = 3.
Supongamos quext − 1 ≥ 2, es decir,xt ≥ 3. Si 2 ≤ t ≤ x, entonces:

y =
t2 + x

xt − 1
= 1 +

(t2 + x) − (xt − 1)

xt − 1
≤ 1 +

x + 1

xt − 1
≤ 1 +

x + 1

2x − 1
.

Si x = 2, entoncest = x y y = z = 2.
Si x ≥ 3, entoncesy ≤ 1 + 4

5 < 2, de dondey = 1. Luego,1 = t2+x
xt−1 . Despejandox

tenemosx = t2+1
t−1 = t + 1 + 2

t−1 . De aquı́ quex es entero sólo sit = 2. Ası́, x = 5,
z = 3. Análogamente, si2 ≤ x ≤ t, obtenemos la soluciónt = 5, x = 2, y = 3,
z = 1.
Por lo tanto, las soluciones son:

(t, x, y, z) = (1, 2, 3, 5), (2, 1, 5, 3), (2, 2, 2, 2), (2, 5, 1, 3), (5, 2, 3, 1).

Problema 5. (Intermedio) Considera un conjunto finito den puntos en el plano tales
que la distancia entre cualesquiera dos de ellos es al menos1. Demuestra que hay a lo
más3n parejas de puntos a distancia1.
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Solución. Construyamos una gráfica conn vérticesv1, v2, . . . , vn, de la siguiente ma-
nera (ver la Definicion 4 del apéndice). Dos vértices serán unidos por una arista si y
sólo si la distancia entre ellos es exactamente1. Denotaremos pord(vi, vj) a la distan-
cia entre los vérticesvi y vj medida en la gráfica, pord(vi) a la valencia del vértice
vi, y por m a la mayor de todas las valencias. Afirmamos quem ≤ 6. En efecto,
supongamos quem ≥ 7 y seav un vértice con valenciam. Seanv1, v2, . . . , vm vérti-
ces adyacentes conv. Comod(v, vi) = 1 y d(vi, vi+1) ≥ 1 parai = 1, . . . , m, con
vm+1 = v1, tenemos que∠vivvi+1 ≥ 60◦ parai = 1, . . . , m. Luego:

360◦ =
m∑

i=1

∠vivvi+1 ≥
m∑

i=1

60◦ = 60◦ · m ≥ 7(60◦) = 420◦ > 360◦,

lo cual es un absurdo. Por lo tanto,m ≤ 6. De aquı́ qued(vi) ≤ 6 parai = 1, . . . , n.
Por otra parte, siN denota el número total de aristas, tenemos que2N =

∑n

i=1 d(vi),
pues una arista del vérticevi al vérticevj contribuye en1 a la valencia del vérticevi

y en1 a la valencia del vérticevj , y por lo tanto en2 a la suma de todas las valencias.
Luego:

2N =

n∑

i=1

d(vi) ≤
n∑

i=1

6 = 6n,

de dondeN ≤ 6n
2 = 3n. Es decir, hay a lo más3n parejas de vértices a distancia1,

como querı́amos.



Problemas y Soluciones de las
Olimpiadas Internacionales de

2008

En esta sección aparecen los exámenes de las diferentes olimpiadas internacionales en
las que México participó el año pasado. Hemos incluido las soluciones de cada uno de
los problemas y, en algunos casos, hay más de una solución para un mismo problema.
Cabe mencionar que las soluciones que no tienen el nombre delautor, corresponden a
las soluciones oficiales que dan los comités organizadoresde cada concurso, mientras
que las soluciones que cuentan con crédito para los autorescorresponden a respuestas
correctas, diferentes de las oficiales, dadas por los participantes.

XX Olimpiada de la Cuenca del Paćıfico

Durante el mes de marzo de 2008 se aplicó el examen de la XX Olimpiada de la Cuenca
del Pacı́fico a todos los alumnos que en ese momento se encontraban en los entrena-
mientos. Dicho examen llega por correo, y se aplica y calificaen México. Los mejores
exámenes se enviaron a Corea para ser evaluados por el comité coreano. Los alumnos
que obtuvieron medalla fueron: Aldo Pacchiano Camacho de Morelos, obtuvo meda-
lla de oro; Eduardo Velasco Barreras de Sonora, Manuel Guillermo López Buenfil de
Chihuahua, Marcelino Anguiano Chávez de Chihuahua y Malors Emilio Espinoza La-
ra de Jalisco, obtuvieron medalla de bronce. México ocupóel lugar número 14 de 28
paı́ses participantes.

Problema 1.SeaABC un triángulo con∠A < 60◦. SeanX y Y puntos en los lados
AB y AC respectivamente, tales que:

CA + AX = CB + BX y BA + AY = BC + CY.

SeaP un punto tal que las rectasPX y PY son perpendiculares aAB y AC, respec-
tivamente. Demuestre que∠BPC < 120◦.
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Solución. SeaI el incentro del triánguloABC, y seanD y E los pies de las perpendi-
culares desdeI sobreAB y AC, respectivamente.
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir queAC es el lado más grande. Luego,
X está en el segmentoAD. AunqueP podrı́a o no estar dentro del triánguloABC, la
demostración que vamos a hacer funciona en ambos casos. Notemos queP está en la
recta perpendicular aAB que pasa porX .
SeaO el punto medio deIP , y seanM y N los pies de las perpendiculares desdeO

sobreAB y AC, respectivamente. Entonces,M y N son los puntos medios deDX y
EY , respectivamente.
De las condiciones que cumplen los puntosX eY , tenemos que:

AX =
AB + BC − CA

2
y AY =

BC + CA − AB

2
.

De la igualdadAD = AE = CA+AB−BC
2 , obtenemos que:

BD = AB − AD = AB − CA + AB − BC

2
=

AB + BC − CA

2
= AX.

ComoM es el punto medio deDX , se sigue queM es el punto medio deAB. Similar-
mente,N es el punto medio deAC. Por lo tanto, las mediatrices deAB y AC se inter-
sectan enO, es decir,O es el circuncentro del triánguloABC. Como∠BAC < 60◦,
O está del mismo lado deBC como el puntoA y ∠BOC = 2∠BAC.

b b b

b

b

b

b

b

b

A X M D B

C

E

N

Y

P
O

I

Podemos calcular∠BIC como sigue:

∠BIC = 180◦ − ∠IBC − ∠ICB = 180◦ − 1

2
∠ABC − 1

2
∠ACB

= 180◦ − 1

2
(∠ABC + ∠ACB)

= 180◦ − 1

2
(180◦ − ∠BAC) = 90◦ +

1

2
∠BAC.

Como∠BAC < 60◦, tenemos que:

2∠BAC < 90◦ +
1

2
∠BAC,
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es decir,∠BOC < ∠BIC.
Se sigue queI está dentro del circuncı́rculo del triángulo isóscelesBOC, puesO e I

están del mismo lado deBC. Sin embargo, comoO es el punto medio deIP , P debe
estar afuera del circuncı́rculo del triánguloBOC y del mismo lado deBC comoO.
Por lo tanto:

∠BPC < ∠BOC = 2∠BAC < 120◦.

Problema 2.Los estudiantes de una clase forman grupos de exactamente tres alumnos
cada uno, tal que cualesquiera dos grupos distintos tienen alo más un miembro en
común. Demuestre que, cuando hay46 estudiantes en la clase, existe un conjunto de
10 estudiantes que no contiene algún grupo de los anteriores.

Solución. SeaC el conjunto de todos los46 estudiantes en la clase y sea:

s = max{|S| : S ⊆ C y tal queS no contiene propiamente a ningún grupo}.

Luego, es suficiente demostrar ques ≥ 10. (Si |S| = s > 10, entonces podemos elegir
un subconjunto deS formado por10 estudiantes).
Supongamos ques ≤ 9 y seaS un conjunto de tamaños en el cual ningún grupo
está propiamente contenido. Consideremos cualquier estudiante, digamosv, afuera de
S. Debido a la maximalidad des, habrı́a un grupo que contiene al estudiantev y a otros
dos estudiantes enS. El número de formas de elegir dos estudiantes deS es:

(
s

2

)

≤
(

9

2

)

= 36.

Por otra parte, hay al menos37 = 46−9 estudiantes afuera deS. Luego, de entre aque-
llos 37 estudiantes afuera, hay al menos un estudiante, digamosu, que no pertenece a
ningún grupo que contiene dos estudiantes deS y uno afuera deS. Esto se debe a que
no hay dos grupos distintos que tengan dos miembros en común. Luego,S se puede
agrandar incluyendo au, lo cual es una contradicción.

Problema 3.SeaΓ el circuncı́rculo del triánguloABC. Una circunferencia que pasa
por los puntosA y C intersecta a los ladosBC y BA en D y E, respectivamente.
Las rectasAD y CE intersectan aΓ nuevamente enG y H , respectivamente. Las
rectas tangentes aΓ enA y C intersectan a la rectaDE enL y M , respectivamente.
Demuestre que las rectasLH y MG se intersectan enΓ.

Solución. Supongamos queMG intersecta aΓ en P . Como∠MCD = ∠CAE y
∠MDC = ∠CAE, tenemos queMC = MD. Luego:

MD2 = MC2 = MG · MP,

de dondeMD es tangente al circuncı́rculo del triánguloDGP . Por lo tanto,

∠DGP = ∠EDP.

SeaΓ′ el circuncı́rculo del triánguloBDE. Si B = P , como∠BGD = ∠BDE, las
tangentes deΓ′ y Γ enB deberı́an coincidir, es decir,Γ′ es tangente aΓ desde adentro.
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Supongamos queB 6= P .
Si P está en el mismo lado deBC comoG, entonces:

∠EDP + ∠ABP = 180◦,

ya que∠DGP + ∠ABP = 180◦. Luego, el cuadriláteroBPDE es cı́clico, y por lo
tantoP está en la intersección deΓ′ conΓ.
En caso contrario:

∠EDP = ∠DGP = ∠AGP = ∠ABP = ∠EBP.

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

A

B

C

E

D
G

H

M

L

P

Luego, el cuadriláteroPBDE es cı́clico, y por lo tantoP nuevamente está en la inter-
sección deΓ′ conΓ.
Análogamente, siLH intersecta aΓ enQ, tenemos que, o bienQ = B, en cuyo caso
Γ′ es tangente aΓ desde adentro, o bienQ 6= B. En este último caso,Q está en la
intersección deΓ′ conΓ. Luego, en cualquier caso, tenemos queP = Q.

Problema 4.Considere la funciónf : N0 → N0, dondeN0 es el conjunto de todos los
enteros no negativos, definida por las siguientes condiciones:

(i) f(0) = 0, (ii) f(2n) = 2f(n), (iii) f(2n + 1) = n + 2f(n) para todan ≥ 0.

(a) Encuentre los conjuntos:

L = {n|f(n) < f(n + 1)},
E = {n|f(n) = f(n + 1)},
G = {n|f(n) > f(n + 1)}.
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(b) Para cadak ≥ 0, encuentre una fórmula paraak = max{f(n)|0 ≤ n ≤ 2k} en
términos dek.

Solución. (a) Sean:

L1 = {2k|k > 0}, E1 = {0} ∪ {4k + 1|k ≥ 0} y G1 = {4k + 3|k ≥ 0}.

Demostraremos queL1 = L, E1 = E y G1 = G. Será suficiente demostrar que
L1 ⊆ L, E1 ⊆ E y G1 ⊆ G, puesL1, E1 y G1 son mutuamente disjuntos y:

L1 ∪ E1 ∪ G1 = N0.

Primero notemos que sik > 0, entoncesf(2k) − f(2k + 1) = −k < 0 y por lo tanto
L1 ⊆ L. En segundo lugar, tenemos quef(0) = 0 y:

f(4k + 1) = 2k + 2f(2k) = 2k + 4f(k),

f(4k + 2) = 2f(2k + 1) = 2(k + 2f(k)) = 2k + 4f(k),

para todok ≥ 0. Luego,E1 ⊆ E.
Por último, para demostrar queG1 ⊆ G, demostraremos quef(n + 1) − f(n) ≤ n

para todon. (De hecho, se puede demostrar quef(n + 1) − f(n) ≤ n
2 ). Si n es par,

digamosn = 2t, entonces:

f(2t + 1) − f(2t) = t ≤ n.

Sin es impar, digamosn = 2t+1, entonces asumiendo inductivamente que el resultado
se cumple para todos los enteros no negativosm < n, tenemos que:

f(n + 1) − f(n) = f(2t + 2) − f(2t + 1) = 2f(t + 1) − t − 2f(t)

= 2(f(t + 1) − f(t)) − t ≤ 2t − t = t < n.

Luego, para todok ≥ 0:

f(4k + 4) − f(4k + 3) = f(2(2k + 2)) − f(2(2k + 1) + 1)

= 4f(k + 1) − (2k + 1 + 2f(2k + 1))

= 4f(k + 1) − (2k + 1 + 2k + 4f(k))

= 4(f(k + 1) − f(k)) − (4k + 1)

≤ 4k − (4k + 1) < 0.

Por lo tantoG1 ⊆ G.

(b) Notemos quea0 = a1 = f(1) = 0. Seak ≥ 2 y seaNk = {0, 1, 2, 3, . . . , 2k}.
Demostraremos primero que el máximoak se da en el mayor número del conjunto
G ∩ Nk, es decir,ak = f(2k − 1). Usaremos inducción enk para demostrar esto.
Notemos quef(2) = 0, f(3) = 1 y f(4) = 0. Luego,a2 = f(3) = f(22 − 1).
Supongamos quek ≥ 3. Para cada entero par2t con2k−1 + 1 < 2t ≤ 2k, tenemos
que:

f(2t) = 2f(t) ≤ 2ak−1 = 2f(2k−1 − 1) (3)
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por hipótesis de inducción.
Para cada entero impar2t + 1 con2k−1 + 1 ≤ 2t + 1 < 2k, tenemos que:

f(2t + 1) = t + 2f(t) ≤ 2k−1 − 1 + 2f(t) (4)

≤ 2k−1 − 1 + 2ak−1 = 2k−1 − 1 + 2f(2k−1 − 1),

nuevamente por hipótesis de inducción.
Combinando (3), (4) y:

f(2k − 1) = f(2(2k−1 − 1) + 1) = 2k−1 − 1 + 2f(2k−1 − 1),

podemos concluir queak = f(2k − 1) como querı́amos.
Además, obtenemos que:

ak = 2ak−1 + 2k−1 − 1

para todok ≥ 3. Notemos que esta fórmula recursiva paraak también se cumple para
k = 0, 1 y 2.
Por lo tanto, usando esta fórmula recursiva repetidas veces, obtenemos que:

ak = 2ak−1 + 2k−1 − 1 = 2(2ak−2 + 2k−2 − 1) + 2k−1 − 1

= 22ak−2 + 2 · 2k−1 − 2 − 1

= 22(2ak−3 + 2k−3 − 1) + 2 · 2k−1 − 2 − 1

= 23ak−3 + 3 · 2k−1 − 22 − 2 − 1

...

= 2ka0 + k · 2k−1 − 2k−1 − 2k−2 − · · · − 2 − 1

= k · 2k−1 − 2k + 1

para todok ≥ 0.

Problema 5.Seana, b, c enteros que satisfacen0 < a < c − 1 y 1 < b < c. Para
cadak, con0 ≤ k ≤ a, seark, con0 ≤ rk < c, el residuo dekb al dividirlo entrec.
Demuestre que los dos conjuntos{r0, r1, r2, . . . , ra} y {0, 1, 2, . . . , a} son diferentes.

Solución. Supongamos que los dos conjuntos son iguales. Entoncesb y c son primos
relativos, y el polinomio:

f(x) = (1 + xb + x2b + · · · + xab) − (1 + x + x2 + · · · + xa−1 + xa)

es divisible entrexc − 1. (Esto se debe a que sim = n + cq, entonces:

xm − xn = xn+cq − xn = xn(xcq − 1)

y
(xcq − 1) = (xc − 1)((xc)q−1 + (xc)q−2 + · · · + 1).

De la igualdad:

f(x) =
x(a+1)b − 1

xb − 1
− xa+1 − 1

x − 1
=

F (x)

(x − 1)(xb − 1)
,
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dondeF (x) = xab+b+1 + xb + xa+1 − xa+b − xa+b+1 − x, tenemos que:

F (x) ≡ 0 (modxc − 1).

Comoxc ≡ 1 (modxc − 1), podemos concluir que:

{ab + b + 1, b, a + 1} ≡ {ab + b, a + b + 1, 1} (modc).

Luego:
b ≡ ab + b, a + b + 1 ó 1 (modc).

Pero nib ≡ 1 (mod c) ni b ≡ a + b + 1 (mod c) son posibles según las condiciones
dadas. Por lo tanto,b ≡ ab + b (modc), lo cual tampoco es posible debido a queb y c

son primos relativos.

X Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 4 al 9 de junio de 2008 se celebró en San Pedro Sula, Honduras, la X Olimpia-
da Matemática de Centroamérica y el Caribe. La delegación mexicana estuvo inte-
grada por los alumnos: Fernando Ignacio Arreola Gutiérrezde Aguascalientes, Fla-
vio Hernández González de Aguascalientes, y Manuel Enrique Dosal Bustillos de
Chihuahua. El alumno Flavio obtuvo medalla de oro, Manuel Enrique obtuvo medalla
de plata y Fernando Ignacio medalla de bronce. México ocup´o el2o lugar de 12 paı́ses
participantes.

Problema 1.Determine el menor entero positivoN tal que la suma de sus dı́gitos sea
100 y la suma de los dı́gitos de2N sea110.

Solución de Manuel Enrique Dosal Bustillo.Sabemos que2N es un número par tal
que la suma de sus dı́gitos es110, veamos cuál es la menor opción para2N . Para esto
ponemos un8 al final (el mayor dı́gito par) después los nueves que sean necesarios y
al final faltará un3, ası́ la menor opción para2N será:

3999999999998.

Para esta opción obtenemos queN = 1999999999999, pero la suma de sus dı́gitos es
109, ası́ que esteN no funciona.
Veamos la siguiente menor opción para2N . Es fácil ver que ésta consiste en cambiar
los dı́gitos3 y 9 del inicio por4 y 8, obteniendo:

2N = 4899999999998.

De aquı́ queN = 2449999999999, y como la suma de los dı́gitos deN sı́ es100
concluimos que éste es el número buscado.

Solución alternativa. Denotemos porS(N) a la suma de los dı́gitos del enteroN . Ob-
servemos que si todos los dı́gitos deN son menores que 5, entoncesS(2N) = 2S(N).
Pero por cada dı́gito deN mayor o igual que 5, al sumarN + N se produce el acarreo
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de una unidad, lo que hace queS(2N) disminuya en 9 unidades respecto a2S(N). Es
decir,S(2N) = 2S(N) − 9x, dondex es el número de dı́gitos deN que son mayores
o iguales a5. Como queremos que2S(N) − S(N) = 200 − 110 = 90 = 9(10), en-
toncesN debe contener 10 dı́gitos mayores o iguales que 5. Además, queremos queN
sea el menor posible, entonces pongamos estos 10 dı́gitos iguales a 9, para disminuir
el número total de dı́gitos. Para completarS(N) = 100 con dı́gitos menores que5, se
necesitan al menos tres dı́gitos, que podrán ser: 4, 4 y 2 ó 4, 3 y 3. Por lo tanto,

N = 2449999999999

es el menor número que cumple que

S(N) = 2 + 4 + 4 + (9 · 10) = 100

S(2N) = S(4899999999998) = 4 + 8 + (9 · 10) + 8 = 110.

Problema 2.SeaABCD un cuadrilátero inscrito en una circunferencia de centroO, tal
queAC es diámetro, y al construir los paralelogramosABEO y OCDF , los puntosE
y F tambien pertenecen a la circunferencia. Demuestre queABCD es un rectángulo.

Solución de Fernando Ignacio Arreola Gutíerrez.Sabemos queAC es diámetro, por
lo que∠ABC = ∠CDA = 90◦. Ası́ que para demostrar queABCD es un rectángulo
basta ver que∠BCD = 90◦, o probar queBD es diámetro.

F

E

A

B

C

D

O
b

Consideramos primero el paralelogramoABEO. Tenemos que los lados opuestos son
iguales, ası́ queOA = EB y OE = AB, pero comoA y E están sobre la circunferen-
cia tenemos queOA = OE por ser ambos radios. Ası́ queABEO es un rombo.
AnálogamenteOCDF es un rombo y como cada lado mide lo mismo que el radio del
cı́rculo, se tiene queAB = CD y los ángulos centrales que abarcan estos segmentos
son iguales, es decir,∠COD = ∠AOB. ComoA, O y C están en la misma recta,
tenemos queB, O y D están también alineados, lo que implica queBD es un diámetro,
que era lo que faltaba demostrar.

Solución alternativa. Como AC es diámetro,∠CDA = 90◦ = ∠ABC. Como
ABEO es paralelogramo,AB es paralela aOE y ambas son perpendiculares aBC.
Además, comoO equidista deC y B, entoncesOE es mediatriz deBC.



Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales 39

F

E
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B

C
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O
a a a

a a

b

Por otra parte comoOA y OE son radios, entoncesABEO es un rombo, por lo
queAO y AB son iguales, peroOB también es radio, entonces el triánguloABO

es equilátero. Asimismo, el triánguloBEO es también equilátero.
Análogamente se demuestra queOCD y ODF son triángulos equiláteros.
Como el triánguloOCD es equilátero,60◦ = ∠OCD = ∠ACD = 90◦ − ∠DAC,
de donde∠DAC = 30◦, mientras que∠BAO = 60◦, pues el triánguloABO es
equilátero. Luego,∠DAB = 90◦ y ∠BCD = 360◦−3(90◦) = 90◦, es decir,ABCD

es un rectángulo.

Problema 3.Se tienen2008 bolsas rotuladas del1 al2008, con2008 ranas en cada una.
Dos personas juegan alternadamente. Una jugada consiste enseleccionar una bolsa y
sacar de ella la cantidad de ranas que se deseen (al menos1), quedando en estax ranas
(x ≥ 0). Después de cada jugada, de cada bolsa con número de rótulo mayor al de la
bolsa seleccionada y que contenga más dex ranas, se escapan algunas hasta que queden
x en la bolsa. Pierde el jugador que saque la última rana de la bolsa uno. Pruebe que
uno de los jugadores tiene una estrategia ganadora y explı́quela.

Solución de Flavio Hernández Gonźalez.Demostremos que el primer jugador tiene
la estrategia ganadora.
En su primer turno sacará2007 ranas de la segunda bolsa, ası́ que quedarán2008 ranas
en la primera bolsa y1 rana en cada bolsa de las restantes.
Veamos que después de cada turno del segundo jugador el primero podrá dejar el juego
como sigue:

1. hayk ranas en la primera bolsa y

2. hay una rana en cada bolsa desde la2 hasta lak, o simplemente deja una rana en
la primera bolsa, en cuyo caso el segundo jugador la saca y pierde.

Para esto usamos una sencilla inducción. Tenemos la base deinducción en la configu-
ración del juego después de la primera jugada ya que en ese momento quedan2008
ranas en la primera bolsa y1 rana en cada bolsa de la2 a la2008.
Ahora supongamos que después de cierto número de jugadas ydespués del turno del
primer jugador en el juego quedank > 1 ranas en la primera bolsa y1 rana en cada
bolsa de la2 a lak. El segundo jugador puede:
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1. Sacart ranas de la primera bolsa, dondet < k. En este caso la primera bolsa
queda conk−t ranas. El primer jugador saca entonces la rana de la bolsak−t+1
(que es menor o igual quek) para que se escapen todas las ranas de las bolsas
mayores ak − t y obtiene lo deseado (sit = k − 1 ya sólo quedó una rana).

2. Sacar la rana de la bolsas, dondes > 1. En este caso se escaparán ranas de las
bolsas mayores as y sólo habrá ranas en las primerass − 1 bolsas, entonces el
primer jugador sacak−s+1 ranas de la primera bolsa (este número es positivo)
y esta quedará cons − 1 ranas, que es lo buscado (sis = 2 ya sólo quedó una
rana).

3. Sacar todas las ranas de la primera bolsa, en cuyo caso pierde el juego.

Ası́ que concluimos que el primer jugador tiene la estrategia ganadora.

Solución alternativa. Gana el primer jugador si en su primera jugada extrae2007 ranas
de la bolsa número2 y continúa jugando de la siguiente manera: si el segundo jugador
extraei ranas de la bolsa uno, entonces el primero responde extrayendo la única rana
que hay en la bolsa número2009 − i ; y si el segundo extrae la rana de la bolsaj, el
primero responde dejando en la bolsa uno sóloj − 1 ranas. Probémoslo.
Después de la primera jugada quedan en la bolsa número uno2008 ranas y en cada una
de las bolsas de la2 a la2008 una rana. Supongamos sin perdida de generalidad que las
ranas de la bolsa uno están numeradas del1 al 2008 y que al extraer ranas de esta bolsa,
se toman las de números mayores. Podemos establecer entonces una correspondencia
biunı́voca entre las ranas de la2 a la2008 y las bolsas de igual número. Entonces es
fácil percatarse de que siempre que el jugador2 pueda jugar sin sacar la última rana de
la bolsa uno (rana número1) entonces el primer jugador también podrá hacer su jugada
sin tocar dicha rana.

Problema 4. Cinco amigas tienen una pequeña tienda que abre de lunes a viernes.
Como cada dı́a son suficientes dos personas para atenderla, deciden hacer un plan de
trabajo para la semana, que especifique quienes trabajaráncada dı́a, y que cumpla las
dos condiciones siguientes: a) Cada persona trabajará exactamente dos dı́as de la sema-
na. b) Las 5 parejas asignadas para la semana deben ser todas diferentes. ¿De cuántas
maneras se puede hacer el plan de trabajo? Ejemplo: Si las amigas sonA, B, C, D y E

un posible plan de trabajo serı́a: lunesA y B, martesA y D, miércolesB y E, jueves
C y E, viernesC y D.

Solución de Manuel Enrique Dosal Bustillo.La personaA debe formar pareja con
otras dos, que se pueden escoger de6 maneras (B y C, B y D, B y E, C y D, C y E,
D y E). Si por ejemplo trabajan las parejasAB y AC, entonces también debe hacerlo
DE, pues de lo contrario para queD y E trabajen dos dı́as deberı́an trabajarDB,
DC, EB y EC, y no alcanzan los5 dı́as disponibles. Entonces si trabajanAB, AC y
DE, las dos parejas que faltan sólo pueden serBD y CE ó BE y CD. Resumiendo,
las cinco parejas para la semana se pueden escoger de6 × 2 = 12 maneras. Como
el número de maneras de ordenarlas es5! = 120, el número de planes de trabajo es
12 × 120 = 1440.
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Problema 5. Halle un polinomiop(x) con coeficientes reales tal quep(1) = 210 y
(x + 10)p(2x) = (8x − 32)p(x + 6) para todox real.

Solución de Flavio Hernández Gonźalez.Apliquemos la condición ax = 4:

(4 + 10)p(8) = (32 − 32)p(4 + 6) = 0,

ası́ que8 es raı́z del polinomio buscado. Aplicamos ahora ax = −10 y obtenemos:

0 = (−10 + 10)p(2 · 10) = (−80 − 32)p(−4),

de donde−4 también es raı́z del polinomio buscado.
Tenemos que(x − 8)(x + 4) divide al polinomiop(x), si buscamosp de grado2
tendremos quep(x) = a · (x − 8)(x + 4) y sustituyendo es fácil ver que no hay
solución.
Por lo que intentamos con un polinomio cúbico, esto es:

p(x) = a(x − 8)(x + 4)(x + b)

dondea y b son números reales. Sustituimosp(x) en la condición inicial para obtener:

(x + 10)a(2x − 8)(2x + 4)(2x + b) = (8x − 32)a(x − 2)(x + 10)(x + b + 6).

Cancelando los factoresx + 10, x − 4 y a se tiene:

(x + 2)(2x + b) = 2(x − 2)(x + b + 6),

y desarrollando obtenemos:

2x2 + (b + 4)x + 2b = 2x2 + (2b + 12 − 4)x + (−4b − 24).

Es fácil ver queb = −4 cumple esta ecuación. Ahora simplemente nos falta encontrar
el valor dea para tener quep(1) = 210. Sustituyendox = 1 enp(x), obtenemos:

210 = p(1) = a(1 − 8)(1 + 4)(1 − 4) = a(−7)(5)(−3) = 105a,

de dondea = 2 y el polinomio buscado esp(x) = 2(x− 8)(x + 4)(x− 4) (no es muy
complicado demostrar que este es el único polinomio que cumple).

Solución alternativa. Seax = 4, entonces

(x + 10)p(2x) = (8x − 32)p(x + 6)

14p(8) = 0

p(8) = 0.

Seax = −10, entonces

(x + 10)p(2x) = (8x − 32)p(x + 6)

0 = −112p(−4)

0 = p(−4).
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Finalmente seax = 2, entonces

(x + 10)p(2x) = (8x − 32)p(x + 6)

12p(4) = −16p(8)

p(4) = 0.

Ahora bien,p(x) debe ser de tercer grado, ya que siaxn es el término de mayor grado
dep(x) entonces, comparando los términos de mayor grado en ambos miembros de la
igualdad(x + 10)p(2x) = (8x − 32)p(x + 6) resultaax(2x)n = ax(8xn), de donde
2n = 8 y por tanton = 3.
Como sabemos que−4, 4 y 8 son raı́ces dep(x), entonces

p(x) = a(x + 4)(x − 4)(x − 8).

Finalmente para quep(1) = 210 tenemos que210 = a(1 + 4)(1 − 4)(1 − 8) = 105a,
de dondea = 2 y p(x) = 2(x + 4)(x − 4)(x − 8).

Problema 6.SeaABC un triángulo. Se tomanP enAB y Q enAC tal queBPQC

es cı́clico. La circunferencia circunscrita al triánguloABQ corta aBC de nuevo enS
y la circunferencia circunscrita al triánguloAPC corta aBC de nuevo enR, PR y
QS se intersecan enL. Demuestre que la intersección deAL y BC no depende de la
elección deP y Q.

Solución. ComoBAQS y CAPR son cı́clicos∠LRS = ∠BAC = ∠LSR de donde
el triánguloLRS es isósceles de baseRS. SeanM y N en las prolongaciones deSQ

y RP por Q y P , respectivamente. ComoBPQC y BAQS son cı́clicos se tiene que
∠PQA = ∠AQM . Análogamente∠QPA = ∠APN . Luego,A es el excentro del
triánguloPLQ respecto aPQ por lo queAL es bisectriz de∠PLQ y comoLRS es
isósceles,AL es perpendicular aBC lo que implica queK es el pie de la altura trazada
porA y por tanto independiente de la elección deP y Q.

A

B C

M

N

P

Q

L

S KR
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XXIII Olimpiada Iberoamericana

La XXIII Olimpiada Iberoamericana de Matemáticas se llev´o a cabo en Salvador de
Bahı́a, Brasil, del 18 al 28 de septiembre de 2008. La delegación mexicana estuvo
integrada por los alumnos: LuiśAngel Isaı́as Castellanos de Colima, Manuel Guillermo
López Buenfil de Chihuahua, José LuisÁlvarez Rebollar de Michoacán y Eduardo
Velasco Barreras de Sonora. El alumno Eduardo obtuvo medalla de oro, y LuisÁngel,
Manuel y José Luis obtuvieron medalla de bronce. México ocupó el sexto lugar de 21
paı́ses participantes.

Problema 1.Se distribuyen los números1, 2, . . . , 20082 en un tablero de2008× 2008,
de modo que en cada casilla haya un número distinto. Para cada fila y cada columna
del tablero se calcula la diferencia entre el mayor y el menorde sus elementos. SeaS

la suma de los4016 números obtenidos. Determine el mayor valor posible deS.

Solución de Eduardo Velasco Barreras.Seanm1, . . . , m2008 y M1, . . . , M2008 los
números menores y mayores que se encuentran en las casillasde las filas1, . . . , 2008,
respectivamente, y seanm′

1, . . . , m
′
2008 y M ′

1, . . . , M
′
2008 los números menores y ma-

yores que se encuentran en las casillas de las columnas1, . . . , 2008, respectivamente.
Para cada fila y cada columna del tablero calculamos la diferencia entre el mayor y el
menor de sus elementos.

S =

(
2008∑

i=1

Mi −
2008∑

i=1

mi

)

+

(
2008∑

i=1

M ′
i −

2008∑

i=1

m′
i

)

=

(
2008∑

i=1

Mi +

2008∑

i=1

M ′
i

)

−
(

2008∑

i=1

mi +

2008∑

i=1

m′
i

)

.

Ahora bien, supongamos queA1, A2, . . . , A2008 es la permutación de losMi tal que
A1 ≤ A2 ≤ · · · ≤ A2008; A′

1, A
′
2, . . . , A

′
2008 es la permutación de losM ′

i tal que
A′

1 ≤ A′
2 ≤ · · · ≤ A′

2008; a1, a2, . . . , a2008 es la permutación de losmi tal que
a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ a2008 y a′

1, a
′
2, . . . , a

′
2008 es la permutación de losm′

i tal que
a′
1 ≤ a′

2 ≤ · · · ≤ a′
2008.

Como en cada casilla hay un número distinto tenemos queA1 < A2 < · · · < A2008,
es decir,A1 + 2007 ≤ A2 + 2006 ≤ · · · ≤ A2007 + 1 ≤ A2008. ComoA2008 ≤ 20082

y Ak + 2008 − k ≤ A2008 tenemos que:

A1 + 2007 ≤ 20082

A2 + 2006 ≤ 20082

A3 + 2005 ≤ 20082

...

A2008 ≤ 20082.

Luego,
∑2008

i=1 Ai ≤ (20082)(2008)−(1+2+3+· · ·+2007) = 20083−(2007·1004).
Análogamente, en el caso de las columnas tenemos que

∑2008
i=1 A′

i ≤ 20083 − (2007 ·
1004).
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Como en cada casilla hay un número distinto tenemos que1 ≤ a1 < a2 < · · · < a2008,
es decir,1 ≤ a1 ≤ a2 − 1 ≤ a3 − 2 ≤ · · · ≤ a2007 − 2006 ≤ a2008 − 2007. Como
a1 ≥ 1 y ak − k + 1 ≥ a1 tenemos que:

a1 ≥ 1

a2 ≥ 2

a3 ≥ 3

...

a2008 ≥ 2008.

Luego,
∑2008

i=1 ai ≥ 1 + 2 + 3 + · · · + 2008 = 2009 · 1004.
Análogamente, en el caso de las columnas tenemos que

∑2008
i=1 a′

i ≥ 2009 · 1004.
Entonces:

S =

2008∑

i=1

Mi +

2008∑

i=1

M ′
i −

2008∑

i=1

mi −
2008∑

i=1

m′
i

=

2008∑

i=1

Ai +

2008∑

i=1

A′
i −

2008∑

i=1

ai −
2008∑

i=1

a′
i

≤ 20083 − 2007(1004) + 20083 − 2007(1004)− 2009(1004)− 2009(1004)

= 2(20083 − 4016(1004))

= 2

(

20083 − 2008 · 2 · 2008

2

)

= 2 · 20082 · 2007.

Luego, el valor máximo posible deS es2 · 20082 · 2007.

El arreglo en el que se alcanza el máximo es colocando los números más pequeños,
del1 al 2008, en la diagonal que va de la esquina superior derecha a la esquina inferior
izquierda; los más grandes, del(20082−2007) al20082, en la otra diagonal y los demás
números se colocan arbitrariamente. Como2008 es par, las diagonales del tablero son
ajenas.
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2008

2007

2006

···
···

3

2

120082

20082

−1

20082

−2

. . .

. . .
20082

−2005

20082

−2006

20082

−2007

Solución alternativa. Todos los números que serán sumados son de la formaa − b,
cona > b. De este modo, la suma de los4016 números es igual aS = T − U , siendo
T la suma de los números mayores yU la suma de los números menores. Observemos
que cada número está en exactamente una fila y una columna, luego está a lo sumo dos
veces en la suma. Entonces:

S ≤ 2 · ((20082 + (20082 − 1) + · · · + (20082 − 2007))− (1 + 2 + · · · + 2008))

= 2 · 2007 · 20082.

El valor máximo puede ser obtenido poniendo los números del 1 al 2008 en una diago-
nal y los números del(20082−2007) al 20082 en una diagonal desplazada, obteniendo
por ejemplo el tablero:

20082

. . .

3

2

1
20082

−2007

20082

−2006

20082

−2005

. . .

. . .

2006 ...
...

2007

2008

20082

−1
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donde los espacios vacı́os pueden ser llenados arbitrariamente.
Hay otras maneras de construir la tabla, algunas utilizandoel hecho de que2008 es par.
Por ejemplo, poner los números menores en una diagonal y losnúmeros mayores en la
otra diagonal.

Problema 2. SeanABC un triángulo escaleno yr la bisectriz externa del ángulo
∠ABC. Se consideranP y Q los pies de las perpendiculales a la rectar que pasa
porA y C, respectivamente. Las rectasCP y AB se intersectan enM y las rectasAQ

y BC se intersectan enN . Demuestre que las rectasAC, MN y r tienen un punto en
común.

Solución de Jośe Luis Álvarez Rebollar. SeaD la intersección de las rectasAC y r.
Probaremos queM , N y D son colineales utilizando el teorema de Menelao. Entonces,
queremos demostrar queAM

MB
· BN

NC
· CD

DA
= 1 (dado que el signo sólo indica dirección).

D

A

B
C

Q

N

M
P

r

Denotaremos por(XY Z) al área del triánguloXY Z.
Tenemos que:

(APC) =
1

2
(PC · AM sen∠AMC) y (PCB) =

1

2
(PC · BM sen ∠PMB),

de modo que:
(APC)

(PCB)
=

PC · AMsen ∠AMC

PC · BMsen∠PMB
.

Como∠AMC = ∠PMB por ser opuestos por el vértice, los senos se eliminan y nos
queda:

(APC)

(PCB)
=

AM

BM
. (5)
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Análogamente, tenemos que:

(ABQ)

(AQC)
=

AQ · BN sen∠BNQ

AQ · CN sen ∠ANC
=

BN

CN
. (6)

Entonces:

AM

BM
· BN

NC
=

(APC)

(PCB)
· (ABQ)

(AQC)
.

Por otro lado, tenemos que:

(APC)

(AQC)
=

AP ·PQ
2

QC·PQ
2

=
AP

QC
y

(ABQ)

(PCB)
=

BQ·AP
2

PB·QC
2

=
BQ

PB
· AP

QC
. (7)

Multiplicando (5) y (6), obtenemos que:

AM

BM
· BN

CN
=

(APC)

(PCB)
· (ABQ)

(AQC)
=

(APC)

(AQC)
· (ABQ)

(PCB)
=

AP

QC
· BQ

PB
· AP

QC
. (8)

Ahora bien, como los triángulosADP y CDQ son semejantes, ya que∠APD y
∠CQD son rectos y∠ADP = ∠CDQ, tenemos queAP

CQ
= AD

CD
. Luego, sustitu-

yendo en (8) tenemos que:

AM

BM
· BN

CN
=

AP

QC
· BQ

PB
· AD

CD
,

de donde:

AM

BM
· BN

CN
· CD

AD
=

AP

QC
· BQ

PB
.

Ahora sólo falta probar queAP
QC

· BQ
PB

= 1. Pero esto último es equivalente aBQ
QC

= PB
AP

,
lo que es cierto ya que los triángulosAPB y CQB son semejantes por tener ambos un
ángulo recto y los ángulosCBQ y PBA iguales.

Solución alternativa. SeaO el punto de intersección de las rectasNM y CA. Proba-
remos queOA

OC
= AP

CQ
, y una vez demostrada esta igualdad, como los segmentosAP y

CQ son paralelos, tendremos queO, P y Q son colineales, o bien, queAC, MN y r

son concurrentes.
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A C

Q

P

B

R

M

N

Denotemos porR al punto de intersección deCP y AQ. Como los segmentosAP y
CQ son paralelos, los triángulosAPR y QCR son semejantes. Por otra parte, como
∠ABP = ∠CBQ, tenemos que los triángulosABP y CBQ son semejantes. Luego:

PR

CR
=

AP

QC
=

BP

BQ
,

lo que prueba queBR es paralelo aQC y PA. Por lo tanto, los pares de triángulos
APM , BRM y CQN , BRN son semejantes, de modo que:

MA

MB
=

AP

BR
y

NB

NC
=

BR

CQ
.

Aplicando el teorema de Menelao al triánguloABC obtenemos:

OA

OC
· MB

MA
· NC

NB
= 1 si y sólo si

OA

OC
=

MA

MB
· NB

NC
=

AP

BR
· BR

CQ
=

AP

CQ
,

como querı́amos demostrar.

Problema 3.Seanm y n enteros tales que el polinomioP (x) = x3 + mx + n tiene
la siguiente propiedad: six ey son enteros y107 divide aP (x) − P (y), entonces 107
divide ax − y. Demuestre que107 divide am.

Solución de Eduardo Velasco Barreras.Supongamos que−m es un residuo cuadráti-
co módulo107. Entonces seaa una solución dex2 ≡ −m (mod 107). Tenemos que
P (a) − P (0) = a3 + ma + n − n = a(a2 + m). Como107 | a2 + m, tenemos que
107 | P (a)−P (0). Luego,107 | a−0, es decir107 | a, y como107 | a2 +m entonces
107 | m.
Supongamos que−m es un residuo no cuadrático módulo107 y 107 ∤ m. Entonces,
debemos encontrar enterosx, y tales que107 | P (x) − P (y) y 107 ∤ x − y. Pero:

P (x) − P (y) = (x − y)(m) + x3 − y3

= (x − y)(m) + (x − y)(x2 + xy + y2)

= (x − y)(m + x2 + y2 + xy),
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de modo que debemos encontrar enterosx, y tales quem+x2+xy+y2 ≡ 0 (mod107)
y 107 ∤ x − y.
Como107 ∤ x − y, alguno de ellos no es cero. Luego, sin pérdida de generalidad
supongamos que esy. Seay′ tal quey · y′ ≡ 1 (mod107). Como107 ∤ y, tenemos que
(y′, 107) = 1. Además(2, 107) = 1. Módulo107 tenemos que:

3m + x2 + y2 + xy ≡ 0 ⇔ m(y′)2 + (xy′)2 + 1 + xy′ ≡ 0

⇔ (xy′)2 + (xy′) + 1 ≡ −m(y′)2

⇔ 4(xy′)2 + 4(xy′) + 4 ≡ −4m(y′)2

⇔ (2xy′ + 1)2 ≡ 4(−m)(y′)2 − 3.

Como−m no es un residuo cuadrático módulo107, se sigue que4(−m)(y′)2 tampoco
lo es. Ahora,182 ≡ 3 (mod107) implica que3 es un residuo cuadrático módulo107,
pero6 no es un residuo cuadrático módulo107 ya que:

(
6

107

)

=

(
2

107

)(
3

107

)

= (−1)
1072−1

8 (1) = −1.

Luego, hagamos4(−m)(y′)2 ≡ 6 (esto es posible porque6 y 4(−m)(y′)2 no son
residuos cuadráticos módulo107). Ası́ (2xy′ + 1)2 ≡ 4(−n)(y′)2 − 3 ≡ 6− 3 = 3 (y
sı́ se cumple, pues3 es residuo cuadrático con solución18). Luego:

(2xy′ + 1)2 ≡ 182 (mod107)

(2xy′ + 1) ≡ 18 (mod107)

x ≡ 62y (mod107).

Como4(−m)(y′)2 ≡ 6, entonces2(−m)(y′)2 ≡ 3, pero2 ·54 ≡ 108 ≡ 1 (mod107).
Multiplicando por54 obtenemos:

2(−m)(y′)2 ≡ 3 (mod107)

2 · 54(−m)(y′)2 ≡ 162 (mod107)

m(y′)2 ≡ −162 ≡ 214 − 162 = 52 (mod107)

(y′)2 ≡ 52m−1 (mod107)

y2 ≡ (52m−1)−1 (mod107)

y2 ≡ 52−1m (mod107).

Como107 es primo,52106 ≡ 1 (mod107) por el pequeño teorema de Fermat. Luego,
y2 ≡ 52−1m es equivalente ay2 ≡ 52105m, que tiene solución dado que52 es un
residuo cuadrático, ya que

(
52
107

)
=
(

13
107

) (
4

107

)
=
(

13
107

)
= 1, y m también lo es, ya

que−1 =
(−m

107

)
=
( −1

107

) (
m
107

)
= −

(
m
107

)
.

Luego, seany, x tales quey2 ≡ 52105m y x ≡ 62y. Claramentex 6≡ y, por lo que sólo
nos resta ver quex y y resuelven la congruenciax2 + y2 + xy + m ≡ 0 (mod107).
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Como107 ∤ m, tenemos que:

x2 + y2 + xy + m ≡ 622y2 + y2 + 62y2 + m (mod107)

≡ y2(622 + 63) + m (mod107)

≡ 52105(3907) + 1 (mod107)

≡ −52106 + 1 (mod107)

≡ 0 (mod107).

Solución alternativa. Demostraremos primero la siguiente:
Afirmaci ón.Siendop un número primo yA, B, C enteros tales quep no divide ni aA,
ni a B, ni a C, entonces existen enterosx y y (no ambos divisibles entrep) tales que
Ax2 + By2 + C es ḿultiplo dep.

Demostracíon de la afirmacíon. Si k y l son enteros yk 6≡ 0 (mod p), entonces
el conjunto{kx2 + l (mod p)|0 ≤ x ≤ p − 1} tiene exactamentep+1

2 elementos,
correspondientes a los residuos cuadráticos módulop. Ası́, los conjuntos

{Ax2 (modp)|0 ≤ x ≤ p − 1} y {−C − By2 (modp)|0 ≤ y ≤ p − 1}

tienen intersección no vacı́a, es decir, existen enterosx y y tales que

Ax2 ≡ −C − By2 (modp)

si y sólo siAx2 + By2 + C ≡ 0 (modp). Además, comoC 6≡ 0 (modp) entonces no
podemos tenerx ≡ y ≡ 0 (modp).

Ahora bien, en nuestro problema observemos que:

P (x) − P (y) = x3 − y3 + m(x − y) = (x − y)(x2 + xy + y2 + m),

de manera que107 | P (x) − P (y) si y sólo six − y ≡ 0 (mod107) ó

x2 + xy + y2 + m ≡ 0 (mod107),

es decir, si y sólo six − y ≡ 0 (mod107) ó (2x + y)2 + 3y2 + 4m ≡ 0 (mod107).
Supongamos que107 ∤ m. Demostraremos, de manera equivalente, que existen enteros
x y y tales que107|P (x) − P (y) y x 6≡ y (mod107).
Por la afirmación anterior, existen enterosa y b no ambos divisibles entre107 tales que
a2 + 3b2 + 4m ≡ 0 (mod 107). Haciendox ≡ a−b

2 (mod 107) y y ≡ b (mod 107),
tenemos que(2x + y)2 + 3y2 + 4m ≡ 0 (mod107) y por lo tanto107|P (x) − P (y).
Si x 6≡ y (mod107), terminamos la demostración.
Si x ≡ y (mod107), entoncesa ≡ 3b (mod107), de donde

(3b)2 + 3b2 ≡ −4m (mod107)

si y sólo sim ≡ −3b2 (mod 107). Observemos queb 6≡ 0 (mod 107), pues de lo
contrario tendrı́amos quea ≡ b ≡ 0 (mod107), lo cual no es posible. Haciendo ahora
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x = −b, y = 2b, tenemos que(2x + y)2 + 3y2 + 4m ≡ 0 (mod107), lo cual implica
que107|P (x) − P (y), y claramentex 6≡ y (mod107).

Problema 4.Demuestre que no existen enteros positivosx ey tales que:

x2008 + 2008! = 21y.

Solución de Manuel Guillermo López Buenfil.Supongamos que existenx ey enteros
positivos tales quex2008 + 2008! = 21y. Como21y = 3y · 7y, entoncesx2008 + 2008!
debe tener la misma cantidad de factores3 y 7. Como3 | 2008! y 3 | 21y, entonces
3 | x2008, de donde3 | x. Análogamente7 | x.
Ahora bien, la cantidad de factores 3 en2008! es:

[
2008

3

]

+

[
2008

9

]

+

[
2008

27

]

+

[
2008

81

]

+

[
2008

243

]

+

[
2008

729

]

< 2008,

y la cantidad de factores7 que hay en2008! es:

[
2008

7

]

+

[
2008

49

]

+

[
2008

343

]

,

que es menor que la cantidad de factores3.
Por otra parte, comox2008 tiene al menos2008 factores3 y al menos2008 factores7,
entoncesx2008 tiene más factores3 y 7 que2008!. Entonces la máxima potencia de3
que divide ax2008 + 2008! es la máxima potencia de3 que divide a2008! y lo mismo
sucede con el7. Por lo tanto,x2008 + 2008! tiene más factores3 que7, lo que es una
contradicción.

Problema 5.SeanABC un triángulo yX , Y , Z puntos interiores de los ladosBC,
AC, AB respectivamente. SeanA′, B′, C′ los circuncentros correspondientes a los
triángulosAZY , BXZ, CY X . Demuestre que:

(A′B′C′) ≥ (ABC)

4

y que la igualdad se cumple si y sólo si las rectasAA′, BB′, CC′ tienen un punto en
común.
Observacíon: Para un triángulo cualquieraRST , denotamos su área por(RST ).

Solución de Luis Ángel Isaı́as Castellanos.Primero veamos que las tres circunferen-
cias se intersectan en un punto. Denotemos porL, M y N a los puntos de intersección
de las circunferencias2 a2.
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b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

A

C B

F

I

Y

X

ZA′

C′

B′

L M

N

T

R

Q

P

Tenemos que:

∠Y NX + ∠ACB = 180◦

∠Y LZ + ∠CAB = 180◦

∠ZMX + ∠ABC = 180◦,

pero∠Y NX + ∠Y LZ + ∠ZMX = 360◦, luego∠ZMX = ∠ZLX y por lo tanto
L = M . AnálogamenteN = M . Por lo tanto, llamaremosT al punto de intersección
de las tres circunferencias.
SeanP , Q y R las intersecciones deA′C′ conY T , A′B′ conZT , y B′C′ conXT ,
respectivamente. Observemos que∠C′PT + ∠C′RT = 180◦, lo que implica que
∠PC′R+∠PTR = 180◦. Pero∠PTR+∠Y CX = 180◦, luego∠PC′R = ∠Y CX .
Análogamente,∠PA′Q = ∠CAB y ∠QB′R = ∠ABC. Por lo tanto, los triángulos
A′B′C′ y ABC son semejantes y están a razóny : x, de donde sus áreas están a razon
y2 : x2. Por lo tanto, basta demostrar que la razón de semejanza entre los triángulos
A′B′C′ y ABC es1 : 2.
Para ello, demostraremos queA′B′ > AB

2 .
Tracemos la perpendicular aAB desdeA′ y B′ y denotemos porF eI a los puntos de
intersección, respectivamente. ComoA′ y B′ son circuncentros, entoncesF es punto
medio deAZ e I es punto medio deBZ. Luego, en el cuadriláteroFIB′A′ tenemos
que:

FI =
1

2
(AZ + ZB) =

1

2
(AB).

Si A′B′ es paralela aFI, entoncesA′B′ = 1
2 (AB).

Si A′B′ no es paralela aFI entonces,veamos qué distancia es mayor siA′F ó B′I. Sin
pérdida de generalidad supongamos queB′I > A′F y tracemosA′A1 perpendicular a
B′I.
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F I

A1

B′

A′

Entonces(A′B′)2 = (A′A1)
2 + (B′A1)

2, de dondeA′B′ > A′A1 = 1
2 (AB).

Por lo tanto:

(A′B′C′) ≥ (ABC)

4
,

y la igualdad se cumple si y sólo si la razón de los lados de los triángulos semejantes
A′B′C′ y ABC es2. Esto es, si y sólo si los lados del triánguloA′B′C′ son paralelos
a los lados del triánguloABC, es decir, si y sólo siAA′, BB′ y CC′ son concurrentes.

Solución alternativa. SeaQ 6= X la intersección de los cincurcı́rculos de los triángu-
los BXZ y CXY . Como los cuadriláterosBXQZ y CY QX son cı́clicos tenemos
que∠BZQ + ∠QXB = 180◦ = ∠CXQ + ∠QY C. Entonces:

∠AY Q + ∠QZA = 360◦ − ∠QY C − ∠BZQ

= ∠CXQ + ∠QXB

= 180◦,

de donde el cuadriláteroAZQY es cı́clico. Luego,Q es la intersección de los cir-
cuncı́rculos deAZY , BXZ y CY X .

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

A

B C

Z

X

YA′

B′

C′

Q

A1

B1

C1
X′

Y ′

Z′
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SeanX ′, Y ′, Z ′ los puntos de intersección deQX , QY y QZ con los ladosB′C′,
C′A′, y A′B′, respectivamente. ComoB′Q = B′X y C′Q = C′X , la rectaB′C′ es
mediatriz deQX , de modo queX ′ es el punto medio deQX . Análogamente,Y ′ y Z ′

son los puntos medios deQY y QZ, respectivamente.
Consideremos la homotecia con centro enQ y razón 2, que llevaX ′ a X , Y ′ a Y y
Z ′ a Z. SeanA1, B1 y C1 las imágenes deA′, B′ y C′ bajo la homotecia. ComoQ
pertenece a los tres circuncı́rculos yA′, B′ y C′ son sus respectivos centros, los radios
QA′, QB′ y QC′ son transformados en los diámetrosQA1, QB1 y QC1. En particular,
A1, B1 y C1 pertenecen a los circuncı́rculos deAZY , BXZ y CY X , respectivamente,
y el triánguloA1B1C1 es la imagen deA′B′C′ bajo la homotecia. Como la razón de
homotecia es 2,(A1B1C1) = 4 · (A′B′C′), de modo que ahora queremos probar que
(A1B1C1) ≥ (ABC).
Ahora bien, considerando los circuncı́rculos tenemos que:

∠AY A1 = ∠AQA1 = ∠AZA1,

∠BZB1 = ∠BQB1 = ∠BXB1,

∠CXC1 = ∠CQC1 = ∠CY C1,

pero como los pares de ángulos∠AZA1, ∠BZB1 y ∠BXB1, ∠CXC1 son opuestos
por el vértice, tenemos que los nueve ángulos anteriores miden lo mismo. En particular
∠AQA1 = ∠BQB1 = ∠CQC1. Luego,Q es el centro de roto-homotecia que lleva
A1B1C1 a ABC. La razón de roto-homotecia esQA1

QA
≥ 1, puesQA es cuerda de la

circunferencia de diámetroQA1 y por lo tanto(A1B1C1) ≥ (ABC), como querı́amos
demostrar. Observemos que la igualdad se da cuandoQA, QB y QC son diámetros.
En ese caso,AA′, BB′ y CC′ concurren enQ.

Problema 6. En un partido debiribol se enfrentan dos equipos de cuatro jugadores
cada uno. Se organiza un torneo de biribol en el que participan n personas, que forman
equipos para cada partido (los equipos no son fijos). Al final del torneo se observó que
cada dos personas disputaron exactamente un partido en equipos rivales. ¿Para qué va-
lores den es posible organizar un torneo con tales caracterı́sticas?

Solución. Sean un valor para el cual existe tal torneo. Fijando a una persona, en cada
partido ella juega contra otras4. Como ella juega contra cada una de las otrasn − 1
exactamente una vez,n − 1 debe ser múltiplo de4, luegon es impar. Como cada par
de personas disputaron exactamente un partido en equipos rivales, hay

(
n
2

)
parejas.

Además, hay4 · 4 = 16 parejas en cada partida, entonces
(
n
2

)
= n(n−1)

2 es múltiplo de
16. Comon es impar, entonces una condición necesaria es quen = 32k + 1. Veamos
que esa condición también es suficiente.
Primero probemos que basta construir un ejemplo parak = 1. De hecho, sik > 1,
fijamos un jugadorP y dividimos los32k restantes enk grupos con 32 personas cada
uno. AgregamosP a cada grupo y aplicamos la construcción parak = 1. De este modo,
P juega contra cada uno de los demás32k jugadores exactamente una vez. Además,
dos jugadores del mismo grupo serán oponentes en exactamente un partido. Falta hacer
que personas de grupos diferentes jueguen entre sı́. Para eso basta dividir cada grupo
en8 equipos y organizar un partido entre equipos provenientes de grupos diferentes.
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Luego, el problema se reduce a construir un torneo paran = 33. Coloquemos a las
33 personas igualmente espaciadas en un cı́rculoC, dividiendo en33 arcos de lon-
gitud 1. Definimos la pseudodistancia entre dos puntos como la longitud del menor
arco que los une enC, pudiendo ser igual a1, 2, 3, . . . , 16. Observemos que para cada
r ∈ {1, 2, 3, . . . , 16} hay exactamente33 pares con pseudodistanciar, y cada una de
ellas puede ser obtenida a partir de las otras a través de unarotación dej−360◦

33 , don-
dej = 1, 2, 3, . . . , 32. Entonces, basta con obtener un partido en que los16 pares de
oponentes tengan pseudodistancia1, 2, 3, . . . , 16, pues para obtener los otros pares se
efectuan las rotaciones mencionadas.
Uno de esos partidos es{1, 2, 3, 4} contra{5, 9, 13, 17}. En la siguiente tabla se mues-
tran las pseudodistancias:

17 16 15 14 13

13 12 11 10 9

9 8 7 6 5

5 4 3 2 1

1 2 3 4

49
a Olimpiada Internacional

La 49a Olimpiada Internacional de Matemáticas se llevó a cabo del 10 al 19 de julio
de 2008 en Madrid, España, con la participación de 97 paı́ses. México ocupó el lugar
número 37. La delegación que representó a México estuvointegrada por los alumnos:
Manuel Guillermo López Beunfil de Chihuahua, Malors EmilioEspinoza Lara y Ro-
drigo Mendoza Orozco de Jalisco, Aldo Pacchiano Camacho y Andrés Campero Nuñez
de Morelos, y Manuel Novelo Puc de Yucatán. El alumno Aldo obtuvo medalla de pla-
ta, Manuel Guillermo obtuvo medalla de bronce, y Malors Emilio, Rodrigo, Andrés y
Manuel obtuvieron mención honorı́fica.

Problema 1.Un triángulo acutánguloABC tiene ortocentroH . La circunferencia con
centro en el punto medio deBC que pasa porH corta a la rectaBC enA1 y A2. La
circunferencia con centro en el punto medio deCA que pasa porH corta a la recta
CA enB1 y B2. La circunferencia con centro en el punto medio deAB que pasa por
H corta a la rectaAB enC1 y C2. Demostrar queA1, A2, B1, B2, C1, C2 están sobre
una misma circunferencia.

Solución de Malors Emilio Espinoza Lara. SeanM , N y P los puntos medios de
AB, AC y BC, respectivamente. SeaO el circuncentro del triánguloABC.
Primero demostraremos la siguiente:

Afirmaci ón. SeaABC un triángulo acutángulo con ladosAB = c, BC = a y
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CA = b. SeanM , P y N los puntos medios respectivos yH el ortocentro. Entonces:

MH2 +
b2

4
= NH2 +

c2

4
.

Demostracíon de la afirmacíon. SeanB0 y C0 los pies de las alturas desdeB y C,
respectivamente. El triánguloAB0B es un triángulo rectángulo yM es el punto medio
de la hipotenusa, entonces comoM es el centro del circuncı́rculo, tenemos que

AM = MB = MB0.

b

b

b
b

b

B

A

C

M N

B0

C0
H

Entonces, el triánguloBMB0 es isósceles yBM = MB0 = c
2 .

Por el teorema de Stewart1, sabemos que en el triánguloBMB0 respecto a la ceviana
MH se cumple que:

BB0(MH2 + BM · HB0) =
( c

2

)2

(HB0) +
( c

2

)2

(BH),

de donde:

BB0(MH2 + BM · HB0) =
c2

4
(HB0 + BH)

BB0(MH2 + BM · HB0) =
c2

4
(BB0), comoBB0 6= 0, tenemos

MH2 =
c2

4
− BM · HB0.

De forma análoga conNH2 obtenemos:

NH2 =
b2

4
− CH · HC0.

1El Teorema de Stewart se puede consultar en la página 96 de [2].
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Entonces, al restar las dos igualdades tenemos que:

MH2 − NH2 =
c2

4
− b2

4
− BM · HB0 + CH · HC0.

PeroBH · HB0 = CH · HC0 pues es bien sabido que el cuadriláteroBC0B0C es
cı́clico (∠BC0C = ∠BB0C = 90◦), entonces por potencia de un punto tenemos que
BM · HB0 = C0H · HC. Luego:

MH2 − NH2 =
c2

4
− b2

4

MH2 +
b2

4
= NH2 +

c2

4
,

como querı́amos demostrar.
También, considerando aP , el punto medio deBC, tenemos que:

PH2 +
c2

4
= MH2 +

a2

4
ó PH2 +

b2

4
= NH2 +

a2

4
.

Ahora vamos a probar queO equidista deB1, B2, C1, C2, A1, y A2. Para ello, pri-
mero probaremos queB1O = B2O, y paraC1O = C2O y A1O = A2O el proceso
será exactamente el mismo.

b

b

b

b

b
b

b

b

b
b

b

B

A

C
PA1

A2

B1

B2

C1

C2

N

O

M

H

ComoN es el punto medio deAC y deB2B1, puesN es el centro del circuncı́rculo del
triánguloB2HB1, entoncesON es perpendicular aB1B2 en su punto medio, luego es
su mediatriz. Por lo tanto,OB2 = OB1.
Veamos ahora queOB2 = OC1.
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Los triángulosONB2 y OMC1 son rectángulos, entoncesON2 + NB2
2 = OB2

2 y
OM2 + MC2

1 = OC2
1 . Pero,MC1 = MH y NB2 = NH , entonces

OB2
2 = ON2 + NH2 y OC2

1 = OM2 + MH2.

Por otra parte, como los triángulosOAN y OAM son rectángulos tenemos que

OM2 = OA2 − MA2 y ON2 = OA2 − NA2.

Entonces:

OB2
2 = OA2 − NA2 + NH2 = OA2 − b2

4
+ NH2

y

OC2
1 = OA2 − MA2 + MH2 = OA2 − c2

4
+ MH2.

Luego:

OB2
2 = OC2

1

⇔ OA2 − b2

4
+ NH2 = OA2 − c2

4
+ MH2

⇔ −b2

4
+ NH2 = −c2

4
+ MH2

⇔ NH2 +
c2

4
= MH2 +

b2

4
.

Pero este resultado ya se probó con la afirmación. Por lo tanto, OB2
2 = OC2

1 y de
aquı́OB2 = OC1, como se querı́a demostrar.

Análogamente se prueba queOC2 = OA1 y queOA2 = OB1.

Por lo tanto,B1O = B2O = C1O = C2O = A1O = A2O y A1A2B1B2C1C2 es un
hexágono cı́clico cuyo centro esO.

Solución alternativa. Los segmentos perperdiculares que bisectan a los segmentos
A1A2, B1B2, y C1C2 son también los segmentos perpendiculares que bisectan aBC,
CA y AB. Luego, se intersectan enO, el circuncentro del triánguloABC. Entonces
O es el único punto que podrı́a ser el centro de la circunferencia buscada. SeanA0, B0

y C0 los puntos medios de los ladosBC, AC y AB, respectivamente.
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b

b

b

b

b

B

A

C

A0A1

B0

O

K

L

H

Entonces en el triánguloOA0A1 tenemos que:

OA2
1 = OA2

0 + A0A
2
1 = OA2

0 + A0H
2.

SeaK el punto medio deAH y seaL el punto medio deCH . ComoA0 y B0 son
los puntos medios deBC y CA, respectivamente, tenemos queA0L es paralela aBH

y B0L es paralela aAH . Entonces los segmentosA0L y B0L son perpendiculares a
AC y BC, luego, paralelos aOB0 y OA0, respectivamente. EntoncesOA0LB0 es un
paralelogramo, de dondeOA0 y B0L son iguales y paralelos. También el segmento
B0L que une puntos medios es igual y paralelo aAK y KH .
Por lo tanto,AKA0O y HA0OK son paralelogramos. ComoAKA0O es un parale-
logramo, tenemos queA0K = OA = R, dondeR es el circunradio deABC. Como
HA0OK es un paralelogramo y, en cualquier paralelogramo la suma delos cuadrados
de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de los lados, tenemos que:

2(OA2
0 + A0H

2) = OH2 + A0K
2

2(OA2
0 + A0H

2) = OH2 + R2

2(A2
1) = OH2 + R2

A2
1 =

OH2 + R2

2
.

Por simetrı́a, lo mismo sucede para los segmentos:OA2, OB1, OB2, OC1 y OC2.
Por lo tanto,A1, A2, B1, B2, y C2 están sobre una circunferencia con centro enO y
radio OH2+R2

2 .

Problema 2.(a) Demostrar que:

x2

(x − 1)2
+

y2

(y − 1)2
+

z2

(z − 1)2
≥ 1 (9)
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para todos los números realesx, y, z, distintos de1, conxyz = 1.
(b) Demostrar que existen infinitas ternas de números racionalesx, y, z, distintos de1,
conxyz = 1 para los cuales la expresión (9) es una igualdad.

Solución. (a) Iniciemos haciendo un cambio de variables. Sean:

x

x − 1
= a,

y

y − 1
= b,

z

z − 1
= c,

es decir:

x =
a

a − 1
, y =

b

b − 1
, z =

c

c − 1
.

Luego, la desigualdad que se quiere demostrar es equivalente aa2+b2+c2 ≥ 1, donde
a, b, c 6= 1 y xyz = 1. Ahora bien:

xyz = 1

⇔ abc = (a − 1)(b − 1)(c − 1)

⇔ abc = abc − ab − ac − bc − 1 + a + b + c

⇔ a + b + c − 1 = ab + ac + bc

⇔ 2(a + b + c − 1) = (a + b + c)2 − (a2 + b2 + c2)

⇔ a2 + b2 + c2 − 2 = (a + b + c)2 − 2(a + b + c)

⇔ a2 + b2 + c2 − 1 = (a + b + c − 1)2.

(b) De la ecuacióna2 + b2 + c2−1 = (a+ b+ c−1)2 podemos ver que la desigualdad
propuesta se convierte en igualdad si y sólo si ambas sumasa2 + b2 + c2 y a + b + c

son 1. Comoa2 + b2 + c2 = (a + b + c)2 − 2(ab + bc + ca), entonces los casos de
igualdad se pueden describir con el sistema de dos ecuaciones:

a + b + c = 1 y ab + bc + ca = 0 si a, b, c 6= 1.

Despejandoc tenemos quea2 +ab+ b2 = a+ b, que puede ser vista como la siguiente
ecuación cuadrática enb:

b2 + (a − 1)b + a(a − 1) = 0,

con discriminante:

∆ = (a − 1)2 − 4a(a − 1) = (1 − a)(1 + 3a).

Ahora busquemos las tercias racionales(a, b, c). Basta quea sea un número racional
tal que1 − a y 1 + 3a sean ambos raı́ces racionales (entonces∆ también lo será). Sea
a = k

m
. Queremos quem − k y m + 3k sean raı́ces enteras. Esto se puede lograr,

por ejemplo, tomandom = k2 − k + 1 (claramente distinto de cero); tenemos que
m − k = (k − 1)2 y m + 3k = (k + 1)2. Observemos que distintos valores para los
enterosk dan distintos valores paraa = k

m
.
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Luego, sik es un entero,m = k2 − k + 1 y a = k
m

, entonces∆ = (k2−1)2

m2 , y la

ecuación cuadrática tiene las raı́cesb = (m−k±k2∓1)
2m

. Luego, por ejemplo se puede
escoger la mayor raı́z:

b =
m − k + k2 − 1

2m
=

m + (m − 2)

2m
=

m − 1

m
.

Entonces sia+b+c = 1, tenemos quec = (1−k)
m

. La condicióna, b, c 6= 1 elimina sólo
los casosk = 0 y k = 1. Luego, sik varı́a en los enteros mayores que1, se obtienen
una infinidad de tripletas(a, b, c) que generan una infinidad de tripletas(x, y, z), como
se querı́a demostrar.

Problema 3. Demostrar que existen infinitos números enteros positivosn tales que
n2 + 1 tiene un divisor primo mayor que2n +

√
2n.

Solución. Seap ≡ 1 (mod 8) un primo. La congruenciax2 ≡ −1 (mod p) tiene dos
soluciones en[1, p − 1] cuya suma esp. Si n es la menor de ellas, entoncesp divide a
n2 + 1 y n ≤ p−1

2 . Demostraremos quep > 2n +
√

10n.
Sean = p−1

2 − l dondel ≥ 0. Entonces:

n2 ≡ −1 (modp)
(

p − 1

2
− l

)2

≡ −1 (modp)

(2l + 1)2 + 4 ≡ 0 (modp).

Luego,(2l + 1)2 + 4 = rp para algunar ≥ 0. Cuando(2l + 1)2 ≡ 1 ≡ p (mod 8),
tenemos quer ≡ 5 (mod8), de modo quer ≥ 5. De aquı́(2l + 1)2 + 4 ≥ 5r, implica
quel ≥

√
5p−4−1

2 . Seau =
√

5p− 4, entonces:

n =
p − 1

2
− l ≤ 1

2
(p − u).

Luego, como podemos escribirp = u2+4
5 , tenemos queu2 − 5u − 10n + 4 ≥ 0. Re-

solviendo esta desigualdad cuadrática parau ≥ 0, obtenemosu ≥ 5+
√

40n+9
2 . Ası́ la

estimaciónn ≤ p−u
2 nos lleva a:

p ≥ 2n + u ≥ 2n +
1

2

(
5 +

√
40n + 9

)
> 2n +

√
10n.

Por lo tanto, como hay una infinidad de primos de la forma8k+1 es claro que también
hay una infinidad de enteros positivosn tales quen2 + 1 tiene un divisor primo mayor
que2n +

√
2n.

Problema 4.Hallar todas las funcionesf : (0,∞) → (0,∞) (es decir, las funcionesf
de los números reales positivos en los números reales positivos) tales que:

(f(w))2 + (f(x))2

f(y2) + f(z2)
=

w2 + x2

y2 + z2
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para todos los números reales positivosw, x, y, z, que satisfacenwx = yz.

Solución de Aldo Pacchiano Camacho.Seaf una función que satisface las condi-
ciones del problema. Siw = x = y = z = 1 entoncesf(1)2 = f(1), de donde
f(1) = 1.
Ahora consideremosa cualquiera tal quea > 0 y seanw = a, x = 1 y y = z =

√
a.

Entonces:

f(a)2 + 1

2f(a)
=

a2 + 1

2a

af(a)2 + a = a2f(a) + f(a)

(af(a) − 1)(f(a) − a) = 0.

Luego:

f(a) = a ó f(a) =
1

a
para todaa > 0.

Por lo tanto, si:

f(a) = a para todaa > 0 ó f(a) =
1

a
para todaa > 0, (10)

entonces las condiciones del problema se satisfacen. Luego, probaremos que sólo exis-
ten estas dos funciones.
Supongamos que existe una funciónf que satisface las condiciones y que no cumplen
(10). Entonces,f(b) 6= b y f(c) 6= 1

c
para algunab, c > 0. Luego, estos valores deben

serf(b) = 1
b
, f(c) = c. Ahora bien, siw = b, x = c y y = z =

√
bc tenemos que:

f(b)2 + f(c)2

2f(bc)
=

b2 + c2

2bc

b−2 + c2

2f(bc)
=

b2 + c2

2bc

f(bc) =
bc(b−2 + c2)

b2 + c2
.

Sin embargo, sabemos quef(bc) tiene que serbc ó 1
bc

. Si f(bc) = bc, entonces
b−2 + c2 = b2 + c2, luegob = 1. Pero sif(1) = 1 entonces se contradice la res-
tricción f(b) 6= b. También, sif(bc) = 1

bc
entoncesb2c2(b−2 + c2) = b2 + c2, de

dondec = 1, que contradice quef(c) 6= 1
c
. Por lo tanto, las funciones descritas en (10)

son las únicas dos soluciones.

Problema 5.Seann y k enteros positivos tales quek ≥ n y k − n es par. Se tienen
2n lámparas numeradas1, 2, . . . , 2n, cada una de las cuales puede estar encendida o
apagada. Inicialmente todas las lámparas están apagadas. Se consideran sucesiones de
pasos: en cada paso se selecciona exactamente una lámpara y se cambia su estado (si
está apagada se enciende, si está encendida se apaga).
SeaN el número de sucesiones dek pasos al cabo de los cuales las lámparas1, 2, . . . , n
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quedan todas encendidas, y las lámparasn + 1, . . . , 2n quedan todas apagadas.
SeaM el número de sucesiones dek pasos al cabo de los cuales las lámparas1, 2, . . . , n

quedan todas encendidas, y las lámparasn+1, . . . , 2n quedan todas apagadas sin haber
sido nunca encendidas.
Calcular la razónN

M
.

Solución de Manuel Guillermo López Buenfil.Demostraremos queN
M

= 2k−n.
Hagamos una biyección en la que a cada sucesión deM le asociemos exactamente
2k−m sucesiones deN .
Primero tomemos una sucesión cualquiera deM , digamos queai es el número de
veces que se seleccionó la lámparai. Entonces, si1 ≤ i ≤ n tenemosai = impar,
y si n + 1 ≤ i ≤ 2n, ai es cero (enM ). Tomemos ahora una lámpara cualquiera,
la lámparai, pero con1 ≤ i ≤ n, entonces,ai = impar. Ahora, a esta lámpara le
vamos a asociar las sucesiones deN en las que(ai + an+i) deN es igual a(ai) de
M (esto es, las sucesiones deN en las que las selecciones de la lámpara(i) más las
selecciones de la lámpara(n + i) suman lo mismo que las selecciones de la lámpara
(i) en nuestra sucesión deM ), y además que cumplan que, si en la sucesión deN la
lámpara(i) o la lámpara(n+i) se seleccionó en el pasoj, entonces en nuestra sucesión
enM , en el pasoj se seleccionó la lámparai. Esto significa que si en la sucesión de
M se seleccionó la lámpara(i) en el pasoj, entonces enN se seleccionó la lámpara
(i) ó (n + i) en el pasoj. Eso debe cumplirse para todoi, con1 ≤ i ≤ n.
Veamos que la biyección funciona, no repite, no omite.
Primero, a cada sucesión deN le asociamos enM aquellas en las que, si la lámpara
(n+i) se seleccionó en el pasoj deN , entonces la lámpara(i) se seleccionó en el paso
j en la sucesión deM (los pasos con lámparas menores o iguales an quedan igual).
Entonces, todas las sucesiones deN van aM , de hecho cada sucesión deN va a sólo
una sucesión deM (el cambio de los pasos es único).
Ahora calculemosN

M
.

Para1 ≤ i ≤ n, enN sabemos quean+i = par (queda apagada), ası́ que enM a nues-
tro ai le quitamos un número par de pasos para darselos aan+i, quedandoai = impar

y an+i = par. Podemos quitarle0, 2, 4, . . . , ai − 1 pasos. Entonces, las formas de
quitarle pasos son:

(
ai

0

)

+

(
ai

2

)

+ · · · +
(

ai

ai − 1

)

,

pero como
∑ai

r=0

(
ai

r

)
= 2ai y

(
ai

0

)
+
(
ai

2

)
+ · · ·+

(
ai

ai−1

)
=
(
ai

1

)
+
(
ai

3

)
+ · · ·+

(
ai

ai

)
,

entonces: (
ai

0

)

+

(
ai

2

)

+ · · · +
(

ai

ai − 1

)

=
2ai

2
= 2ai−1.

Si hacemos eso con todos losi, entonces obtendremos un total de
(2a1−1)(2a2−1)(2a3−1) . . . (2an−1) sucesiones, es decir:

2(a1−1)+(a2−1)+···+(an−1) = 2(a1+a2+···+an)−(1+1+···+1) = 2k−n,

ya que
∑n

r=1 ai = k (sonk pasos).
Entonces, a cada sucesión deM le hemos asociado2k−m sucesiones únicas deN . Si
no fuera ası́, supongamos que dos sucesiones deM llegan a una misma deN , entonces



64 Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales

digamos que estas dos sucesiones son distintas en el pasoj, habiendo seleccionado la
lámparap en una y la lámparaq en la otra, conp 6= q y 1 ≤ p, q ≤ n. Entonces, en
la sucesión deN a la que llegaron, en ese paso está la lámparap ó n + p según una
sucesión y laq ó n + q, según la otra, perop 6= q, p 6= n + q (n + q > n), n + p 6= q

(n + p > n), n + p 6= n + q, y entonces no coinciden.
Ahora, supongamos que no llegaron a una sucesión deN . Entonces pasemos de la
sucesión deN a una deM como se describió anteriormente. De esta sucesión deM ,
claramente podemos pasar a la deN , sólo tomamos los pasos que enN tienen la
lámparan + i, (que enM tienen ai), y los quitamos para devolverlos an + i, llegando
de nuevo a la sucesión deN . Entonces, la biyección funciona yN

M
= 2k−n.

Nota: al quitar y ponerle pasos a las lámparas, el estado final de los mismos no se altera
ya que siempre transferimos un número par de pasos.

Solución alternativa.Llamemosproceso admisiblea una secuencia dek pasos(lámpa-
ras1, 2, . . . , n encendidas, lámparasn + 1, n + 2, . . . , 2n apagadas). Si además la se-
cuencia no toca a las lámparasn+1, . . . , 2n se llamaráproceso restringido. Luego hay
N procesos admisibles, de los cualesM son procesos restringidos.
En cada proceso admisible, sea restringido o no, cada una de las lámparas1, 2, . . . , n

pasa de apagado a encendido si se hace el cambio un número impar de veces y cada
una de las lámparasn+1, n+2, . . .2n pasa de apagado a apagado si se hace el cambio
un número par de veces.
Observemos queM > 0, es decir, existe un proceso restringido: basta con cambiarel
estado de cada una de las lámparas1, . . . , n sólo una vez y luego escoger una de ellas
y cambiar su estadok − n veces (que por hipótesis es un número par).
Consideremos cualquier proceso restringidoP . Tomemos cualquier lámparal, con
1 ≤ l ≤ n, y supongamos que fue cambiado su estadokl veces.
Estas acciones son independientes, en el sentido de que las acciones que involucran a
la lámparal no afectan a las acciones que involucran cualquier otra lámpara. Entonces
hay 2k1−1 · 2k2−1 · · · 2kn−1 = 2k−n maneras de combinar estas acciones. En cada
una de esas combinaciones, cada una de las lámparasn + 1, . . . 2n sufre cambios un
número par de veces y cada una de las lámparas1, . . . , n mantiene un número impar
de cambios, entonces el estado final es el mismo que el que se obtiene con el proceso
originalP .
Esto prueba que cualquier proceso restringidoP se puede modificar de2k−n maneras
dando lugar a2k−n procesos admisibles distintos.
Ahora probaremos que todo proceso admisibleQ puede obtenerse de esta manera. De
hecho es suficiente remplazar cualquier cambio de estado de una lámpara con etiqueta
l > n que suceda enQ, por un cambio en la lámparal − n correspondiente. En el
procesoP resultante las lámparasn + 1, . . . , n no están involucradas. Los cambios en
cada lámpara con etiquetal > n han tenido que ocurrir enQ un número par de veces.
Entonces los cambios efectuados han afectado a cada lámpara con etiquetal ≤ n

también un número par de veces, de modo que el estado final decada lámpara se ha
mantenido igual. Esto significa que el proceso resultanteP es admisible y claramente
restringido, ya que las lámparasn + 1, . . . , 2n no están involucradas.
Entonces existe una correspondencia uno a2k−n entre losM procesos restringidos y
el totalN de procesos admisibles. Por lo tanto,N

M
= 2k−n.
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Problema 6.SeaABCD un cuadrilátero convexo tal que las longitudes de los lados
BA y BC son diferentes. Seanω1 y ω2 las circunferencias inscritas dentro de los
triángulosABC y ADC respectivamente. Se supone que existe una circunferencia
ω tangente a la prolongación del segmentoBA a continuación deA y tangente a la
prolongación del segmentoBC a continuación deC, la cual también es tangente a las
rectasAD y CD. Demostrar que el punto de intersección de las tangentes comunes
exteriores deω1 y ω2 está sobreω.

Solución. La solución estará basada en los siguientes resultados:
Afirmaci ón 1. SeaABCD un cuadriĺatero convexo. Si existe una circunferenciaω

tangente a la prolongación del segmentoBA a continuacíon deA y tangente a la
prolongacíon del segmentoBC a continuacíon deC, entoncesAB+AD = CB+CD.

Demostracíon de la Afirmacíon 1.La circunferenciaω es tangente a cada una de las
rectasAB, BC, CD y DA en los puntosK, L, M y N , respectivamente.

b

b

b

b

b b

b
b

b

b b

b

b

b

b

A

B

C

P

K L

NM

D

ω

ω1
P ′

A′

C′

T

Q

Q′

ω2

Entonces,

AB+AD = (BK−AK)+(AN−DN) y CB+CD = (BL−CL)+(CM−DM).

Por la igualdad de las tangentes, tenemos queBK = BL, DN = DM , AK = AN y
CL = CM , entoncesAB + AD = CB + CD.
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Para el siguiente resultado, llamaremos “excı́rculoAC” al excı́rculo de un triángulo
con ladoAC que es tangente aAC y a las extensiones de los otros dos lados.

Afirmaci ón 2.SeaP el punto de intersección de la circunferencia inscrita del triángu-
lo ABC y el ladoAC, PP ′ el diámetro que pasa porP , yQ el punto de intersección de
las rectasBP ′ y AC. EntoncesQ es el punto de tangencia del ladoAC y el exćırculo
AC.

Demostracíon de la Afirmacíon 2.Consideremos la tangente al incı́rculoω1 que pasa
porP . SeanA′ y C′ los puntos de intersección de dicha tangente conBA y BC, res-
pectivamente. Tenemos queω1 es el excı́rculoA′C′ del triánguloA′BC′ y es tangente
al ladoA′C′ enP ′. ComoA′C′ es paralela aAC, entonces la homotecia con centro en
B y radio BQ

BP ′
lleva aω1 al excı́rculoAC del triánguloABC. Luego, como la homote-

cia lleva aP ′ aQ, tenemos queQ es el punto de tangencia del ladoAC y el excı́rculo
AC. Además, si el incı́rculo del triánguloABC es tangente enP al ladoAC, entonces
el punto de tangenciaQ, en el mismo lado del excı́rculoAC, es el único punto en el
segmentoAC tal queAP = CQ.

Ahora resolveremos el problema.

Supongamos que la rectaAC es tangente aω1 y ω2 enP y Q, respectivamente. En-
toncesAP = AC+AB−BC

2 y CQ = CA+CD−AD
2 . Por la Afirmación 1, sabemos que

AB − BC = CD − AD, luegoAP = CQ, de aquı́ que en el triánguloABC el lado
AC y el excı́rculoAC son tangentes enQ. Análogamente, en el triánguloADC el lado
AC y el excı́rculoAC son tangentes enP . Nótese queP 6= Q dado queAB 6= BC.
SeaPP ′ y QQ′ los diámetros deω1 y ω2, respectivamente, que son perpendiculares a
AC. Entonces por la Afirmación 2 tenemos que los puntosB, P ′ y Q son colineales,
al igual que los puntosD, Q′ y P .
Consideremos el diámetro deω perpendicular aAC y llamemosT al punto final más
cercano aAC. La homotecia con centro enB y radio BT

BP ′
lleva aω1 a ω, entonces

B, P ′ y T son colineales. Análogamente, como la homotecia con centro enD y radio
− DT

DQ′
, lleva aω2 a ω, entoncesD, Q′ y T son colineales. Luego, tantoT , P ′ y Q,

comoT , Q′ y P son colineales. ComoPP ′ es paralelos aQQ′, los segmentosPP ′ y
QQ′ son homotéticos con centro enT . Lo mismo sucede con las circunferenciasω1 y
ω2 pues tienen aPP ′ y QQ′ como diámetros. Más aún, es claro queT quedará en el
mismo lado de la rectaPP ′ queQ y Q′, de aquı́ que el radio de homotecia es positivo.
En particularω1 y ω2 no son congruentes.
Por lo tanto,T es el centro de una homotecia con radio positivo que lleva aω1 enω2.
Esto completa la demostración, pues el único punto que cumple con esta caracterı́stica
es el punto de intersección de las tangentes externas comunes deω1 y ω2.
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A continuación presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemáticas, de abril a julio de 2009.

Del 2 al 5 de abril en el CIMAT, Guanajuato

Curso de entrenadores.

Del 30 de abril al 10 de mayo en el CIMAT, Guanajuato

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicación de tres exámenes
selectivos para determinar la delegación que representará a México en la50a

Olimpiada Internacional (máximo 6 alumnos), la delegaci´on que representará a
México en la XI Olimpiada Centroamericana y del Caribe (máximo 3 alumnos)
y la preselección para la XXIII Olimpiada Iberoamericana.

Primera quincena de junio

• Lı́mite para registro de delegados que deseen aplicar el examen propuesto por
el Comité Organizador de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas como semifi-
nal de su Concurso Estatal y envı́o de este examen.

• Entrenamiento para los seleccionados nacionales que asistirán a la XI Olim-
piada Centroamericana y del Caribe.

19 y 20 de junio

Aplicación en los estados registrados con este propósito, del examen semifinal
propuesto por el Comité Organizador de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas.

Del 19 al 27 de junio en la República Dominicana

XI Olimpiada Centroamericana y del Caribe.

Del 21 al 28 de junio

Entrenamiento para los seleccionados nacionales que asistirán a la50a Olimpia-
da Internacional.
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Primera quincena de julio

Envı́o del tercer número de la revista Tzaloa.

Del 10 al 22 de julio en Bremen, Alemania

50a Olimpiada Internacional.



Apéndice

Teorema 1 (Número de divisores)Seam un entero positivo. Sim = pα1

1 ·pα2

2 · · · pαk

k ,
donde lospi son ńumeros primos distintos, entonces los divisores positivosdem son
de la formaph1

1 · · · phs
s , donde loshj son enteros tales que0 ≤ hj ≤ αj . Luego,m

tiene exactamente(α1 + 1)(α2 + 1) · · · (αk + 1) divisores positivos. Ver [5, 9, 11].

Criterio 2 (M étodo de induccíon matemática) El método de inducción mateḿatica
se usa para demostrar una proposiciónP (n) para todo enteron ≥ k0, dondek0 es un
entero fijo.
El método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra la proposición paran = k0.

2. Hipótesis de inducción: Se supone cierta la proposiciónP (k) para algún entero
k > k0.

3. Se demuestra la proposiciónP (k + 1).

Concluimos entonces que la proposición es cierta para todo enteron ≥ k0. Ver [10].

Definición 3 (Combinaciones)Dado un conjuntoA de n elementos, una combina-
ción dem elementos deA, es un subconjunto deA formado dem elementos. Al ńume-
ro de combinaciones dem elementos, de un conjunto den elementos, se denota por
(

n
m

)
y es igual a:

(
n

m

)

=
n!

(n − m)!m!
,

donden! = 1 × 2 × · · · × n. Ver [10].

Definición 4 (Gráfica y valencia) Una gráfica es un conjunto de puntos, que llama-
mos v́ertices, unidos por segmentos de rectas que llamamos aristas, de forma que los
extremos de las aristas son dos vértices. Decimos que dos vértices son adyacentes si
hay una arista entre ellos.
La valencia o grado de un vérticev, es igual al ńumero de v́ertices adyacentes av, es
decir, es igual al ńumero de aristas que tienen un extremo env. Ver [6].
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Teorema 5 (F́ormulas deárea)

1. El área de un tríangulo es igual a12hl, dondel es la medida de un lado yh es la
medida de la altura sobre dicho lado.

2. El área de un ćırculo de radior es igual aπr2.

Ver [1].

Teorema 6 (F́ormulas de volumen)

1. El volumen de una esfera de radior es igual a4
3πr3.

2. El volumen de un cono de alturah, que tiene como base un cı́rculo de radior es
igual a 1

3πr2h.

3. El volumen de un cilı́ndro de alturah, que tiene como base un cı́rculo de radio
r es igual aπr2h.

Ver [1].

Definición 7 (Congruencia de tríangulos) Decimos que dos triángulos son congruen-
tes si tienen sus lados y susángulos correspondientes iguales. Más precisamente,
los triángulosABC y A′B′C′ son congruentes siAB = A′B′, BC = B′C′ y
CA = C′A′, y los ángulos enA, B y C son iguales a lośangulos enA′, B′ y C′,
respectivamente. Ver [2].

Criterio 8 (Criterio de congruencia LAL) Dos triángulos son congruentes si tienen
dos lados correspondientes iguales y elángulo entre ellos igual. Este criterio se llama
“criterio de congruencia lado-́angulo-lado” y se denota por LAL. Ver [2].

Teorema 9 (Teorema de Pit́agoras) En un triángulo rect́angulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.Ver [2].

Teorema 10 (Teorema de Thales)Consideremos tres rectas y dos rectas transversa-
les aéstas como se muestra en la figura. Tenemos que siAD, BE y CF son paralelas,
entoncesAB

BC
= DE

EF
. Rećıprocamente, siAB

BC
= DE

EF
y dos de las rectasAD, BE o

CF son paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.

C

B

A

F

E

D

Ver [2].
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