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Presentacon

Tzaloa, que en nahuatl significa aprender, es una revista @impiada Mexicana
de Matematicas. El objetivo principal de esta publicac#s fomentar y estimular el
estudio de las matematicas como una disciplina del peesamngue desarrolla la in-
teligencia del estudiante mediante métodos de razon&mestructurados, deductivos
y creativos.

Desde hace 22 afios la Sociedad Matematica Mexicana,&stdavlia Olimpiada Me-
xicana de Matematicas, ha detectado jovenes con talansolgs matematicas y otras
disciplinas afines. Muchos profesores y estudiantes quarsadercado a este progra-
ma han creado, de manera espontanea y altruista, innuletateres de resolucion
de problemas que han contribuido de manera sustancial aangensefianza de las
matematicas en nuestro pais. Asimismo, muchas unieetsgise han visto beneficia-
das, no solamente por el ingreso de jévenes con una exedétgntacion matematica,
sino también por exolimpicos que desenvuelven su vidiegianal en ellas.

El programa basico de la Olimpiada Mexicana de Matemé&tealesarrolla anualmen-
te en tres etapas:

e Concursos Estatales.
e Concurso Nacional.
e Entrenamiento y seleccion de las delegaciones que repieeg8a a México en
olimpiadas internacionales.
232 Olimpiada Mexicana de Matematicas

En la23® Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después dé&t de agosto de 1990. Los concursantes deberan estar
inscritos en una institucion preuniversitaria duranfgreher semestre del ciclo escolar
2009-2010y, para dl° de julio de 2010, no deberan haber iniciado estudios dé nive
universitario. Para mayor informacion consulte la pagin



Vi Presentacon

htt p: //ww. onm unam nx

Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 23* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
8 al 13 de noviembre de 2009 en Campeche, Campeche. A losrpsiagares de este
certamen se les invitara a la etapa de entrenamiento ycgmtede las delegaciones
gue representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2010:
la XXII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, gadlevara a cabo en el
mes de marzo; la XII Olimpiada Matematica de Centroaraériel Caribe, que se ce-
lebrara en el mes de junio en Puerto Ricdjla Olimpiada Internacional de Matemati-
cas, que se llevara a cabo en julio en Kazajstan y la XXV @ia Iberoamericana
de Matematicas que se realizara en el mes de septiemberaguRy.

La revista

En este nUmerd de tu revista Tzaloa, Ana Rechtman y Carlos J. Rubio han padpa
un trabajo especial que se titula: “Divisibilidad y congras”.

Tanto en los concursos estatales y nacionales como endosaeionales, es frecuente
encontrar problemas relacionados con la divisibilidad @i@eros enteros y que apa-
rentan gran dificultad, pero que su solucion se hace sengthndo el concepto de
congruenciay sus propiedades.

A través de las paginas de este articulo, descubrirasiueva forma de entender al
mundo de los nlUmeros enteros y sus relaciones de divilabiliEl conocimiento y
dominio del concepto de las congruencias y de sus propisdtelpermitira llevar al
limite tu capacidad para resolver cierto tipo de probleralxionados con la divisibi-
lidad.

Mediante las explicaciones junto con el apoyo que brindarejemplos y ejercicios,
aprenderas a usar esta poderosa herramienta con la qiée pestslver de manera sim-
ple muchos problemas complejos.

Te invitamos a estudiar sus paginas y estaremos muy costeéeatecibir tus opiniones
y sugerencias en la direccibn electronievi st aomm@ymai | . com



Divisibilidad y congruencias

Por Ana Rechtman Bulajich y Carlos Jacob Rubio Barrios

Empecemos por explicar el significado de la palabra dividdd. En este texto vamos
a trabajar inicamente con los nUmeros enteros. Un nGemgesor es divisible entre
un namero entere (s # 0), si el resultado de la divisioh es un namero entero. Por
ejemplo,9 es divisible entre3, ya que% = 3, peroll no es divisible entr8 porque
13—1 = 3.66... que no es un nimero entero. Dicho de otra forma, los nunger@son
divisibles entre3 son los multiplos d&.

Existen diferentes criterios de divisibilidad, es decigtatos que nos permiten de-
terminar si un nUmero es o no divisible entre otro. En mudfas®s, es mas sencillo
utilizar los criterios de divisibilidad que efectuar dit@mente la division. Por ejemplo,
para el numer@ el criterio es:un entero positivo es divisible entre 3 si§ssi la
suma de susiditos es divisible entre.3

¢ Qué quiere decir esta frase? ¢ Por qué es cierta estacidinma

Siy $lo siquiere decir que si un numero es divisible ertta suma de sus digitos es
divisible entre3, y que si la suma de los digitos de un nimero es divisibleanel
nimero también lo es. Podemos cambiar este criterio dsildlidad entre3 por: un
nimero_noes divisible entrg siy $lo si la suma de susigitos noes divisible entre.

Tratemos de dar urdemostraddn matematica al criterio de divisibilidad enseCon-
sideremos un entero positivg y escribamoslo en notacion decimal:

n = ag + 10a; + 102a2 + -+ IOkak,

donde los nimerasg, a1, . . . , ax son los digitos de. Entonces la suma de los digitos
den esigual aup + a1 + - - - + ax. Observemos que para todo entero positivol:

10 —1=9(11...1).
N——"
lveces
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Por ejemplo:
10-1 = 9=9(1)
102—1 = 99=09(11)
10°—1 = 999 =9(111),

etcétera. Entonces tenemos que:

n—(ag+a+---+ap) = (10—1)a; + (10> = Dag + --- + (10" — D)ay
= 9(a1+11a2+---+11...1ak).
k veces

El lado derecho de la ecuacion es divisible efitren particular, es divisible entfe
Asi que si el nUmero es divisible enBeag + a1 + - - - + ay tiene que ser divisible
entre3. Analogamente Sig + a1 + - - - + ax, €s divisible entr@, el nUmera: tiene que
ser divisible entr@. Es decir, hemos demostrado el criterio de divisibilidailesh De
hecho, también demostramos el criterio de divisibilidatte9.
Vamos a introducir una nueva notacion. Consideremos wer@ectialquierac. Al di-
vidir  entre3, obtenemos un cocientey un residuoc, dondec es igual &), 1 6 2.
Es decirz = 3b + ¢. Ahora bien, vamos a decir quees congruente conmobdulo3,
denotado por: = ¢ (mod3), sic es el residuo que se obtiene al dividientre3. Por
ejemplo:

100=3-33+1 = 100=1 (mod3)

242=3-80+2 = 242=2(mod3)

48=3-16 = 48=0(mod3).

Sin embargo podemaos escribir también:

242 = —1(mod3)
242 = 5 (mod3)
242 = —4 (mod3).

Es decir,242 = d (mod 3) si el nUmero242 — d es divisible entre3. Por ejemplo,
242 = —4 (mod3) ya que242 — (—4) = 246 = 3(82).

Con este nuevo concepto vamos a demostrar el criterio dsldiidad entre3. Como
antes, consideramos un entero positivo= ag + 10a; + - -- + 10*a;, dondeay,

ai,...,a; son los digitos de. Tenemos que para todo entérs 1, el numerol0’ — 1

es divisible entrg, es decirl0' = 1 (mod3). Vamos a demostrar entonces que:

1. 10'a; = a; (mod3) paratodal <1 < k;
2. n=ap+ 10a; + --- + 10Fa, = ag +ay + - - - + ax (Mod3).

Para ver que el primer punto es cierto, vamos a demostrariquesg (mod3), en-
toncesa - © = a - ¢ (Mod 3) para todo entero positive. La demostracion de es-
te hecho es muy sencilla. Si escribimos= 3b + ¢, para algtn enteré, tenemos
quea -z = 3(a-b) + a - clo que prueba la afirmacion anterior. Entonces como
10! = 1 (mod 3) obtenemos quéV'a; = a; (mod3).
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Enfoquémonos ahora en el segundo punto. Lo que queremassttames que si tene-
mos dos enterasg, Yy x- tales que:

¢1 (mod3),
co (mod3),

T

T2

entonces:; + x2 = ¢1 + ¢2 (Mod3). Sabemos que existen nUmebey b, tales que
x1 = 3b1 + 1 Y ©2 = 3ba + co. Esto implica quer; + 2 = 3(b1 + b2) + (¢1 + ¢2), 0
dicho de otra forma que; + z2 = ¢1 + c2 (mod3).

Regresando a la demostracion del criterio de divisikdidatre3, concluimos que:

n=ag+ai+---+ax (Mod3).

Dicho de otra formay es divisible entr@ siy solo si la suma de sus digitos es divisible
entre3.

Hasta ahora hemos definido las congruencias moglupeero podemos hacerlo para
cualquier entero positiver. Decimos entonces que un enteres congruente con un
enteroc modulom, si el nUmera:—c es divisible entren y escribimos: = ¢ (modm).
Veamos algunos ejemplos para aclarar esta definicion.

= 91 =1 (mod10) pues9l — 1 = 90 es mdltiplo del0;
= 2n+1=1(modn), yaque2n + 1 — 1 = 2n es multiplo den;
= 8 %2 (mod5), pues8 — 2 = 6 no es multiplo dé.

Segln la definicion anterior, la notacién= ¢ (mod m) significa quexr lo podemos
escribir coma: + mb para algin enterl Sic = 0, entonces: = 0 (modm) significa
quex es multiplo dem.

En la demostracion del criterio de divisibilidad enfredemostramos dos propiedades
gue son validas también cuando trabajamos modulgs decir, tenemos que:

1. siz = ¢ (modm) entonces: - © = a - ¢ (modm) para todo entero positivg
2. sizy = ¢; (modm) y zo = co (Modm), entonces;; + z2 = ¢1 + co (Mmodm).

A continuacibn demostraremos unas cuantas propiedadsesqué nos seran (tiles
para resolver problemas mas adelante.

Propiedades de la congruenciaSeam un entero positivo y seai ¢, d, x, y enteros.
Entonces:

1. x =2 (modm).

2. Siz = ¢ (modm), entonces = = (modm).

3. Siz =c (modm)yc=d (modm), entonces = d (modm).

4. Siz =c(modm)yy = d (modm), entoncesy = cd (modm,).
( )

5. Siz = ¢ (modm), entonces™ = ¢® (modm) para todo entero positive.
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6. Siab = be (mod m), entoncest = ¢ (mod (b’_”—m)) donde(b, m) denota el
maximo com(n divisor déy m.

Demostraddn. Las propiedades y 2 son inmediatas, pues— x = 0 es multiplo de
m, Y Six — ¢ = mb para algin enterb, entonceg — xz = m(—b).

Para demostrar la propiedad 3, supongamosaquec = mb; Y ¢ — d = mby para
algunos entero, y be. Entoncess — d = (x — ¢) + (¢ — d) = m(b1 + b2), de donde
x =d (modm).

Para demostrar la propiedad 4, supongamosiquec = mby y y — d = mby para
algunos enteros; y b,. Entonces:

xy —cd = (x —c)y + (y — d)c = m(bry + bac),

de dondery = c¢d (modm).

La demostracion de la propiedad 5 la haremos por induceron (ver el Criterio

2 del apéndice). Si. = 1 no hay nada que demostrar, pues por hipbtesis tenemos
quez = ¢ (modm). Supongamos que la congruengia= ¢ (mod m) implica la
congruenciat® = ¢* (mod m) para algin enteré > 1. Entonces, aplicando la
propiedad! tenemos que:

z-2¥ = ¢ * (modm),
es decirp®t! = #*! (modm). Esto completa la induccion. (¢, Como demostraria el
lector la propiedad 5 sin usar induccién?).
Para demostrar la propiedad 6, supongamoswuebc = mk para algin enterb. Si
dividimos esta igualdad entge= (b, m), tenemos quéx — c)g = k. Comog ys
son primos relativos (¢ por qué?gydivide a(z—rc) g, tenemos qu(%1 divide ax — c.

Es decirz = ¢ (mod ).

Para entrenarnos en la utilizacion de los modulos, vamaen@ostrar los siguientes
criterios de divisibilidad.

1. Un entero positivar es divisible entre@ si y sblo si su digito de las unidades es
par.

2. Un entero positivax es divisible entrel si y s6lo si el nimero formado por sus
dos Ultimos digitos es divisible entte

3. Un entero positiva es divisible entre si y solo si el nUmero formado por sus
tres Gltimos digitos es divisible entge

4. Un entero positivo: es divisible entre si y solo si la suma de sus digitos es
divisible entre9.

5. Un entero positiva es divisible entrd 1 si y sélo si la suma de los digitos de
en posicion par menos la suma de los digitos @éa posicion impar, es divisible
entrell.
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DemostracionedJsaremos congruencias para demostrar estos criteriosprs lo
hicimos con el criterio de divisibilidad entBe Como antes, consideremos la notacion
decimal den:

n = ag + 10a; + 102a2 + -+ IOkak.

1. Como10 = 0 (mod 2), tenemos qué0’ = 0 (mod 2) para todo enterd > 1y
por lo tanton = ag + 10a; + 10%ay + - - - + 10*ax = ap (Mod2). De aqui quer es
divisible entre2, o dicho de otra forma; = 0 (mod?2) siy sblo siap = 0 (mod?2) si
y sblo siag es par. Es decir es divisible entr@ si y solo si su digito de las unidades
es par.
2. Comol0 = 2 (mod4), tenemos que0? = 22 = 0 (mod4). De aqui que si > 2,
entonces:

10" =10%-10"2=0-10""? = 0 (mod4).

Luego,n = ap + 10a; (Mmod4). Por lo tanton es divisible entrd, o equivalentemente
n =0 (mod4), siy sblo siag + 10a; = 0 (mod4). Esto ocurre solamente cuando el
nimeroay + 10a1, formado por los dos Ultimos digitos dees divisible entrd.
3. Como10 = 2 (mod 8), tenemos qua0® = 23 = 0 (mod 8). Luego, para todo
enterol > 3:

10 =10%-10""3=0-10'"2 = 0 (mod8).

De aqui quer = ag + 10az + 10%a2 (mod 8). Por lo tanto,n es divisible entres,
0 bienn = 0 (mod 8), siy sblo siag + 10a; + 10%a2 = 0 (mod 8). Es decir, esto
ocurre cuando el numeeg + 10a; + 10%a, formado por los tres tltimos digitos ae
es divisible entre.

4. Comol0 = 1 (mod 9), tenemos qué0’ = 1 (mod 9) para todo enterd > 1.
Luego,n = ag + a1 + a2 + - - - + ax (mod9). Por lo tanton es divisible entré®, o
bienn = 0 (mod9), siy sbélo Siag + a1 + a2 + - - - + ar = 0 (mod9). Entoncesp es
divisible entre 9 si y s6lo si la suma de sus digitos es ithkentre9.

5.Comol0 = —1 (mod11), tenemos quéd’ = +1 (mod11) dependiendo Sies par
0 impar. Luego:

n=ag—a;+ay—---+ (—1)’“(1;C (mod11).
Por lo tantoy es divisible entré1 siy sélo sin = 0 (mod11) siy solo si:
ap —ay +az — -+ (—1)*a;, = 0 (mod11).

Por lo tanto;: es divisible entrd 1 si y solo si la suma de los digitos desn posicion
par menos la suma de los digitosrden posicion impar es divisible entié.

Veamos ahora la utilidad de las congruencias en problemalindgiada.

Problema 1.Demuestre que ningln entero de la format 3 se puede escribir como
la suma de dos cuadrados de enteros.

Solucbn. Si a es un entero, entonces= 0,1,2 6 3 (mod4). Luego,a? = 0 (mod4)
0a? =1 (mod4). De aqui que los residuos posibles al dividir edtggara la suma de
dos cuadrados de enteros $o 0 = 0,04+ 1 =161+ 1 = 2. Como un entero de
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la forma4n + 3 es congruente codimbdulo4, tenemos que no es posible escribirlo
como la suma de dos cuadrados de enteros.

Problema 2.Searnu y b enteros tales que+ 5b y 5a — b son ambos multiplos d2002.
Demuestre que? + b? también es mltiplo de002.

Solucbn. Observemos primero que si un enter@s mdltiplo de un entere, en-
toncesr? es multiplo des?. Usando congruencias, esto lo podemos escribir como:
r = 0 (mod s) implica quer? = 0 (mod s?). Usaremos esta propiedad en la solucion
del problema.

Sia + 5b =0 (mod2002) y 5a — b = 0 (mod2002), entonces:

(a+5b)* =0 (mod2002%) y  (5a—b)? =0 (mod2002?).
Luego,(a + 5b)? + (5a — b)? = 0 (mod20022). Simplificando tenemos que:
26(a® + b?) = 0 (Mod2002?).
Utilizando la propiedad nimero 6 de las congruenciasesejue:
a® 4+ b* =0 (mod77 - 2002).

Esto implica quez? + b2 es divisible entr&r'7(2002), en particular es divisible entre
2002. Por lo tantoa? + b2 = 0 (mod 2002).

Problema 3.Determine todas las parejas de enteros positinas:) que satisfacen la
ecuaciorg™ + 7 = 2",

Solucbn. Observemos qu@™ +7=0+1 =1 (mod 3), yaque3 = 0 (mod3) y

7 =1 (mod 3). Luego,2™ = 1 (mod 3). Ahora, como2 = —1 (mod 3) tenemos
que2™ = (—1)™ (mod 3). Por lo tantoy: es par. Supongamos que= 2k. Entonces,

la ecuacion original es equivalente a la ecuad®n 7 = 4*. Intentemos ahora con
congruencias moduld. Tenemos que* — 7 = 0 — (—1) = 1 (mod 4), ya que
4=0(mod4)y 7= -1 (mod4). Luego,3™ debe ser congruente carmodulo4.
Como3 = —1 (mod 4), tenemos qué8™ = (—1)™ (mod 4), de modo quen debe
ser par. Supongamos que = 2p. Entonces la ecuacion original es equivalente a la
ecuaciors?? 4 7 = 22%_ Es decir:

7=2%k _ 3% — (28 —37)(2% 4 37).
Como7 es numero primo ¥ — 37 < 2% 437, la (inica posibilidad es qu& — 37 =
y 2k 4 37 = 7. Resolviendo este sistema de ecuaciones, encontramads gue y

p=1.Esdecirm =2yn =4.

Problema 4.Sean un entero mayor qué& Demuestre que si — 1y n + 1 son ambos
nGmeros primos, entonces(n? + 16) es maltiplo de720. ¢ Es cierto el reciproco?
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Solucbn.Notemos primero que si= 1,2,3,4 65 (mod6), entonces alguno de— 1
06 n + 1 no seria primo. Luegoy = 0 (mod 6). Sean = 6m conm entero positivo.
Tenemos que

n?(n® 4 16) = (6m)>((6m)* + 16) = 144m?(9Im> + 4).
Sim = 0 (mod 5), entonces?(n? + 16) es maltiplo del44 x 5 = 720. Sim es
congruente &1 moédulo5, entonces es de la form&0a + 6 y es facil ver que alguno
den — 16 n + 1 es multiplo dé&5 y no seria primo. Por Gltimo si = +2 (mod 5),
entonce®m? +4 = 9(4) +4 = 0 (mod5) y por lo tanton?(n? + 16) es maltiplo de
144 x 5 = 720.
Ahora veamos que el reciproco es falso. Para esto, bastategacun entera > 6
tal quen?(n? + 16) es mdltiplo de720 y alguno de los nUmeras— 1 67 + 1 no es
primo. Sin = 720, entonces es facil ver qué?(n? + 16) es mltiplo de720, pero
n+1=721=7x 103 no es primo.

Concluimos esta seccion con algunos ejercicios paratelrlec

Ejercicios
1. Seam y r enteros tales que = r (mod 7). Demuestre que:
1000n =7 —r (mod7).
2. Demuestre que un entetices divisible entré si y solo si su digito de las unida-
des es divisible entrg

3. Searpy ¢ nimeros primos distintos. Demuestre que un entero eshlesentre
pq Si'y solo si es divisible entrey entreq. Deduzca los criterios de divisibilidad
entre6 y entrel0.

4. Determine todos los enteros positivotales quel1l...1 =0 (mod101).
——
n Veces
5. Seagp un primo y seam y n enteros positivos. Demuestre quesi+ 37 = o,
entonces = 1.

6. Sean un entero positivoy sean< b < ¢ < d los cuatro divisores positivos mas
pequefios de. Determine todos los enteragales quer = a? + b? + ¢ + d>.

Bibliografia
1. D. Fomin, S. Genkin, I. Itenber@/lathematical Circles (Russian Experience)
American Mathematical Society. 1996.
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Problemas de piactica

Como en el nUmero anterior, en esta seccion encontPrageresantes y variados
problemas. En esta ocasion, hemos hecho nuestra selezmigiderado problemas
que corresponden al nivel de los concursos estatales.

Te desafiamos para que pongas a prueba todas tus capacjpEdes) te desanimes
ni te rindas si no puedes resolverlos al primer intento,eataique la perseverancia es
la clave del éxito y que la practica hace al maestro.

En la siguiente seccion encontraras las soluciones @s &ltbs, pero te recomendamos
gue no la consultes sino hasta después de haber trabajpdcaen cada problema.

Problema 1.La figura muestra un cubo desplegado. Escribe en cada caratitelin
numero dell al 6, sin repetir, de modo que si al armar el cubo en cada vésimibes
el resultado de la multiplicacion de los nUmeros de las ¢egas que concurren en él,
obtienes los nimerdd), 12, 20, 24, 30, 36,60y 72.

Problema 2.En cada vértice de un terreno en forma de triangulo eigudacuyo lado
mide48 m, estd amarrada una cabra con una cuerda. Los sectordarasgulos que
cada cabra puede acceder no pueden encimarse, pero samtéange

1. Si cada cabra tiene una cuerda2dem, ¢ cual es la superficie en la que las tres
cabras pueden comerse el pasto?
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2. Si unade las tres cabras tiene una cuerda que 38idg ¢ cual es la superficie
en la que las tres cabras pueden comerse el pasto?

Problema 3. Las caras de un dado con forma de tetraedro regular estaaradas
del 1 al 4. El dado esta sobre una mesa con la cara “1” contra la mesia. Bavi-
miento consiste en rodar el dado sobre una de las aristashdséda Después de cada
movimiento apuntamos el nUmero que esta en la cara quecsergna sobre la mesa.
Llamemoss a la suma de estos nimeros despuéxide etapas, contando al primer 1
como la etapa cero.

1. ¢Cual es el valor maximo @€

2. ¢Puedes obtener todos los valores,dpie se encuentran entre su valor minimo
y su valor maximo?

Problema 4.En un cilindro lleno de agua se colocan dos solidos: urer&sfue es
tangente al cilindro y un cono cuya base es igual a la basgliselro, de forma que la
altura de la esfera y el cono juntos es igual a la altura dieldzib. Si sabemos que la
cantidad de agua que qued6 dentro del cilindrblégso y el radio midel0 cm, ¢ cuanto
mide la altura del cilindro?

Problema 5.En cada casilla de un tablero @@00 x 1000 se escriben algunos de los
nimerosi, —1 6 0. Luego se suman todos los numeros escritos en cada rengion
cada columna, obtenien@600 resultados (no necesariamente distintos). Muestra que
es posible construir un tablero de manera que(@® sumas asi obtenidas sean todas
distintas.
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Problema 6.Un juego consiste d&botones luminosos de color verde o rojo. Apretan-
do un botén, cambian de color solo los vecinos que estanals, arriba y abajo, pero
no en diagonal. Por ejemplo, si se aprieta el bdtézambian de color los botonesy
4,y si se aprieta el boté? cambian de color los botonés3 y 5. Si inicialmente to-
dos los botones son verdes, ¢.es posible que apretando $tidos se vuelvan rojos?

10 20 30
10 50 60
77O 8O 90

Problema 7.Si la circunferencia con centr@ tiene radio igual & cm, ¢ cuél es el area
de la regibn sombreada?

Problema 8.SeaA un entero dé digitos, tres de los cuales sdn2 y 4. Demuestra
que siempre es posible obtener un nimero que sea divisittke7e efectuando alguna
de las siguientes operaciones: eliminar los digit@sy 4 6 escribir los digitos del en
algln orden.

Problema 9.Demuestra que no existen soluciones enteras y positivadgpacuacion
3M 43"+ 1 =1¢2,

Problema 10.Se tiene la sucesion de nUmeioss, as, a4, . . . que satisface la igual-
dad:

2
1-a2-as---a, =n”,

paratodo entere > 2. Determina el valor des + as.

Problema 11.En un trapecicABC D, los lados paralelos mideAB = 16 cm y
CD = 6 cm, y la suma de los angulos de la ba$® es igual a90°, es decir,
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/DAB + ZABC = 90°. Determina la longitud del segmento que une los puntos me-
diosdeABy CD.

Problema 12.Cinco nifios se dividen en grupos y en cada grupo se tomanrdaria
formando una rueda para bailar girando. ¢ Cuantas ruestirstals pueden formar los
nifos, si es valido que haya gruposideb5 nifios, y puede haber cualquier nUmero de
grupos?

Problema 13.Searu y b enteros positivos §¥ su maximo coman divisor. gi]j—l + b“le
es entero, demuestra quie< v/a + b.

Problema 14.Seaz,, una sucesion de nUmeros reales tal que:
2 —
Ty — Tpgp1Tp—1 = 1,
paratodan > 2. Determina cuantos valores distintos puede tener la sipre

Tn+1 + Tn—1
In '

Problema 15.Se tiene un tablero d&x 8 coloreado de negro y se tiene una ficha de
3 x 1. Al colocar la ficha sobre el tablero, cada una de3laasillas que cubre, cambia
de color (de negro a blanco o de blanco a negro). Decide, Erfdwesto varias veces,
se puede llegar a un tablero completamente blanco.

Problema 16.SeaC una circunferencia con centro éhy radio igual al2 cm. Sea)
un punto exterior & y sean/; y [, las dos rectas tangente€ razadas desd@. Sean
Ay B los puntos de tangencia decon!; y I, respectivamente. SiAPB = 120°,
demuestra qu@A = 12/3 cm.

lo

Problema 17.En una bodega haycostales que pesan enfi¢kg y 65 kg cada uno.
Desafortunadamente la bascula de la bodega esta medipesstia y no registra pesos
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menores al00 kg ni mayores al45 kg. Con el fin de determinar el peso de cada
costal, el encargado peso por parejaslosstales en todas las combinaciones posibles,
obteniendo los siguientes resultado®? kg, 109 kg, 110 kg, 113 kg, 114 kg, 116 kg,

117 kg, 118 kg, 120 kg y 124 kg. Determina el peso de Iéscostales.

Problema 18.Determina todos los enteros positivos menores o igualed 2uegue
tienen exactamentedivisores positivos que suman un cuadrado perfecto.

Problema 19.En un torneo com > 3 competidores, cada uno jugd una vez contra
cada uno de los deméas. No hubo empates y ningin competidgand a todos los
demas.

(a) Demuestra que hubo tres competidards c tales quez le gan6 a, b le ganb a

y cle ganb au.

(b) Para cada entero> 3 da un ejemplo en que soélo haya una terna de competidores
(a, b, c) que cumpla las condiciones del inciso anterior.

Problema 20.En un concurso de matematicas, ningln estudiante résmlgbs los
problemas. Cada problema fue resuelto por exactamentestiediantes y cada par de
problemas fue resuelto por exactamente un estudiantal g€el maximo nUmero de
problemas en este concurso?
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Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccion encontraras las soluciones que hemaoaradeppara 1020 proble-
mas de la seccion anterior. Es importante que tengas emacye® las soluciones que
aqui presentamos no son necesariamente las Gnicas ojtassntan sélo son ejemplos
del tipo de razonamiento que se busca estimular en los pnalslde olimpiada. Piensa
que cada problema puede tener tantas soluciones como i#edisas y originales se
desarrollen con base en la l6gica y en la correcta argumiénta

Si th encontraste una solucion diferente de las nuestnasegtas seguro de su validez
o simplemente quieres compartirla con nosotros, te inda&para que nos escribas a
nuestra direccion electronicaevi st aomm@nai | . com

Solucion del problema 1.Una solucion es la siguiente. Observa que las flechas que
salen de los vértices indican en numero que corresporgi®@dlicto de las tres caras
que concurren en él.

12 10 30 36

[
= Ot N
w

24 20 [ | 60 72

Solucion del problema 2.

1. Cada cabra puede acceder a un sector de circulo cuydisiemEs igual % dela
superficie del circulo de radiat m. Luego, la superficie en la que pueden comer
las tres es igual 42427 = 288w m? (ver el Teorema 5 del apéndice).

2. Lacuerdade las otras dos cabras migle- 32 = 16 m. Luego, la superficie en
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la que pueden comer las tres es igué?;;aiL + 2% = 2567 m?.

Solucion del problema 3.

1. Observemos que el nimero que anotamos después de Ergpetapa es cual-
quiera que sea diferente deEntonces, en cada etapa el nlmero que sumamos
es cualquiera salvo que el que anotamos en la etapa antergo,s es maxi-
ma cuando todos los nimeros (salva @hicial) son4 6 3. Por lo tanto, el valor
maximo des es:

1+ (1005 x 4) + (1004 x 3) = 7033.

2. Observemos que el valor minimo gles cuando anotamos en cada ethpa2.
Luego, su valor minimo es:

1+ (1005 x 2) + (1004 x 1) = 3015.

Para obtener 61016 solo hay que cambiar €l de una etapa por 8l Con este
procedimiento podemos obtener todos los valores 80trgy:

1+ (1005 x 3) + (1004 x 1) = 4020.

Ahora, podemos cambiar uno a uno bgor 2, obteniendo todos los valores
hasta ell 4+ (1005 x 3) + (1004 x 2) = 5024. Continuando con este proceso
podemos obtener todos los valores hasta el valor maximo de

Solucion del problema 4.Llamemosh a la altura del cilindro. Entonces, el radio de la
esferay de la base del cono mitliecm y la altura del cono es iguala — 20) cm. El
volumen del cilindro es igual @00)mh cm?®, el de la esferd%®x cm® y el del cono

es igual a%w(h —20) cm?® (ver el Teorema 6 del apéndice). Como un litro de agua
ocupal000 cm?® tenemos que resolver la siguiente ecuacion:

4000 100
1000 = (100)h — == — ~=n(h - 20)
= 2—2077(h —10).

Luego, la altura del cilindro midet2 + 10) cm.

Solucion del problema 5.Iniciemos con un tablero dex 2. Una manera de construir-
loes:
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Ahora vamos a construir un tablero 4le 4. Para ello, utilizaremos el tablero e 2.
Para que las sumas obtenidas sigan iguales, colochgned de la siguiente forma:

1]-1]1|-1]0
1{of1]-1]1

Para completar el tablero, basta incluir el tabler@ de2 que construimos, pero inver-
tido:

1]-1]1|-1]0

1{of1]-1]1

111(1]0(3

—1|1-1{ 1 |-1[{-2
2 -1 4 =3

Observemos que podemos construir un tabler@éet 2) x (2k + 2) a partir de un
tablero de2k x 2k. En el tablero d&k x 2k las sumas seran iguales-d2k — 1),
—(2k — 2),...,2k. Entonces, para construir un tablero(@é + 2) x (2k + 2) colo-
camos un tablero d& x 2k en la parte superior izquierda, luego colocamos nimeros
1 en las2k casillas de(2k + 1)-ésimo renglon y en a3k casillas de l42k + 1)-ési-

ma columnay nimeros1 en las2k casillas del2k + 2)-ésimo renglon y en a2k
casillas de lg2k + 2)-ésima columna. Finalmente, colocamos el tablerd ge2 que
construimos al inicio, pero invertido:

1]-1
1]-1
2k x 2k
1]-1
1{1|-J1]1f0 2k +1
—1{—=1f--[-1]1|-1 —2k

2% +2 —(2k+1)

Vemos que la suma de l&% columnas y de logk renglones del tableo db: x 2k
van de—(2k + 1) a2k. Asi tenemos todas las sumas-d@k + 1) a2k + 2. Luego, es
posible construir un tablero d& x 2n para todo entero positive. En particular, es
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posible construir un tablero d®00 x 1000.

Solucion del problema 6.0bservemos que los botongs3, 7 y 9 cambian de color
cuando apretamos algunos de los botdhek 6 u 8. Si queremos que al final todos
los botones sean rojos, entonces los botdn&s 7 y 9 tienen que cambiar de color
un numero impar de veces. Por lo tanto, para que las cuajtonas cambien a rojo,
tenemos que apretar los botor¥ed, 6 y 8 un nimero par de veces, pues el nimero
de veces que apretemos el botbmas el nUmero de veces que apretemos el boton
debe ser impar. Lo mismo sucede con los bot@énes. Pero entonces el boténsolo
cambi6b un numero par de veces, ya que éste cambia de e@ade apretamos los
botone<, 4, 6 u 8. Por lo tanto, el botd siempre seria verde. Luego, no es posible
que todos los botones se vuelvan rojos.

Solucion del problema 7.Como el triangulaD AB es equilatero, podemos ver que
su area sombreada es la mitad del area del triangfl®. Luego, el area sombreada
gue no incluye las areas sombreadas entre las secaBtgsE D, es igual al area del
trianguloAF B que es igual al area del triangui) B.

F A

D C
Como el triangulo equilaterd OB es de ladal cm, su altura mide@ cmy su area

es@ cm? (ver los Teoremas 9 y 5 del apéndice). Luego, basta detarrf@a areas
entre las secantdsD y AB. Como estas regiones son iguales, tenemos que sumar al
area del triangullOB, 2 del area entre el arco y la secart®. Esta Gltima area se
puede calcular como la diferencia del area del sectorleirelB y el area del triangulo

equilateroAOB, es decir%w — @ cm?. Por lo tanto, tenemos que el area de la figura

sombreada es:
V3 3<7T \/5)_(277—\/5)(”“2.

6 4 8

4 2

Solucion del problema 8.SeaB el nUmero que se puede formar con los digitoside
distintos del, 2 y 4 y seaC el nUmero divisible entré& que queremos formar a partir
de A.

1. Supongamos que los tres digitosBleon7 6 0. ComoC = 2401y C' = 2471
son divisibles entr&, entonces podemos reordenar los digitosid#e manera
que A sea multiplo der: 772471, 702471, 240100 y 240170.

2. Supongamos que no todos los digitoddeon7 6 0. Luego, tenemos dos casos:
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= Bno esdivisible entrg. Entonces al dividiB entre7 obtendriamos alguno
de los residuog, 2, 3,4, 5 6 6. Pero al dividir entr& los nUmerogd21, 142,
241, 214, 124 y 412, también obtenemos esos mismos residuos, pues:

421 = 1 (mod7)
142 = 2 (mod7)
241 = 3 (mod7)
214 = 4 (mod7)
124 = 5 (mod7)
412 = 6 (modT).

Luego, podemos obtenér colocando a la derecha d&una permutacion
apropiada de los digitos del nUmdr®{, pues sin = r (mod7), entonces
1000n =7 —r (mod7) (ver ejercicio 1 ddivisibilidad y congruencigs

= B esdivisible entrg. Entonces” se obtiene eliminando los digités2 y
4.

Solucion del problema 9.Supongamos que existen, n y ¢ enteros positivos que
satisfacen la ecuacion. Observemos que todos los entelasarma3® son nUmeros
impares, de modo qu&" 4 3™ es un nimero par, y por lo tan3* + 3™ + 1 es impar.
Entonces, podemos suponer gue 2r + 1 para algln entero positivo Luego:

34341 = (2r+1)?

3m+3" = dr(r+1).

Pero4r(r 4+ 1) es necesariamente un multiplo 8€puesr(r + 1) es miltiplo de
2). Luego,3™ + 3™ es multiplo de8. Sin embargo, para cualquier entero positiyo
3% =3 (mod8) 63* = 1 (mod8), por lo que3™ + 3" no puede ser miiltiplo d& Por
lo tanto, no existen soluciones enteras positivas paraiac@n3™ + 3" + 1 = 2.
Solucion del problema 10.Tenemos que:

a; = 1, ai1as = 4, ajasgasz = 9, a1a2a304 = 16 Y ajasazagas = 25.
Luego,das = 9, 9as = 16y 16a5 = 25, de dondeus + a5 = § 4 22 = 51,
Solucion del problema 11.SeaG el punto de interseccion déD y BC, y seanE 'y
Flos puntos medios dd B 'y C'D, respectivamente.

A
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Como/GAB + /GBA = /DAB + ZABC = 90°, tenemos que el tercer angulo
del trianguloAGB mide 180° — ZGAB + ZGBA = 180° — 90° = 90°. Luego, el
trianguloAG B es rectangulo.

Por otra parte, se&’ el punto de interseccion d6F con AB. ComoDC'y AB
son paralelas, tenemos por el teorema de Thales (ver elriadr® del apéndice) las
siguientes proporciones:

DF GF FC DF FC DF  AE'

AF GE EB AE EB FC _EB

PeroF es punto medio d€'D. De aqui queg—g = 1y enconsecuencidE’ = E’'B.
Por lo tanto,E’ es punto medio delB. Luego,E’ = E y los puntosE, F'y G son
colineales.

Ahora, es un resultado conocido que la mediana sobre lagmipsa de un triangulo
rectangulo vale lo mismo que la mitad de la hipotenusa. &stdebe a que el punto
medio de la hipotenusa de un triangulo rectangulo es surientro, y por lo tanto
equidista de los tres vértices, de modo que la mediana seectnen un radio y es
igual a cada una de las dos mitades de la hipotenusa (pordies)aAplicando este
resultado en los triangulos rectanguld&'C'y AG B, tenemos qué'G = C—QD =3cm
y EG = % = 8 cm, de donde se sigue Q& = EG — FG =8 — 3 = 5 cm, que
es la distancia buscada.

Solucion del problema 12.0bservemos primero que si tenemos un grupe déios
conl < n <5, hay(n — 1)! formas de acomodarlos en una rueda. Esto se debe a que
si rompemos la rueda para formar una fila, el primer nifio delbbesiempre el mismo
(asi nos aseguramos de que los acomodamos de formasagistnpara los: — 1
lugares restantes de la fila tenenos- 1)! formas de acomodar a los nifios.

Dividimos la cuenta en casos.

Caso 1: un grupo de5. Como todos los nifios estan formando una rueda, el nUmero
de formas de acomodarlos#is= 24.

Caso 2: un grupo de4 y un grupo de 1. Hay5 - 3! = 30 formas de acomodar a cuatro
de cinco nifios en un grupo dey hay sblo una forma de acomodar al otro nifio en el
grupo del. Luego, en este caso hag formas.

Caso 3: un grupo de3 y un grupo de 2. Hay (‘3)) = 3,"—'2, = 10 formas de formar el
grupo de3 nifios (ver la Definicion 3 del apéndice). Luego, hay 2! = 20 formas de
acomodar a tres de cinco nifios en un grup@ geéhay una sola forma de acomodar a
los otros2 niflos en el grupo d2. Luego, en este caso hag formas.

Caso 4: un grupo de3 y dos grupos del. Hay 10 - 2! = 20 formas de acomodar a
tres de cinco nifilos en un grupo 8lg hay una sola forma de acomodar a los otros dos
nifos en los dos grupos de pues cada uno estara en un solo grupo. Luego, en este
caso hay0 formas.

Caso 5: dos grupos de y un grupo de 1. Hay 5—;1 = 10 formas de acomodar a dos
de cinco niflos en un grupo Qey hay% = 3 formas de acomodar a dos de tres nifios
en otro grupo d&. Luego, hay% = 15 formas de acomodar a los nifios en los dos
grupos de2, pues cuando en el primer grupo hayamos elegido a los nifidsy en el
segundo grupo hayamos elegido a los nifigsd, esta cuenta la estariamos contando
doble cuando en el primer grupo hayamos elegidy @ y en el segundo grupoay
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b. Por esta razon, dividimos ent2een la cuenta final. Por Gltimo, el nifio que queda es
el que ira en el grupo de Luego, en este caso hay - 1 = 15 formas.

Caso 6: un grupo de2 y tres grupos del. Hay % = 10 formas de acomodar a
los dos nifios que iran en el grupo 2l¢ hay una forma de acomodar a los tres nifios
restantes en los tres gruposidé.uego, en este caso hay formas.

Caso 7: cinco grupos dd.. En este caso es claro que sbélo hay una forma.

Por lo tanto, la respuesta 26+ 30 + 20 + 20 + 15+ 10 + 1 = 120 formas.

Solucion del problema 13.Tenemos que:

a+1 b+1 a?+a+b>+0b
—"— pr—
b a ab

es un entero.

Comod divide aa y b, tenemos qué? divide a los nimerosb, a? y b2. Ademas, como
ab divide aa® + a + b* + b, resulta quel? divide aa® + a + b> + b, y por lo tanto4?
divide aa + b. De aqui quel® < a + b, de dondel < v/a + b.

Solucion del problema 14.Comoz? — x,, 17,1 = 1 paratodar > 2, tenemos que
22, | — Tpiom, = 1 paratodm > 2. Luego,x2 — T, 112Tn—1 = 22 1 — Tni2Ty Para
todon > 2. Reescribiendo esta igualdad, tenemos que

2 2
Ty + Tnt2Tn = Thiq + Tnt1Tn-1,

es decir:

Tn42 + Tn _ Tn+1 + Tn—1
- )
Tn+1 T

paratodan > 2. Por lo tanto, s6lo hay un valor posible para la expresion.

Solucion del problema 15.Escribamos en cada casilla del tablero los nUmerd 3
de la siguiente manera:

W= lWwWND|—]w

WIN|[FR|WIN|~RW]N

W= lWwWNd|—]w

WIN|[FR|WIN|~RW]N

N[ |W|IND|~R|Ww N
WIN|[R|WIND |~ Ww]N
|| WIND|PR,WIN|-
NN|—R|WIN]|PR W]

En total hay21 casillas con el nUmer®, 22 casillas con el nUmerd y 21 casillas
con el3. Recordemos que todas estan pintadas de negro. Al colbtiahé de3 x 1,
cambiamos el color de exactamente una casilla con cadarnlEr@onces, el nimero
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de casillas negras con el nimergy el nimero de casillas negras con el nUm&ro
siempre tienen paridad distinta. Luego, no es posibledlega tablero completamente
blanco.

Solucion del problema 16.Usando el hecho de que la recta tangente a una circunfe-
rencia es perpendicular al radio en el punto de tangendiantes queP Ay QA son
perpendiculares. Por lo tanto, el triangul@ P es rectangulo cod PAQ = 90°. Por

otro lado, notemos quB(Q es la bisectriz del anguld P B, de modo que

/APB
= 60°

/QPA =

Luego, en el trianguldA@ P tenemos que los angulos mideor, 60° y 30°, es de-
cir, el triangulo AQP es la mitad de un triangulo equilatero de la@d. Enton-
ces,QP = 2AP = 24 cm, y utilizando el teorema de Pitagoras (ver el Teoremd 9 de

apéndice) tenemos qgA = /242 — 122 = 12v/3 cm.

Solucion del problema 17.Denotemos pot’y, Cs, Cs, Cy y C5 a los pesos de los
5 costales, cor; < Cy < (5 < Cy < C5. Sabemos qué + Cy = 107y que
Cy + C5 = 124. Como

107 +109+ 110+ 113+ 1144+ 1164+ 1174+ 118 + 120 + 124 = 1148

y esta suma es iguakal; +4Cs +4C5+4C, +4C5 = 4(C1 + Co+ C5+ Cy 4+ C5),

tenemos que

1148
C1+CQ+03+C4+C5=T=287,

dedonde&”s = 287—107—124 = 56 kg. Ahora bien,com@’; < Cy; < C3 < Cy < C5,
es facil verificar que la pareja que pd$d kg debe corresponder + Cs y por tan-
to C; = 109 — 56 = 53 kg. Analogamente, la pareja que pdga kg corresponde a
Cs+C5 y por tantoCs = 120 —56 = 64 kg. Por Gltimo, d&”; +Cs = 107 obtenemos
queCs; = 107—53 = 54 kg, y deC, + Cs = 124 obtenemos qué€'y = 124 —64 = 60
kg.

Solucion del problema 18.Seaa un entero que cumple las condiciones del problema.
Comoa debe tener exactamentalivisores positivos, tenemos que= pg conp y ¢
primos distintos, o bien = p3 conp primo (ver el Teorema 1 del apéndice).
Consideremos primero el cago= p* conp primo. Comoa < 120, las posibilidades
parap sonp = 2 6 p = 3, pues sip > 5, entoncep® > 53 = 125 > 120. Si

p = 2, entonces = 8 y la suma de sus divisores positivosles 2 + 4 + 8 = 15
gue no es cuadrado. Bi= 3, entonces = 27y la suma de sus divisores positivos es
143+ 9+ 27 = 40 que tampoco es cuadrado.

Por lo tanto, no hay niimeros de la forpfaconp primo, que cumplan las condiciones
del problema.

Supongamos ahora que= pq conp y ¢ primos distintos cop < ¢. Tenemos que

p < /120 < 11, de donde < 7.

Sip = 2, tenemos qud < ¢ < 60y la suma de los divisores positivos dees
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142+ g+ 2 =3(1+ q). Para que esta suma sea un cuadrado debemos tener que
1+ ¢ = 3r2 para algn enterp > 1. Los primos entrg y 60 son:

3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59.

De éstos sb6lo tenemos que considerar los que dejan resaludividirse entre3, pues

q = 3r> —1 = 2 (mod 3). Estos primos soB, 11,17,23,29,41,47,53 y 59. Es

facil verificar que los Gnicos que cumplen que al sumarheslividirlos entre3 dan un
cuadrado, sog = 11y g = 47. Por lo tanto, en este caso, los valores posibles para
son2-11 =22y 247 = 94.

Sip = 3, tenemos qué < ¢ < 40y la suma de los divisores positivos dees
143+ g+ 3¢ =4(1 4 ¢). Para que esta suma sea un cuadrado, debemos tener que
1+ ¢ = r? para algin entere > 1. Es facil verificar que ninglin primo entbey 40
cumple que al sumarlese obtiene un cuadrado. Luego, en este caso no hay valores de
a.

Sip = 5, tenemos qud < ¢ < 24y la suma de los divisores positivos dees

1+ 54+ g+ 5¢ = 6(1 4 ¢). Para que esta suma sea un cuadrado, debemos tener que
1+ ¢ = 672 para algtn entero > 1. Revisamos cuales primos enfrg 24 al sumarles

1 y dividirlos entre6 dan un cuadrado, y obtenemos que s6lo el poumple. Por

lo tanto,a = 5 - 23 = 115 en este caso.

Sip = 7, tenemos quél < ¢ < 17y la suma de los divisores positivos dees

14+ 74+ g+ 7¢ = 8(1+ q). Para que esta suma sea un cuadrado, debemos tener que
1+ ¢ = 2r? para algn entero > 1. Revisamos cuales primos entié y 17 al
sumarlesl y dividirlos entre2 dan un cuadrado, y obtenemos que solo el primo
cumple. Por lo tantay = 7- 17 = 119 en este caso.

Por lo tanto, las posibilidades pataon22,94,115y 119.

Solucion del problema 19.(a) Consideremos un jugadeque haya ganado el mayor
numero de juegos, digamésComoa no gano todos los juegos, hay un jugadoue

le ganb au. Observemos queno pudo haberle ganado a todos a los ggand, pues
de lo contraria: tendria méas dé juegos ganados. Por lo tanto, hay un jugadgue le
gano acy al cuala le gand, como queriamos.

(b) Sean > 3 y supongamos que;, z», ..., T, Son los jugadores. Para cada €
{2,...,n}, supongamos que; le gand ax; si y solo sii > j. Por otro lado, suponga-
mos quer; le gand a todos los demas exceptg,a;. Entonces, la tern@:,, x,—1, 1)

es la tnica que cumple las condiciones del inciso anterior.

Solucion del problema 20.La siguiente tabla muestra que coproblemas se cumple
la condicion del problema.

Estudiantes Problemas resueltos
1,2,3

)

3

CU O = O

O~ 1O~ Wt

QTR
W W NN e
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Demostraremos que si el nUmero de problemas es al ng¢®ogonces no se cumple
la condicion.

Supongamos que el problema 1 fue resueltofadB y C. Ya que cada par de proble-
mas fue resuelto por exactamente un estudiante, tenemasiglggiier otro problema
(aparte del 1) fue resuelto por exactamente algund,de y C. Como estamos supo-
niendo que el nimero de problemas es al meéngor el principio de las casillas, al
menos 3 de los otras problemas fueron resueltos por alguno4leB y C, digamos
A. Supongamos que estos problemasxary 4. Entonces, ademas de ningin estu-
diante resolvid mas de uno de los problemas 3 y 4. ComoA no resolvib todos los
problemas, hay un problema, digamo$ etjue A no resolvié. Podemos suponer que
B resolvio los problemasy 6, y queC resolvit los problemasy 8. Para cada uno de
los problemag, 3 y 4, hay dos estudiantes distintos dede B y de C, y distintos en-
tre si, que resolvieron el problema. SupongamosigyeF resolvieron el problem2,
queF'y G resolvieron el problemay queH e I resolvieron el problemé& Entonces,
los problemag y 5 fueron resueltos pab o F, los problemas y 5 fueron resueltos
por oG,y los problemad y 5 fueron resueltos pai o /. En resumen tenemos que:

Estudiantes Problemas resueltos
,2,3,4

,6

8

)

5
7
)

)

ot

5

~T QT QD

1
1
1
2
2
3
3
4
4

ComoB resolvib el problema 5, tenemos al menos cuatro estudigoiresolvieron el
problemab, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, el maximo atovle problemas
es’.



Problemas propuestos

Tzaloa es tu revista y no podra estar completa sin ti. Ensesteion te proponemas
nuevos problemas que necesitan de tu participacion y ayadeencontrar sus solu-
ciones. Asimismo, en este niUmero presentamos las soesimlos problemas pro-
puestos del nimero anterior.

Recuerda que nuestra direccion electronicaeas st aonm@nai | . comy a través
de ella estaremos recibiendo todas las contribuciones agiaguen desde todos los
rincones del pais. En el proximo niumero publicaremosie@res soluciones y la tuya
puede ser una de ellas.

Problemas propuestos.
Afio 2009 No. 2.

Problema 1.(Principiante) Considera0 puntos en el plano tales que no hay tres coli-
neales. Cada uno de estos puntos se pinta usando uno de anlates disponibles.
Demuestra que hay al men®30 triangulos escalenos cuyos vértices estan pintados
del mismo color.

Problema 2. (Intermedio) Sead BC' D un cuadrilatero convexo tal quéB = AD 'y
CB = CD. Sila bisectriz del angul®DC cortaaBC enL, AL cortaaBD enM 'y
BL = BM, determina el valor d2/A + 3/C.

Problema 3.(Intermedio) Demuestra que para cada entero positieriste un entero
positivok tal que la suma de los digitos @eesn y la suma de los digitos d& esn?.

Problema 4.(Intermedio) Determina todas las parejas de enteros yuositi, b) tales
que los nimeros? — 4by b — 4a sean cuadrados perfectos.

Problema 5.(Avanzado) Seai®i/ y O, respectivamente, el ortocentro y el circuncentro
del triangulo acutanguld BC con AB # AC. Seal la circunferencia circunscrita
al triangulo ABC'. La prolongacion de la medianaM del trianguloABC, corta a
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I" en el puntaN y la circunferencia de diamettéM corta al” en los puntosA y P.
Demuestra que las rectds®, BC y OH son concurrentes siy sologiH = HN.

Soluciones a los problemas propuestos.
Afno 2009 No. 1.

Problema 1.(Principiante) Determina el menor entero positivo que npussde escri-

bir en la forma:
g0 _9b

9¢c _ 2d
para algunos enteros positivesh, cy d.

Solucion. Veamos primero que los nimeros imparesldal9, si se pueden escribir en
la forma indicada:

22 _ 9 2% _ 9 16-1 2°-2
1= 73: ’5:—:—’
2 2 2 3 -1 P2
24 _ 9 P41y —1) 20-1
Ok P SR R R Cith ) [ i) .
2 2 2% _1 P _1

Ahora, los nimeros pares deal 10 los podemos obtener como sigue:

23 — 22 24 — 23 24 — 22
2=2.1=""" 4=2.2="""" 6=2.3=" T

22 27 22 -2 22 -2

25_24 26_22

22 27 23 —2

Demostraremos qukl no se puede escribir en la forma indicada. Supongamos que
11 = %‘32 para algunos enteros positivasb, ¢ y d. Sin pérdida de generalidad,
supongamosque>byc>d.Seanm =a—b,n=c—dyk =b— d. Laigualdad
anterior es equivalente a la igualdad:

Sik > 0, entonces el lado derecho de la ecuacion anterior es upnoipar, mientras
que el lado izquierdo es un namero impar. Luelgo= 0. Por lo tanto, la ecuacion
anterior se reduce a la ecuacion:

112" —1) = 2™ — 1,

de donde es claro que > n.
Sim es impar, entoncexs™ = (—1)™ = —1 (mod3). Luego,

11(2" — 1) =2(2" — 1) = —2 (mod3),

de donde™ — 1 = —1 (mod 3), es decir2™ = 0 (mod 3) lo cual no es posible.
Por lo tanto;m es par. En este casp* = (—1)™ = 1 (mod 3) y en consecuencia,
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11(2™ — 1) = 0 (mod 3). Luego,2” — 1 = 0 (mod 3) o hien2™ = 1 (mod 3). De
aqui quen es par. Supongamos que= 2; y n = 2j para algunos enteros positivos
y j. Tenemos qué > j, puesm > n. Sustituyendo obtenemos que:

11(2% —-1) = 2% -1
2%(220-9) —11) = -10
227111 — 22679)) = 5,

Comoj > 1, tenemos qué?—! > 2y por lo tanto2 divide a5, lo cual no es posible.
Por lo tanto, el menor entero positivo que no se puede eserilda forma indicada es
el nimerol 1.

Problema 2.(Principiante) Determina todos los enteros positiw@gie cumplan, para
alguna eleccion adecuada de los signos, la igualdad:

n=+124224+... 402 (1)

Por ejemplog = 12 — 22 — 32 + 42 cumple. Per@ no, pues no hay manera de elegir
los signos en-12 & 22 + 32 para obtenes.

Solucion. Es facil ver que para todo entenose tiene que:
4=(m+1)2?—(m+2)2—(m+3)2+(m+4)> 2)

Luego, sim = 0 tenemos la expresioh= 12 — 22 — 32 4+ 42, y sim = 1 tenemos
ques = 1+4 =12 + 22 — 32 — 42 + 52, Demostraremos que todo entero positivo de
la forma4k y de la formadk + 1, admite una expresion como (1). La demostracion la
haremos por induccion én(ver el Criterio 2 del apéndice). &i= 1 no hay nada que
hacer, pues ya vimos g4e/ 5 cumplen. Supongamos que para algun enterol, los
nimerostk y 4k+1 cumplen (1). Consideremos a los nUmet@s+1) y 4(k+1)+1.
Tenemos que:

4k 4+1) =4k +4 =4k + (4k + 1)% — (4k +2)® — (4k + 3)* + (4k + 4)?

y
4k +1)+1= (4k+1)+4 = 4k + 14 (4k +2)? — (4k+3)* — (4k +4)* + (4k +5)%

La primera igualdad se obtiene haciendo= 4k en (2) y la segunda igualdad se
obtiene haciendo = 4k + 1 en (2). Por lo tanto, los nUmerdsk + 1)y 4(k+1) +1

se pueden escribir en la forma dada en (1). Esto completdlgabn.
Demostraremos ahora que ningln entero positivo de la fdima 2 6 4k + 3 se
puede escribir como en (1). En efectoysi= 4k + 2 entonces: = 0 (mod 2) y
+12 4224 402 =+174+3*+ .+ (n—- 1)’ =41+ 1+---+1 (mod?2).

n—2k+1 Sumandos
De aqui que siv = 4k + 2 se pudiera escribir en la forma indicada, entonces la suma
+1+1+---+ 1 seria par para alguna eleccion adecuada de los sign@se§terno
| —

2k+1 sumandos
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puede ser, pues esta suma tiene un nimero impar de sumenares$. Luego, no es
posible escribir a en la forma indicada.
Supongamos ahora que= 4k + 3. Entoncess = 1 (mod2) y

+12 422+ +n?=4124+3"+...+nP=4+14+1+---4+1 (mod2).

24l _2k+2 Sumandos

Luego, sin = 4k + 3 se pudiera escribir como en (1), entonces

+14+14---+1=1(mod2)
—_————

2k+2 sumandos

para alguna eleccion adecuada de los signos, es decit, 1 + - - - &+ 1 seria impar,
| ——

_ . 2k+2 sumandos
para alguna eleccién adecuada de los signos. Pero estopusibte, pues esta suma

tiene un nimero par de sumandos impares. Por lo tanto, nusésgescribir a en la
forma indicada.

En consecuencia, los nimeros que se pueden escribir cod), son todos los de la
foma4k y los de la formatk + 1.

Problema 3. (Principiante) Sead BC' un triangulo con incentrd. La rectaAl corta
aBC enL y al circuncirculo del triangulet BC en L’. Demuestra que los triangulos
BLIy L'IB son semejantes siy solo4C = AB + BL.

Solucion. Seanae = L/BAC, 3 = ZABC'y v = ZACB. Comol es incentro del
trianguloABC, tenemos que//IBL = 5y ZCAL' = 5. PeroZCAL' = ZCBL’
por subtender el mismo arco. Luegty BL' = §, de modo que

/IBL' = /IBL + /CBL' = £ ;r )

Por otra parte, el angulBIL’ es un angulo exterior del trianguld/ B, de donde
/BIL' = Z/BAI + ZABI = § + % De aqui que/IBL’ = /BIL'y el triangulo
L'BI es isb6sceles. Ademas AL’ B = ~ por subtender el mismo arco.

A
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Seau = ZILB. Tenemos que los trianguldsLI y L'I B son semejantes si y s6lo si
ZIBL = ZAL'By /BIL' = ZILB, es decir, siy solo s§ = vy 2 = u. Sea
B’ el punto sobredC tal queAB’ = ABy seav = ZC'LB’. Entonces, los triangulos
ABLYy AB’L son congruentes seg(n el criterio LAL (ver la Definicion & Criterio

8 del apéndice), de dond¥ . = BLy /AB'L = 3. Luego,f = ZAB'L = v++yya
gue el anguloA B’ L es exterior al triangul®@' B’ L. Sustituyendo la igualdal= v+
enla igualdaog = ~, obtenemos que = ~. Por lo tanto:

ABLI ~AL'IB & g:'yy O‘;ﬁ:u
= v=y
& B'L=BC
& BL=BC
& AB +B'C=AB+ BL
& AC = AB + BL.

Problema 4.(Intermedio) Determina todos los enteros posititas, i, z que satisfa-
cen el sistema de ecuaciones:

24+t = wy,
2zt = z+y.

Solucion. Despejanda de la primera ecuacion y sustituyéndola en la segunde; ten
mos quexy — t)t = = + y, de dondey = ftf”f Luego,z = ;zjf

Siat —1 =1, entoncest = 2, de dondg = 1,2 =206t =2,z = 1. En el primer
casoy = 3, z = 5y en el segundo casg,= 5, z = 3.

Supongamos quet — 1 > 2, es decirgt > 3. Si2 < t < x, entonces:

t?+x (2 +z)— (zt — 1) r+1 z+1
= =1 <1 <1 .
ot —1 + xzt —1 - +xt—1_ +2x—1

Y

Siz=2,entonces =xyy =2z =2.

. 4 2 x .
Siz > 3, entoncey < 1+ : < 2, de dondey = 1. Luego,1 = L+2£. Despejanda:

tenemose = ‘i—*f =t+1+ % De aqui quer es entero sbélo si= 2. Asi,z = 5,
z = 3. Anadlogamente, 2 < 2 < t, obtenemos la solucibh= 5,z = 2,y = 3,
z=1.

Por lo tanto, las soluciones son:

(t7 x?y’ Z) = (172737 5)’ (27 17 57 3)’ (27 2727 2)’ (27 57 173)’ (57 2737 1)'

Problema 5. (Intermedio) Considera un conjunto finito depuntos en el plano tales
que la distancia entre cualesquiera dos de ellos es al meb@smuestra que hay a lo
mas3n parejas de puntos a distandia
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Solucion. Construyamos una grafica cenvérticesuvy, vs, . . . , v, de la siguiente ma-
nera (ver la Definicion 4 del apéndice). Dos vértices sendidos por una arista si y
soblo si la distancia entre ellos es exactaménf@enotaremos pat(v;, v;) a la distan-
cia entre los vértices; y v; medida en la gréfica, pel(v;) a la valencia del vértice
v;, Y porm a la mayor de todas las valencias. Afirmamos gque< 6. En efecto,

supongamos que: > 7'y Seav un vértice con valencian. Seanvy, v, . . ., v, Verti-
ces adyacentes can Comod(v,v;) = 1y d(v;,v;41) > 1 parai = 1,...,m, con
Um+1 = U1, t€Nemos que&v;vv;+1 > 60° parac = 1, ..., m. Luego:

360° = Zvivvigr > Y 60° =60°-m > 7(60°) = 420° > 360°,

=1 =1

lo cual es un absurdo. Por lo tanta,< 6. De aqui quel(v;) < 6 parai = 1,...,n.

Por otra parte, sN' denota el nimero total de aristas, tenemosjvie= >, d(v;),
pues una arista del vértieg al vérticev; contribuye erl a la valencia del vértice;

y enl a la valencia del vértice;, y por lo tanto er2 a la suma de todas las valencias.
Luego:

S

2N = d(v;) <> 6=6n,
=1 =1

de dondeV < 67" = 3n. Es decir, hay a lo m&® parejas de vértices a distandia
como queriamos.



Problemas y Soluciones de las
Olimpiadas Internacionales de
2008

En esta seccion aparecen los examenes de las difereim@saalas internacionales en
las que México particip6 el afio pasado. Hemos incluidstduciones de cada uno de
los problemas y, en algunos casos, hay mas de una solumi@rup mismo problema.
Cabe mencionar que las soluciones que no tienen el nombeagitie| corresponden a
las soluciones oficiales que dan los comités organizadigreada concurso, mientras
que las soluciones que cuentan con crédito para los awtonesponden a respuestas
correctas, diferentes de las oficiales, dadas por los fpatites.

XX Olimpiada de la Cuenca del Patfico

Durante el mes de marzo de 2008 se aplico el examen de la XXp@ida de la Cuenca
del Pacifico a todos los alumnos que en ese momento se exzamin los entrena-
mientos. Dicho examen llega por correo, y se aplica y calditdéxico. Los mejores

examenes se enviaron a Corea para ser evaluados por eé ametino. Los alumnos
que obtuvieron medalla fueron: Aldo Pacchiano Camacho deld®, obtuvo meda-

lla de oro; Eduardo Velasco Barreras de Sonora, Manueléuit Lopez Buenfil de

Chihuahua, Marcelino Anguiano Chavez de Chihuahua y Mdtonilio Espinoza La-

ra de Jalisco, obtuvieron medalla de bronce. México o@lpdgar nimero 14 de 28
paises participantes.

Problema 1.SeaABC un triangulo con/A < 60°. SeanX y Y puntos en los lados
AB 'y AC respectivamente, tales que:

CA+AX =CB+BX y BA+AY =BC+CY.

SeaP un punto tal que las rectd3X y PY son perpendiculares4B y AC, respec-
tivamente. Demuestre quéB PC < 120°.



32 Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales

Solucion. Seal el incentro del triangulel BC, y seanD y E los pies de las perpendi-
culares desdé sobreAB y AC, respectivamente.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir 4aees el lado mas grande. Luego,
X esta en el segmentbD. AunqueP podria o no estar dentro del triangUdBC, la
demostracion que vamos a hacer funciona en ambos cas@nbbtueP esta en la
recta perpendicular A B que pasa poX .

SeaO el punto medio dd P, y seanM y N los pies de las perpendiculares deste
sobreAB y AC, respectivamente. Entoncéd,y N son los puntos medios deX y
EY, respectivamente.

De las condiciones que cumplen los punidg Y, tenemos que:

AX:AB+320—CA y AY:BC—FCzA_AB.

De laigualdaddD = AE = €4+4B=5¢ ophtenemos que:

CA+AB—-BC AB+BC-CA

2 B 2 N
ComoM es el punto medio dB X, se sigue qué/ es el punto medio dd B. Similar-
mente,N es el punto medio ddC. Por lo tanto, las mediatrices deB y AC se inter-
sectan erD, es decirQ es el circuncentro del trianguléBC. Como/ZBAC < 60°,
O esta del mismo lado dBC como el puntad y Z/BOC = 2/BAC.

BD =AB—- AD = AB — AX.

Podemos calculat BIC como sigue:
/BIC = 180°—/ZIBC — ZICB = 180° — %ZABC — %ZACB
= 180° — %(4ABC + ZACB)
= 180° — %(180" — ZBAC) = 90° + %43,40.
Como/ZBAC < 60°, tenemos que:

2/BAC < 90° + %ZBAC,



Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales 33

esdecir/BOC < /BIC.
Se sigue qué esta dentro del circuncirculo del triangulo iséscdbesC', puesO e I
estan del mismo lado d8C. Sin embargo, com@ es el punto medio déP, P debe
estar afuera del circuncirculo del trianguB@®C' y del mismo lado deBC comoO.
Por lo tanto:

/BPC < /BOC =2/BAC < 120°.

Problema 2.Los estudiantes de una clase forman grupos de exactamengutmnos
cada uno, tal que cualesquiera dos grupos distintos tiedemes un miembro en
coman. Demuestre que, cuando hi@yestudiantes en la clase, existe un conjunto de
10 estudiantes que no contiene algun grupo de los anteriores.

Solucion. SeaC el conjunto de todos lo estudiantes en la clase y sea:
s =max{|S|: S C Cy tal queS no contiene propiamente a ninglin grypo

Luego, es suficiente demostrar que: 10. (Si|S| = s > 10, entonces podemos elegir
un subconjunto d& formado porl0 estudiantes).

Supongamos que < 9y seaS un conjunto de tamafe en el cual ningln grupo
esta propiamente contenido. Consideremos cualquiediaste, digamos, afuera de
S. Debido a la maximalidad de habria un grupo que contiene al estudianyea otros
dos estudiantes e$. El nUmero de formas de elegir dos estudiantesS ds:

(3)=()-»

Por otra parte, hay al men8% = 46 — 9 estudiantes afuera d& Luego, de entre aque-
llos 37 estudiantes afuera, hay al menos un estudiante, digantpge no pertenece a
ningln grupo que contiene dos estudiantes$ geuno afuera de5. Esto se debe a que
no hay dos grupos distintos que tengan dos miembros en cdmégo,S se puede
agrandar incluyendo, lo cual es una contradiccion.

Problema 3.Seal el circuncirculo del triangulel BC'. Una circunferencia que pasa
por los puntosA y C intersecta a los ladoBC' 'y BA en D y E, respectivamente.

Las rectasAD y CF intersectan d' nuevamente ed: y H, respectivamente. Las
rectas tangenteslaen A y C intersectan a la rectBE en L 'y M, respectivamente.

Demuestre que las rectdd] y M G se intersectan en.

Solucion. Supongamos qué/G intersecta d' en P. Como/ZMCD = ZCAE'y
/MDC = /ZCAE, tenemos qué/C = M D. Luego:

MD? = MC? = MG - MP,
de dondeV/ D es tangente al circuncirculo del triangubd> P. Por lo tanto,
/DGP = Z/EDP.

Seal" el circuncirculo del triangul®@ DE. Si B = P, como/BGD = /BDE, las
tangentes d€’ y I" en B deberian coincidir, es declF, es tangente B desde adentro.
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Supongamos quB # P.
Si P esta en el mismo lado d8C' comoG, entonces:

/EDP + /ABP = 180°,

ya que/DGP + ZABP = 180°. Luego, el cuadrilater& PDFE es ciclico, y por lo
tanto P esta en la interseccion @& conT".
En caso contrario:

LEDP = /DGP = LAGP = ZABP = /EBP.

Luego, el cuadrilater@® BDFE es ciclico, y por lo tant@ nuevamente esta en la inter-
seccion dd” conT'.

Analogamente, slLH intersecta d&" en(Q, tenemos que, o bief) = B, en cuyo caso
IV es tangente & desde adentro, o bie) # B. En este (ltimo casdy esta en la
interseccion dé&” conT'. Luego, en cualquier caso, tenemos Gue: Q.

Problema 4.Considere la funciorf : Ng — Ny, dondeNj es el conjunto de todos los
enteros no negativos, definida por las siguientes condision

() f(0)y=0, (i) f(2n)=2f(n), (i) f2n+1)=n+2f(n) paratoda > 0.
(a) Encuentre los conjuntos:

L = An[f(n) <fln+1)},
E = An|f(n) = f(n+1)},
G = {nlf(n) > f(n+1)}.
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(b) Para cad& > 0, encuentre una formula patg = max{ f(n)|0 < n < 2¥} en
términos dek.

Solucion. (a) Sean:
Ly ={2k|k >0}, By ={0}U{4k+ 1|k >0} vy Gy = {4k + 3|k > 0}.

Demostraremos qué; = L, B = F'y G; = G. Sera suficiente demostrar que
L1 C L, By CEyYyG: CG,puesly, F1y G; son mutuamente disjuntos y:

L1UE1UG1:N0.

Primero notemos que &i> 0, entonces (2k) — f(2k + 1) = —k < 0y por lo tanto
L, C L. En segundo lugar, tenemos qfi@) = 0 y:

fAk+1) = 2k+2f(2k) =2k +4f(k),
fAk+2) = 2f2k+1)=2(k+2f(k)) =2k +4f(k),
paratodadk > 0. Luego,E; C F.
Por (ltimo, para demostrar qdé, C G, demostraremos qugn + 1) — f(n) < n

para todon. (De hecho, se puede demostrar ¢ife + 1) — f(n) < Z). Sin es par,
digamosn = 2t, entonces:

ft+1)— f(2t) =t < n.

Sin esimpar, digamos = 2¢+1, entonces asumiendo inductivamente que el resultado
se cumple para todos los enteros no negatives n, tenemos que:

Fn+1)—f(n) = fRt+2)—f2t+1)=2f(t+1)—t—2f(t)
Wf(t+1)— f(t)) —t<2A—t=t<n.

Luego, para todé > 0:

fldk +4) — f(4k +3) F22k+2)) — f(2(2k+1)+1)
= Af(k+1)— 2k +1+2f(2k+1))
4f(k+1)— (2k+ 142k +4f(k))
A(f(k+1) — f(k)) — (4k + 1)

4k — (4k+1) < 0.

IN

Por lo tantoGG; C G.

(b) Notemos quey = a; = f(1) = 0. Seak > 2y seaN, = {0,1,2,3,...,2F}.
Demostraremos primero que el maximgp se da en el mayor numero del conjunto
G N Ny, es decira, = f(2¥ — 1). Usaremos induccion eh para demostrar esto.
Notemos quef(2) = 0, f(3) = 1y f(4) = 0. Luego,as = f(3) = f(2% - 1).
Supongamos quk > 3. Para cada entero pat con2F—1 + 1 < 2t < 2, tenemos
que:

F(2t) = 2£(t) < 2051 = 2/(251 1) 3)



36 Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales

por hipbtesis de induccion.
Para cada entero imp2# + 1 con2*~! + 1 < 2t + 1 < 2%, tenemos que:

f@t+1) = t42f(t) <2F1—1+42f(1) (4)
< 2Pl 1424 =2 1 2f (28 1),

nuevamente por hipoétesis de induccién.
Combinando (3), (4)y:

FEF 1) = FREMT ) 4 =25 1 2f (25 -,

podemos concluir que, = f(2* — 1) como queriamos.
Ademas, obtenemos que:
ar = 2ap_1 + 2k-1 _1

para todak > 3. Notemos que esta formula recursiva pagaambién se cumple para
k=0,1y2.
Por lo tanto, usando esta formula recursiva repetidassyebéenemos que:
ar = 2ap1+281—1=22a o +2"2-1)4+2"1 -1
22a) o +2-2F"1 21
= 22Q2ap_3+28 1) +2.21 21
Bap_g+3-281_22_92_1

= 2ka0+k.2k71_2k*1_2]672_'.'_2_1
k-2t ok 41
para todat > 0.

Problema 5. Seana, b, ¢ enteros que satisfacéen< a < c—1y 1 < b < ¢. Para
cadak, con0 < k < a, searg, con0 < r; < ¢, el residuo dé&b al dividirlo entrec.
Demuestre que los dos conjuntes, r1,r2,...,7.} ¥ {0,1,2,...,a} son diferentes.

Solucion. Supongamos que los dos conjuntos son iguales. Enténcesson primos
relativos, y el polinomio:

f@)=Q42+2®+ 42— (Q+a+a22+  +27 429
es divisible entre:© — 1. (Esto se debe a quessi = n + cq, entonces:
o™ — " ="t — g = " (2% - 1)

y
(@9 = 1) = (@ = (@) + @) 4+ 1),
De la igualdad:
) = glatDb _q 3 ot -1 B F(x)
R r—1  (z—1)(zb-1)
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dondeF (z) = z@0+b+l 4 gb 4 gatl _ gpath _ gatbtl _ 4 tenemos que:
F(z) =0 (modz® —1).
Comoz*© =1 (modz¢ — 1), podemos concluir que:
{ab+b+1,b,a+1} ={ab+b,a+b+1,1} (modc).

Luego:
b=ab+b, a+b+1 6 1(modc).

Peronib =1 (modc) nib = a+ b+ 1 (modc) son posibles seglin las condiciones
dadas. Por lo tantd,= ab + b (modc), lo cual tampoco es posible debido a guec
son primos relativos.

X Olimpiada Centroamericana y del Caribe

Del 4 al 9 de junio de 2008 se celebrd en San Pedro Sula, Hasdar X Olimpia-
da Matematica de Centroamérica y el Caribe. La delegagiéxicana estuvo inte-
grada por los alumnos: Fernando Ignacio Arreola GutiédeeAguascalientes, Fla-
vio Hernandez Gonzalez de Aguascalientes, y Manuel Harigosal Bustillos de
Chihuahua. El alumno Flavio obtuvo medalla de oro, Manueidtie obtuvo medalla
de plata y Fernando Ignacio medalla de bronce. México @elip’ lugar de 12 paises
participantes.

Problema 1.Determine el menor entero positive tal que la suma de sus digitos sea
100y la suma de los digitos d&V seal10.

Solucion de Manuel Enrique Dosal Bustillo.Sabemos qu2N es un nimero par tal
que la suma de sus digitos E), veamos cual es la menor opcion paré. Para esto
ponemos umg al final (el mayor digito par) después los nueves que seegsae0s y
al final faltara ur8, asi la menor opcion pafaV sera:

3999999999998.

Para esta opcidn obtenemos que= 1999999999999, pero la suma de sus digitos es
109, asi que est&/ no funciona.

Veamos la siguiente menor opcion pars. Es facil ver que ésta consiste en cambiar
los digitos3 y 9 del inicio por4 y 8, obteniendo:

2N = 4899999999998.

De aqui queN = 2449999999999, y como la suma de los digitos dé si es100
concluimos que éste es el nimero buscado.

Solucion alternativa. Denotemos pof (V) a la suma de los digitos del enté¥o Ob-
servemos que si todos los digitosMeson menores que 5, entonc&@N) = 25(N).
Pero por cada digito d¥ mayor o igual que 5, al sum&F + N se produce el acarreo
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de unaunidad, lo que hace g€ N) disminuya en 9 unidades respect®¥H N). Es
decir,S(2N) = 25(N) — 9z, dondez es el nUmero de digitos d€ que son mayores
o iguales &. Como queremos qu&S(N) — S(N) = 200 — 110 = 90 = 9(10), en-
toncesN debe contener 10 digitos mayores o iguales que 5. Ademéssmos quéV
sea el menor posible, entonces pongamos estos 10 digitaiesga 9, para disminuir
el nimero total de digitos. Para comple$dV) = 100 con digitos menores gug se
necesitan al menos tres digitos, que podran ser: 4, 4y, 3§ 3. Por lo tanto,

N = 2449999999999
es el menor nimero que cumple que
S(N) = 2+4+4+(9-10) =100
S(2N) = 5(4899999999998) =4+ 8 + (9 - 10) + 8 = 110.

Problema 2.Sead BC' D un cuadrilatero inscrito en una circunferencia de cedtrial
queAC es diametro, y al construir los paralelogramd3EO y OCDF, los puntost
y F tambien pertenecen a la circunferencia. DemuestreAq@€ D es un rectangulo.

Solucion de Fernando Ignacio Arreola Gutiérrez. Sabemos qud C' es diametro, por
loqueZABC = ZCDA = 90°. Asi que para demostrar qieBC D es un rectangulo
basta ver que BC'D = 90°, o probar queB D es diametro.

=
AC

Consideramos primero el paralelograrh® £O. Tenemos que los lados opuestos son
iguales, asi qu&A = EBYy OF = AB, pero comaA y E estan sobre la circunferen-
ciatenemos qu&A = OF por ser ambos radios. Asi queB EO es un rombo.
Analogament&®C DF es un rombo y como cada lado mide lo mismo que el radio del
circulo, se tiene qud B = CD y los angulos centrales que abarcan estos segmentos
son iguales, es decir,COD = ZAOB. ComoA, Oy C estan en la misma recta,
tenemos qué, O y D estan también alineados, lo que implica @i es un diametro,

que era lo que faltaba demostrar.

Solucion alternativa. Como AC' es diametro/CDA = 90° = ZABC. Como
ABEO es paralelogramad B es paralela @ F y ambas son perpendiculare$d’.
Ademas, com® equidista d&”'y B, entonce®) E' es mediatriz d&BC.
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F

Por otra parte com@A y OF son radios, entonced BEO es un rombo, por lo
que AO y AB son iguales, per®B también es radio, entonces el triangul&O
es equilatero. Asimismo, el trianguBEO es también equilatero.

Analogamente se demuestra qu€' D y O DF' son triangulos equilateros.

Como el triangulaOC'D es equilaterog0° = Z0OCD = ZACD = 90° — ZDAC,
de donde/DAC = 30°, mientras queZBAO = 60°, pues el triangulddBO es
equilatero. Luegay DAB = 90°y Z/BCD = 360° —3(90°) = 90°, es decirABCD
es un rectangulo.

Problema 3.Se tiener2008 bolsas rotuladas deélal 2008, con2008 ranas en cada una.
Dos personas juegan alternadamente. Una jugada consistédeegionar una bolsa y
sacar de ella la cantidad de ranas que se deseen (al Megasdando en estaranas

(x > 0). Después de cada jugada, de cada bolsa con numero éenéyor al de la
bolsa seleccionaday que contenga mas daas, se escapan algunas hasta que queden
x en la bolsa. Pierde el jugador que saque la Gltima rana del$a no. Pruebe que
uno de los jugadores tiene una estrategia ganadora y agfdiq

Solucion de Flavio Hernandez Gonalez.Demostremos que el primer jugador tiene
la estrategia ganadora.

En su primer turno saca2807 ranas de la segunda bolsa, asi que queda@hranas
en la primera bolsa ¥ rana en cada bolsa de las restantes.

Veamos que después de cada turno del segundo jugador erprmdra dejar el juego
como sigue:

1. hayk ranas en la primera bolsa y

2. hay unarana en cada bolsa desdeHasta lak, 0 simplemente deja una rana en
la primera bolsa, en cuyo caso el segundo jugador la sacadepie

Para esto usamos una sencilla induccion. Tenemos la basdudeion en la configu-
racion del juego después de la primera jugada ya que en esento quedag008
ranas en la primera bolsalyrana en cada bolsa dedaa 1a2008.

Ahora supongamos que después de cierto numero de jugatispyés del turno del
primer jugador en el juego qued&n> 1 ranas en la primera bolsalyrana en cada
bolsa de |12 a lak. El segundo jugador puede:
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1. Sacart ranas de la primera bolsa, donde< k. En este caso la primera bolsa
gueda cork—t ranas. El primer jugador saca entonces la rana de la belsa 1
(que es menor o igual qué para que se escapen todas las ranas de las bolsas
mayores & — t y obtiene lo deseado (6= k — 1 ya s6lo quedo6 una rana).

2. Sacar larana de la bolsadondes > 1. En este caso se escaparan ranas de las
bolsas mayores ay so6lo habra ranas en las primeras 1 bolsas, entonces el
primer jugador sach— s+ 1 ranas de la primera bolsa (este nUmero es positivo)
y esta quedara con— 1 ranas, que es lo buscado §si= 2 ya s6lo quedo6 una
rana).

3. Sacar todas las ranas de la primera bolsa, en cuyo case piguego.

Asi que concluimos que el primer jugador tiene la estratgghadora.

Solucion alternativa. Gana el primer jugador si en su primera jugada ext08& ranas

de la bolsa nlmer®y continGia jugando de la siguiente manera: si el segundajg
extraei ranas de la bolsa uno, entonces el primero responde extlajeinica rana
que hay en la bolsa nUme2609 — i ; y si el segundo extrae la rana de la bgjsal
primero responde dejando en la bolsa uno gétol ranas. Probémoslo.

Después de la primera jugada quedan en la bolsa nimeZ0Roanas y en cada una

de las bolsas de da 1a2008 una rana. Supongamos sin perdida de generalidad que las
ranas de la bolsa uno estan numeradas dE2008 y que al extraer ranas de esta bolsa,
se toman las de numeros mayores. Podemos establecerentoreccorrespondencia
biunivoca entre las ranas deda 1a2008 y las bolsas de igual nUmero. Entonces es
facil percatarse de que siempre que el jug&dmueda jugar sin sacar la Gltima rana de
la bolsa uno (rana nUmetd entonces el primer jugador también podra hacer su jugada
sin tocar dicha rana.

Problema 4. Cinco amigas tienen una pequefia tienda que abre de lunesrevi
Como cada dia son suficientes dos personas para atendmilderdhacer un plan de
trabajo para la semana, que especifique quienes trabamdardia, y que cumpla las
dos condiciones siguientes: a) Cada persona trabajactaexente dos dias de la sema-
na. b) Las 5 parejas asignadas para la semana deben serifedages. ¢ De cuantas
maneras se puede hacer el plan de trabajo? Ejemplo: Silgasstimd, B,C, Dy E

un posible plan de trabajo seria: lunéy B, martesA y D, miércolesB y F, jueves
Cy E,viermesC'y D.

Solucion de Manuel Enriqgue Dosal Bustillo.La personad debe formar pareja con
otras dos, que se pueden escoges denerasByC, By D, By E,Cy D,CYy FE,
Dy E). Si por ejemplo trabajan las parejd®3 y AC, entonces también debe hacerlo
DE, pues de lo contrario para que y E trabajen dos dias deberian trabajaB,
DC, EBy EC,y no alcanzan lo§ dias disponibles. Entonces si trabajgB, AC'y
DE, las dos parejas que faltan solo puedensery CE 6 BE y CD. Resumiendo,
las cinco parejas para la semana se pueden escodgexde = 12 maneras. Como
el nUmero de maneras de ordenarlagles- 120, el nUmero de planes de trabajo es
12 x 120 = 1440.



Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales 41

Problema 5. Halle un polinomiop(z) con coeficientes reales tal quél) = 210y
(z + 10)p(2z) = (8z — 32)p(x + 6) para todor real.

Solucion de Flavio Hernandez Gonalez.Apliquemos la condicion a = 4:
(44 10)p(8) = (32 — 32)p(4 +6) = 0,
asi ques es raiz del polinomio buscado. Aplicamos ahora-a —10 y obtenemos:
0= (=104 10)p(2 - 10) = (=80 — 32)p(—4),

de donde-4 también es raiz del polinomio buscado.

Tenemos quéx — 8)(z + 4) divide al polinomiop(z), si buscamo® de grado2
tendremos que(z) = a - (x — 8)(z + 4) y sustituyendo es facil ver que no hay
solucion.

Por lo que intentamos con un polinomio clbico, esto es:

p(x) =alx —8)(x +4)(x +b)
dondea y b son nimeros reales. Sustituimgs:) en la condicion inicial para obtener:
(x +10)a(2x — 8)(2z + 4)(2x + b) = (8x — 32)a(x — 2)(z + 10)(x + b + 6).
Cancelando los factoras+ 10, z — 4y a se tiene:
(x+2)2z+0) =2(x —2)(x+b+6),
y desarrollando obtenemos:
207 + (b+4)x +2b =227 + (2b + 12 — 4)x + (—4b — 24).

Es facil ver queé» = —4 cumple esta ecuacion. Ahora simplemente nos falta erarontr
el valor dea para tener qug(1) = 210. Sustituyenda: = 1 enp(z), obtenemos:

210 = p(1) = a(1 — 8)(1 +4)(1 — 4) = a(~7)(5)(—3) = 105a,

de donde: = 2y el polinomio buscado es(z) = 2(z — 8)(x +4)(z — 4) (no es muy
complicado demostrar que este es el Unico polinomio que@E)m

Solucion alternativa. Seax = 4, entonces

(x +10)p(2z) = (8x —32)p(z +6)
14p(8) =
p(8) =
Sear = —10, entonces

(x + 10)p(2x)

(8x — 32)p(z + 6)
—  112p(—4)
0 = p(—4).
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Finalmente sea = 2, entonces

(x +10)p(2z) = (8x —32)p(xz+ 6)
12p(4) = —16p(3)
p(4) = 0.

Ahora bienp(z) debe ser de tercer grado, ya quest es el termino de mayor grado
dep(z) entonces, comparando los términos de mayor grado en anibotnos de la
igualdad(x + 10)p(2z) = (8x — 32)p(x + 6) resultaaz(2z)" = ax(82™), de donde
2™ = 8 y por tanton = 3.

Como sabemos que4, 4 y 8 son raices dg(z), entonces

p(z) = a(z +4)(x — 4)(z — 8).

Finalmente para que(1) = 210 tenemos queé10 = a(1 + 4)(1 — 4)(1 — 8) = 105a,
dedonder =2y p(z) =2(z 4+ 4)(z — 4)(z — 8).

Problema 6.SeaABC un triangulo. Se tomai en AB Yy Q en AC tal queBPQC
es ciclico. La circunferencia circunscrita al triangdl®(Q corta aBC' de nuevo ert

y la circunferencia circunscrita al triangubPC' corta aBC' de nuevo ek, PRy
QS se intersecan eh. Demuestre que la interseccion dé y BC no depende de la
elecciondeP y Q.

Solucibn. ComoBAQS y CAPR son ciclicos LRS = Z/BAC = ZLSR de donde
el trianguloL RS es isbsceles de bass. SeanM y N en las prolongaciones d&)

y RP por@y P, respectivamente. ComBPQC' y BAQRS son ciclicos se tiene que
/PQA = ZAQM. Analogamentery QPA = ZAPN. Luego, A es el excentro del
triangulo PLQ respecto &Q por lo queAL es bisectrizde#PLQ y comoLRS es
isbscelesAL es perpendicular 8C lo que implica quex es el pie de la altura trazada
por A y por tanto independiente de la eleccionilg Q.
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XXIII Olimpiada Iberoamericana

La XXIII Olimpiada Iberoamericana de Matematicas sedlevcabo en Salvador de
Bahia, Brasil, del 18 al 28 de septiembre de 2008. La dei@ganexicana estuvo
integrada por los alumnos: Lu&ngel Isaias Castellanos de Colima, Manuel Guillermo
Lopez Buenfil de Chihuahua, José Luitvarez Rebollar de Michoacan y Eduardo
Velasco Barreras de Sonora. El alumno Eduardo obtuvo nzedelbro, y LuisAngel,
Manuel y José Luis obtuvieron medalla de bronce. Méxiagocel sexto lugar de 21
paises participantes.

Problema 1.Se distribuyen los nimeras2, . . ., 20082 en un tablero de008 x 2008,
de modo que en cada casilla haya un nimero distinto. Paeafitag cada columna
del tablero se calcula la diferencia entre el mayor y el melesus elementos. Séa
la suma de lo4016 numeros obtenidos. Determine el mayor valor posibl§ de

Solucion de Eduardo Velasco BarrerasSeanmy, ..., mags Y M1, ..., Mayos l0s
nimeros menores y mayores que se encuentran en las cdsillsfilasl, . . . , 2008,
respectivamente, y sea,, ..., mby0s Y M1, ..., M}ys 10S nUmeros menores y ma-
yores que se encuentran en las casillas de las columnas 2008, respectivamente.
Para cada fila y cada columna del tablero calculamos la dif&xentre el mayor y el
menor de sus elementos.

2008 2008 2008 2008
s = (L Xom ) (Lo out)
=1 =1 =1 =1
2008 2008 2008 2008
= (e ) - (e o).

1=1 1=1 1=1 =1
Ahora bien, supongamos qul , As, ..., Asgos €S la permutacion de lo¥/; tal que
Ap < Ay < -0 < Aggos; AY AL, Abges €S la permutac_i()n de la¥/; tal que
Al < A < -0 < Al a1,a2,. .., a208 €S la permutacion de los; tal que
a1 < ag < oo < ages Y a},ah,. .., a5 €S la permutacion de los) tal que

ay <ap <o < asgps-

Como en cada casilla hay un nimero distinto tenemosqque A, < --- < Asgos,
es dECir,Al 42007 < A5 +2006 < - < Agpor + 1 < Asgos. COMOoAsggps < 20082
y A + 2008 — k < Asgps tenemos que:

Ap +2007 < 20082
Ay +2006 < 20082
Az +2005 < 20082

Asgos < 20082,

Luego,>" 2% A; < (20082)(2008) — (1+2+3+ - -+2007) = 20083 — (2007-1004).
Analogamente, en el caso de las columnas tenemo3 & A/ < 20083 — (2007 -
1004).
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Como en cada casilla hay un nUmero distinto tenemos qu@; < as < - -- < asgos,
es decirl < ar <as—1<az3—2<--- < agor — 2006 < asgos — 2007. Como
a1 > 1Yyar —k+ 12> a; tenemos que:

ai

az

vV IV IV

as

2008.

Y

2008

Luego, > 7% a; > 1+ 24 3+ --- + 2008 = 2009 - 1004.
Analogamente, en el caso de las columnas tenemoS JU& o/ > 2009 - 1004.
Entonces:

2008 2008 2008 2008
! !
§ o= D Mi+) M=) mi-) m]
i=1 i=1 i=1 i=1
2008 2008 2008 2008

= ZAZ'—‘_ZA;_Z%_ZG;
i—1 i—1 i=1 i=1

< 2008% — 2007(1004) + 2008% — 2007(1004) — 2009(1004) — 2009(1004)
= 2(2008 — 4016(1004))

2008
= 2 (20083——2008-2-—j5—)

220082 - 2007.

Luego, el valor maximo posible dges2 - 20082 - 2007.

El arreglo en el que se alcanza el maximo es colocando logeras mas pequefios,
del1 al 2008, en la diagonal que va de la esquina superior derecha a lamasngterior
izquierda; los mas grandes, 20082 —2007) al 20082, en la otra diagonal y los demas
numeros se colocan arbitrariamente. CAi08 es par, las diagonales del tablero son
ajenas.
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20082 1

20082

20082
-2

20082
2006
—2005

20082

2007
—2006

20082

2008
—2007

Solucibn alternativa. Todos los nUmeros que seran sumados son de la forma,
cona > b. De este modo, la suma de 6&16 nimeros esigual & = T — U, siendo

T la suma de los nUmeros mayore& ya suma de los nUimeros menores. Observemos
que cada niumero esta en exactamente una fila y una colunega,ésta a lo sumo dos
veces en la suma. Entonces:

S

IN

2. ((2008% + (20082 — 1) + - - - + (2008% — 2007)) — (1 4 2 + - - - + 2008))
= 2.2007 - 2008>.
El valor maximo puede ser obtenido poniendo los nUmerbs dE2008 en una diago-

naly los nmeros d€R0082 — 2007) al 20082 en una diagonal desplazada, obteniendo
por ejemplo el tablero:

20082
—2007

20082

—2006

20082
—2005

2006

20082
—1

2007

20082 2008
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donde los espacios vacios pueden ser llenados arbitertam

Hay otras maneras de construir la tabla, algunas utilizahdecho de qu2008 es par.
Por ejemplo, poner los nUmeros menores en una diagonahfilnsros mayores en la
otra diagonal.

Problema 2. SeanABC' un triangulo escaleno y la bisectriz externa del angulo
ZABC. Se considera® y @ los pies de las perpendiculales a la rectque pasa

por Ay C, respectivamente. Las rectd$’ y AB se intersectan ef/ y las rectasi@

y BC se intersectan elN. Demuestre que las rectds’, M N y r tienen un punto en

comun.

Solucidn de Jog Luis Alvarez Rebollar. SeaD la interseccion de las rectas” yr.
Probaremos qu&f/, N y D son colineales utilizando el teorema de Menelao. Entonces,

queremos demostrar g - 2X . €4 — 1 (dado que el signo solo indica direccion).

D

Denotaremos pofXY Z) al area del triangulXY Z.
Tenemos que:

1 1
(APC) = §(PC -AMsen ZAMC) y (PCB) = §(PC - BM sen Z/ZPM B),

de modo que:
(APC)  PC-AMsen LAMC

(PCB) ~ PC- BMsen ZPMB’

Como/ZAMC = ZPM B por ser opuestos por el vértice, los senos se eliminan y nos
queda:

(APC)  AM

(PCB) ~ BM’ ®)
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Analogamente, tenemos que:

(ABQ) ~ AQ-BNsen/BNQ BN
(AQC)  AQ-CNsen ZANC CN’

(6)

Entonces:

AM BN _ (APC) (ABQ)
BM NC (PCB) (AQC)

Por otro lado, tenemos que:

(APC) AZFQ  4p (ABQ) 2%A%  BQ AP

(7)

(AQC) Qiﬂ:@ Y (PCB) ~ BT T PB QC

Multiplicando (5) y (6), obtenemos que:

AM BN _(APC) (ABQ) (APC) (ABQ) AP BQ AP

BM CN (PCB) (AQC) (AQC) (PCB) QC PB QC-

(8)

Ahora bien, como los triangulodDP y C D@ son semejantes, ya queAPD y
ZCQD son rectos Y/ ADP = /CDQ, tenemos queis = 2%. Luego, sustitu-
yendo en (8) tenemos que:

AM BN AP BQ AD

BM CN QC PB CD’
de donde:

AM BN CD _ AP BQ
BM CN AD QC PB

Ahora sblo falta probar qugg,- B9 — 1. Pero esto Gltimo es equivalent%@ = LB,
lo que es cierto ya que los trianguld$’ B y C'Q B son semejantes por tener ambos un

angulorectoy los angulasBQ y PB A iguales.

Solucion alternativa. SeaO el punto de interseccion de las rectdd/ y C A. Proba-
remos que% = é—g, y una vez demostrada esta igualdad, como los segmdiitos
C(Q son paralelos, tendremos qle P y @@ son colineales, o bien, quéC, MN y r

son concurrentes.
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A C

Denotemos porR al punto de interseccion déP y AQ. Como los segmentadP y
C(Q son paralelos, los triangulo$PR y QC R son semejantes. Por otra parte, como
/ABP = Z/CBQ, tenemos que los triangulesB P y C' BQ son semejantes. Luego:
PR _ AP _BP
CR QC BQ’
lo que prueba qud R es paralelo @)C y PA. Por lo tanto, los pares de triangulos
APM, BRM y CQN, BRN son semejantes, de modo que:
MA AP NB BR
MB BR ' NC cOQ
Aplicando el teorema de Menelao al triangul@®C obtenemos:
OA MB NC OA MA NB AP BR AP

Ja M P Y giyselosi 24 - 24 e A8 v AL
OC MA NB SIYSOOSl 56 = MB NC  BR CQ _ CQ’
como queriamOS demostrar.

Problema 3.Seanm y n enteros tales que el polinom(z) = x3 + max + n tiene
la siguiente propiedad: siey son enteros ¥07 divide aP(z) — P(y), entonces 107
divide az — y. Demuestre qué07 divide am.

Solucion de Eduardo Velasco BarrerasSupongamos quem es un residuo cuadrati-
co modulo107. Entonces sea una solucion de:? = —m (mod 107). Tenemos que
P(a) — P(0) = a®> + ma+n —n = a(a®? + m). Como107 | a®> + m, tenemos que
107 | P(a) — P(0). Luego,107 | a—0, es decin07 | a, y como107 | a* +m entonces

107 | m.

Supongamos quem es un residuo no cuadratico moédul@r y 107 + m. Entonces,

debemos encontrar enterosy tales quel07 | P(xz) — P(y) y 1071z — y. Pero:

P(z)—P(y) = (z—y)(m)+2®—y°
= (@—y)(m)+ (= —y) (@ +ay+y°)
= (@—y)(m+2>+y*+ay),
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de modo que debemos encontrar entetggtales quen+z%+xy+y? = 0 (mod 107)
y107tx —y.

Como 107 t = — y, alguno de ellos no es cero. Luego, sin pérdida de genadalid
supongamos que gs Seay’ tal quey -y’ = 1 (mod107). Como107 t y, tenemos que
(y',107) = 1. Ademas(2,107) = 1. Mddulo 107 tenemos que:

3m+a2+ 1y’ +ay=0 < mEy)+ () +1+2y =0
& (ay)* + (2y) +1=—m(y)?
& 4ay')? +4ay) +4 = —4m(y)?
& (2zy +1)> =4(—m)(y')* - 3.

Como—m no es un residuo cuadratico modulty, se sigue qué(—m)(y’)? tampoco
lo es. Ahora82 = 3 (mod 107) implica que3 es un residuo cuadratico modulo?,
pero6 no es un residuo cuadratico moduler ya que:

()~ () () - 0=

Luego, hagamog(—m)(y')?> = 6 (esto es posible porquey 4(—m)(y’')? no son
residuos cuadraticos modulo7). Asi (2zy’ +1)? = 4(—n)(y')? —3=6—-3 =3 (y
si se cumple, puekes residuo cuadratico con solucits). Luego:

22y’ +1)* = 18% (mod107)
(2zy’ +1) 18 (mod 107)
x 62y (mod107).

Como4(—m)(y')? = 6, entonceg(—m)(y')? = 3, pero2-54 = 108 = 1 (mod 107).
Multiplicando por54 obtenemos:

2(—m)(y')> = 3 (mod107)
2-54(—m)(y)? = 162 (mod107)
m(y')? = —162 =214 — 162 = 52 (mod107)
(v)? = 52m~!' (mod107)
y> = (52m~ 1)~ (mod107)
y?> = 527'm (mod107).

Como107 es primo521% = 1 (mod 107) por el pequefio teorema de Fermat. Luego,
y? = 527 m es equivalente g> = 52'%m, que tiene solucion dado que es un

residuo cuadratico, ya quesx ) = (1) (157) = (1) = 1, y m también lo es, ya

_ (=m) _ (=1 m\ — m
que—1 = (T57) = (157) (35) = — (367)-
Luego, seamw, z tales que;®> = 52'%m y z = 62y. Claramente: # vy, por lo que so6lo
nos resta ver quey y resuelven la congruencig + y2 + xy +m = 0 (mod 107).



50 Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales

Como107 { m, tenemos que:

4yt tay+m = 62%° + 32 +62y% +m (mod107)
y?(62* + 63) +m (mod 107)
5210%(3907) + 1 (mod 107)
—521%6 4+ 1 (mod107)

0 (mod107).

Solucion alternativa. Demostraremos primero la siguiente:

Afirmaci on. Siendg un nhimero primo yA, B, C enteros tales qug no divide ni a4,
ni a B, ni aC, entonces existen enterns/ y (no ambos divisibles entne) tales que
Ax? + By? + C es nilltiplo dep.

Demostraddn de la afirmaddn. Si k y I son enteros y¢ £ 0 (mod p), entonces
el conjunto{kx? + I (mod p)|0 < = < p — 1} tiene exactamenté‘g—1 elementos,
correspondientes a los residuos cuadraticos mgdwsi, los conjuntos

{A2? (modp)0<z<p-1} y {-C—By?*(modp)|0<y<p-1}
tienen interseccion no vacia, es decir, existen enterog tales que
Az* = —C — By* (modp)

siy solo siAdz? + By? + C = 0 (modp). Ademas, com@ # 0 (modp) entonces no
podemos tener = y = 0 (modp).

Ahora bien, en nuestro problema observemos que:
P(z) = P(y) = 2’ =y’ + m(z —y) = (z — y)(® + 2y + y* +m),
de manera qué07 | P(z) — P(y) siy sblo sizx — y = 0 (mod107) 6
2? + xy +y* +m =0 (mod107),

es decir, siy solo si —y = 0 (mod107) 6 (2x + y)? + 3y + 4m = 0 (mod 107).
Supongamos quH)7  m. Demostraremos, de manera equivalente, que existen sntero
xyytales qual07|P(z) — P(y) Y = # y (mod 107).

Por la afirmacién anterior, existen entetogb no ambos divisibles entrid7 tales que

a® + 3b% 4+ 4m = 0 (mod 107). Haciendar = %3 (mod 107) y y = b (mod 107),
tenemos qué2x + y)? + 3y? + 4m = 0 (mod 107) y por lo tantol07|P(x) — P(y).

Siz # y (mod107), terminamos la demostracion.

Siz =y (Mmod107), entonces = 3b (Mod 107), de donde

(3b)? + 3b* = —4m (mod 107)

siy s6lo sim = —3b® (mod 107). Observemos qué #Z 0 (mod 107), pues de lo
contrario tendriamos que= b = 0 (mod 107), lo cual no es posible. Haciendo ahora
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x = —b, y = 2b, tenemos qué2x + y)? + 3y* + 4m = 0 (mod 107), lo cual implica
quel07|P(xz) — P(y), y claramente: # y (mod107).

Problema 4.Demuestre que no existen enteros positives, tales que:

22098 4 2008! = 21Y.

Solucion de Manuel Guillermo Lopez Buenfi.Supongamos que existere y enteros
positivos tales que2°°® + 2008! = 21¥. Como21¥ = 3¥ - 7¥, entonces:2°%8 + 2008!
debe tener la misma cantidad de factdtgs7. Como3 | 2008! y 3 | 21¥, entonces
3 | %098, de donde | x. Andlogament& | .

Ahora bien, la cantidad de factores 32098! es:

2008 n 2008 n 2008 n 2008 n 2008 n 2008 < 2008
3 9 27 81 243 729 ’

y la cantidad de factorésque hay er2008! es:
2008 n 2008 n 2008
7 49 343 |’
gue es menor que la cantidad de factdres
Por otra parte, coma?°%® tiene al menog008 factores3 y al meno2008 factoresy,
entonces2°%8 tiene mas factore3y 7 que2008!. Entonces la maxima potencia dle
que divide ar?°%® + 2008! es la maxima potencia deque divide &2008! y lo mismo

sucede con €l. Por lo tantoxz29%% 4 2008! tiene méas factore3 que7, lo que es una
contradiccion.

Problema 5.SeanABC un triangulo yX, Y, Z puntos interiores de los ladd3C,
AC, AB respectivamente. Seatl, B/, C’ los circuncentros correspondientes a los
triangulosAZY, BX Z, CY X. Demuestre que:

y que la igualdad se cumple si y solo si las rectas, BB’, C'C’ tienen un punto en
comun.

Observadbn: Para un triangulo cualquiefaST', denotamos su area paRST).

Solucion de LuisAngeI Isaias CastellanosPrimero veamos que las tres circunferen-
cias se intersectan en un punto. Denotemodpadd y N a los puntos de interseccion
de las circunferencigsa 2.
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Tenemos que:

/YNX + ZACB = 180°
/YLZ+/CAB = 180°
/ZMX + ZABC = 180°,

pero/YNX + /YLZ + /ZMX = 360°, luego/ZMX = /ZLX y por lo tanto
L = M. AnalogamentéV = M. Por lo tanto, llamaremdg al punto de interseccién
de las tres circunferencias.

SeanP, Q y R las intersecciones d&'C’ conYT, A’B’ conZT,y B'C' conXT,
respectivamente. Observemos qu€’PT + ZC'RT = 180°, lo que implica que
/PC'R+/PTR = 180°. Pero/PTR+/YCX = 180°, luego/PC'R = LY CX.
Analogamente/PA'Q = ZCABYy ZQB'R = ZABC. Por lo tanto, los triangulos
A’'B'C"y ABC son semejantes y estan a razone, de donde sus areas estan a razon
y? : x2. Por lo tanto, basta demostrar que la razon de semejanzalestriangulos
A'B'C"y ABC esl : 2.

Para ello, demostraremos q4éB’ > ATB.

Tracemos la perpendiculardB desded’ y B’ y denotemos poF’ e I alos puntos de
interseccion, respectivamente. Comoy B’ son circuncentros, entoncéses punto
medio deAZ e I es punto medio d&~Z. Luego, en el cuadrilaterB 1B’ A’ tenemos
que:

FI = %(AZ +ZB) = —(AB).

DN | =

Si A'B’ es paralelad'l, entoncesA’ B’ = 1(AB).

Si A’ B’ no es paralela &1 entonces,veamos qué distancia es maydfBi6 B'I. Sin
pérdida de generalidad supongamos U > A’F'y tracemosd’ A; perpendicular a
B'I.
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B/
A A
F I

EntoncegA’B’)? = (A’A;)? + (B'A;)?, de donded’B’ > A’A; = 1(AB).
Por lo tanto: ABC

(A/Blcl) Z ( 4 )7
y la igualdad se cumple si y solo si la razdn de los lados diériangulos semejantes
A'B'C"y ABC es2. Esto es, si y solo si los lados del triangulaB’C’ son paralelos
alos lados del trianguld BC', es decir, siy sdlo sitA’, BB’ y C'C’ son concurrentes.

Solucion alternativa. Sea@ # X la interseccion de los cincurcirculos de los triangu-
los BXZ y CXY. Como los cuadrilateroBX@QZ y CY QX son ciclicos tenemos
que/BZQ + ZQXB =180° = ZCXQ + ZQY C. Entonces:
LAYQ+ £LQZA = 360°—ZQYC — £LBZQ
= ZCXQ+ZQXB
180°,
de donde el cuadrilaterd ZQY es ciclico. Luego() es la interseccion de los cir-
cuncirculosdedZY, BXZyCY X.

B
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SeanX’, Y’, Z' los puntos de interseccion dgX, QY y QZ con los ladosB’C’,
C'A’,y A'B’, respectivamente. ComB'QQ = B'X y C'Q = C'X, larectaB’C’ es
mediatriz de) X, de modo queX”’ es el punto medio d@ X . AnalogamenteY” y 7’

son los puntos medios dgY y QZ, respectivamente.

Consideremos la homotecia con centro(@ry razon 2, que llevaX’ a X, Y’ aY y
Z'aZ.SeanA;, B; y C; las imagenes dd’, B’ y C’ bajo la homotecia. Com@
pertenece a los tres circuncirculogly, B’ y C’ son sus respectivos centros, los radios
QA’, QB’y QC’ son transformados en los diametéd, Q B, y QC;. En particular,
A1, B1y C; pertenecen a los circuncirculosd€Y, BX Zy C'Y X, respectivamente,

y el trianguloA; B1C; es la imagen del’ B’C” bajo la homotecia. Como la razbn de
homotecia es 2,4;B:Cy) = 4 - (A’B’C"), de modo que ahora queremos probar que
(A1B1Ch) = (ABC).

Ahora bien, considerando los circuncirculos tenemos que:

LAY Ay = ZAQA, = ZAZ A4,
/BZB, = /BQB, = /BXB,
LCXCy = /CQC, = LCYC,

pero como los pares de angulddlZ A,, /BZ B,y Z/BX By, ZCX (4 son opuestos
por el vértice, tenemos que los nueve angulos anterioidsmio mismo. En particular
ZAQA, = /BQB; = ZCQC,. Luego,Q es el centro de roto-homotecia que lleva
A1B1C; a ABC'. La razbn de roto-homotecia %%1 > 1, pues@QA es cuerda de la
circunferencia de diamet@A, y por lo tanto(A; B1C1) > (ABC), como queriamos
demostrar. Observemos que la igualdad se da cu@xtla) B y QC son diametros.
En ese casad A’, BB’y CC’ concurren en).

Problema 6. En un partido deviribol se enfrentan dos equipos de cuatro jugadores
cada uno. Se organiza un torneo de biribol en el que panticigsersonas, que forman
equipos para cada partido (los equipos no son fijos). Al fieblatneo se observo que
cada dos personas disputaron exactamente un partido groegivales. ¢ Para qué va-
lores den es posible organizar un torneo con tales caracteristicas?

Solucion. Sean un valor para el cual existe tal torneo. Fijando a una perssmaada
partido ella juega contra otrads Como ella juega contra cada una de las otras1
exactamente una vez,— 1 debe ser miltiplo de, luegon es impar. Como cada par
de personas disputaron exactamente un partido en equyadasti hay(g) parejas.
Ademas, hayt - 4 = 16 parejas en cada partida, enton¢gs = @ es multiplo de
16. Comon es impar, entonces una condicibn necesaria esqae32k + 1. Veamos
que esa condicion también es suficiente.

Primero probemos que basta construir un ejemplo pata 1. De hecho, sk > 1,
fijamos un jugadof y dividimos los32k restantes ek grupos con 32 personas cada
uno. Agregamo® a cada grupo y aplicamos la construccion gasa 1. De este modo,
P juega contra cada uno de los dem@s jugadores exactamente una vez. Ademas,
dos jugadores del mismo grupo seran oponentes en exadtanmgpartido. Falta hacer
que personas de grupos diferentes jueguen entre si. Rabasta dividir cada grupo
eng equipos y organizar un partido entre equipos proveniemesupos diferentes.
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Luego, el problema se reduce a construir un torneo pata 33. Coloquemos a las
33 personas igualmente espaciadas en un cir€yldividiendo en33 arcos de lon-
gitud 1. Definimos la pseudodistancia entre dos puntos como latlehgiel menor

arco que los une efl, pudiendo ser igual & 2, 3, ..., 16. Observemos que para cada
re{1,2,3,...,16} hay exactamentg3 pares con pseudodistaneiay cada una de
j—360°

ellas puede ser obtenida a partir de las otras a través detawion de’—3—, don-
dej =1,2,3,...,32. Entonces, basta con obtener un partido en quédqgsares de
oponentes tengan pseudodistancia, 3, .. ., 16, pues para obtener los otros pares se
efectuan las rotaciones mencionadas.

Uno de esos partidos €%, 2, 3,4} contra{5,9, 13,17}. En la siguiente tabla se mues-
tran las pseudodistancias:

13112111 (10] 9

171161151413

492 Olimpiada Internacional

La 49* Olimpiada Internacional de Matematicas se llevd a calhd@al 19 de julio
de 2008 en Madrid, Espafia, con la participacion de 97&paldéxico ocupb el lugar
numero 37. La delegacion que representt a México estuggrada por los alumnos:
Manuel Guillermo Lopez Beunfil de Chihuahua, Malors Emilispinoza Lara y Ro-
drigo Mendoza Orozco de Jalisco, Aldo Pacchiano Camachaly&@Campero Nufiez
de Morelos, y Manuel Novelo Puc de Yucatan. El alumno Aldwmeb medalla de pla-
ta, Manuel Guillermo obtuvo medalla de bronce, y Malors EmRodrigo, Andrés y
Manuel obtuvieron mencion honorifica.

Problema 1.Un triangulo acutanguld BC tiene ortocentrd{. La circunferencia con
centro en el punto medio deC' que pasa poff corta a larectadBC enA; y A,. La
circunferencia con centro en el punto medio(dd que pasa pof corta a la recta
CAenB; y Bs. La circunferencia con centro en el punto medioAde que pasa por
H cortaalarectalB enC; y Co. Demostrar qued;, Ao, By, B, C1, Csy estan sobre
una misma circunferencia.

Solucion de Malors Emilio Espinoza Lara. SeanM, N y P los puntos medios de
AB, AC'y BC, respectivamente. Séael circuncentro del trianguld BC'.

Primero demostraremos la siguiente:

Afirmacion. SeaABC un triangulo acutangulo con lado$B = ¢, BC = a 'y
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CA =1b.SeanM, Py N los puntos medios respectivodd el ortocentro. Entonces:

MH%Lg :NH2+£.
4 4

Demostraddbn de la afirmadin. SeanB, y Cj los pies de las alturas desdey C,
respectivamente. El triangulbB, B es un triangulo rectanguloi/ es el punto medio
de la hipotenusa, entonces combes el centro del circuncirculo, tenemos que

AM = MB = MB,.

A

Bo

Co

Entonces, el triangul@ M By es isosceles M = M By = §.

Por el teorema de StewArsabemos que en el trianguli\/ B, respecto a la ceviana
M H se cumple que:

2 2
BBy(MH? + BM - HBy) = (g) (HBy) + (g) (BH),
de donde:
2
BBo(MH? + BM - HBy) = CZ(HBO + BH)
2
BBo(MH? + BM - HB,) = CZ(BBO), comoBB, # 0, tenemos
CQ
MH? = T BM - HB,.
De forma analoga coiV H? obtenemos:
b2
NH? = T CH - HC,.

1El Teorema de Stewart se puede consultar en la pagina 96.de [2
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Entonces, al restar las dos igualdades tenemos que:

2 b2
MH? — NH? = CZ_Z — BM -HBy + CH - HC,.
PeroBH - HBy = CH - HC\ pues es bien sabido que el cuadrilat&6,B,C es
ciclico (/BCyC = ZBByC = 90°), entonces por potencia de un punto tenemos que
BM -HBy = CyH - HC. Luego:

2 b2
MH*-NH? = £ 2
4 4

b2 c?

MH? + T - NH? + T

como queriamos demostrar.
También, considerandof, el punto medio d&3C, tenemos que:
02 2 b2 2

2, ¢ 2, @~ - 2, Y 2, @~
PH+4—]V[H+4 o] PH—i—4 NH—|—4.

Ahora vamos a probar que equidista deB;, B, C1,Cs, A1, y As. Para ello, pri-
mero probaremos quB;0 = B,0, y paraC;:0 = C,0y A;0 = A,0 el proceso
sera exactamente el mismo.

ComoN es el punto medio daC'y de B, By, puesh es el centro del circuncirculo del
trianguloB, H By, entonce® N es perpendicular 81 B, en su punto medio, luego es
su mediatriz. Por lo tant@)B; = OB;.

Veamos ahora qu@ B, = OC}.
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Los triangulosON B, y OMC son rectangulos, entoncésN? + NB2 = OB3 y
OM? + MC? = OC?. Pero,MC; = MH Yy NB, = NH, entonces

OB =ON?+ NH?> 'y OC}=0M?*+ MH>
Por otra parte, como los triangul@sAN y O AM son rectangulos tenemos que

OM? =0A%> - MA*> 'y ON?=0A% - NAZ

Entonces:
b2
OBZ = 0A? - NA? + NH? = 0A% - T NH?
y
2
OC2 = 0A% — MA® + MH?* = 0A% — CZ + MH?.
Luego:
OB3 = OC?
b2 c?
& OAQ—Z+NH2:OA2—Z+MH2
b2 c?
& —— +NH?*=-—+MH?
4 4
c? b2

< NH?+ - =MH?+ —.
T T

Pero este resultado ya se probo con la afirmacion. Por to,taB5 = OC? y de
aquiOB; = OC4, como se queria demostrar.

Analogamente se prueba q@€> = OA; y queOA; = OB;.

Por lo tanto,B10 = B2O = C10 = (5,0 = A0 = A0 Yy A1A>3B1B2C1C5 es un
hexagono ciclico cuyo centro €5

Solucion alternativa. Los segmentos perperdiculares que bisectan a los segmentos
A1 Ay, B1Bs, y C1C5 son también los segmentos perpendiculares que bise@éh a
CAvy AB. Luego, se intersectan € el circuncentro del trianguld BC. Entonces

O es el Unico punto que podria ser el centro de la circunééaduscada. Seaty,, By

y Cp los puntos medios de los ladé¥”, AC'y AB, respectivamente.
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Entonces en el triangulo Ay A, tenemos que:
OA% = OA(QJ + AOA% = OA% + A0H2.

SeaK el punto medio dedAH y seal el punto medio de&”’H. Como Ay y By son

los puntos medios dBC' y C A, respectivamente, tenemos qdigl es paralela 8H

y BoL es paralela @21 H. Entonces los segmentaly L y By L son perpendiculares a
AC'y BC, luego, paralelos & By y O Ay, respectivamente. Entonc@siy L B, es un
paralelogramo, de dondeA, y ByL son iguales y paralelos. También el segmento
By L que une puntos medios es igual y paraleldldy K H.

Por lo tanto,AK AyO y HAoOK son paralelogramos. CombK AgO es un parale-
logramo, tenemos qué, K = OA = R, dondeR es el circunradio del BC'. Como
HAyOK es un paralelogramo y, en cualquier paralelogramo la surtesaeiadrados
de las diagonales es igual a la suma de los cuadrados de ¢ss tademos que:

2(0A4% + AgH?*) = OH?+ AgK*
2(0A% + AgH?) = OH?+R?
2(A}) = OH’+ R’
OH? + R?

Por simetria, lo mismo sucede para los segmedigls, OB, OB, OCy y OCs.

Por lo tanto,A;, Ao, B1, B, y Cy estan sobre una circunferencia con centr@en
. OH2+R2
radio ==5~".

Problema 2.(a) Demostrar que:

ZCQ y2 2,2
CES RN R A e ®)
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para todos los nimeros realeg, z, distintos del, conzyz = 1.
(b) Demostrar que existen infinitas ternas de nUmerosmalgsz, y, z, distintos del,
conxyz = 1 paralos cuales la expresion (9) es una igualdad.

Solucion. (a) Iniciemos haciendo un cambio de variables. Sean:

es decir:

’ YT Teot1

Luego, la desigualdad que se quiere demostrar es equigaeht- b> +c> > 1, donde
a,b,c # 1y xyz = 1. Ahora bien:

ryz =1

abc=(a—1)(b—1)(c—1)

abc =abc—ab—ac—bc—1+a+b+c
a+b+c—1=ab+ac+bc

2@ +b+c—1)=(a+b+c)* = (a® +b*+?)
A+ 4+ —2=(a+b+c)?—2a+b+c)
A4+ +—1=(a+b+c—1)>

K

(b) De la ecuacion? +b*> +c* —1 = (a+b+c—1)? podemos ver que la desigualdad
propuesta se convierte en igualdad si y s6lo si ambas sumas$? + 2y a + b+ ¢
son 1. Coma:? + b? + ¢ = (a + b+ ¢)? — 2(ab + bc + ca), entonces los casos de
igualdad se pueden describir con el sistema de dos ecuacione

a+b+c=1 y ab+bc+ca=0 sia,b,c# 1.

Despejande tenemos que? + ab+ b = a + b, que puede ser vista como la siguiente
ecuacion cuadratica én

¥+ (a—1)b+ala—1)=0,
con discriminante:
A= (a—1)*—4a(a—1) = (1 —a)(1 + 3a).

Ahora busquemos las tercias raciondles, c). Basta que: sea un nimero racional
tal quel — a 'y 1 + 3a sean ambos raices racionales (entodcésmbién lo sera). Sea

a = % Queremos quen — k y m + 3k sean raices enteras. Esto se puede lograr,
por ejemplo, tomande» = k% — k + 1 (claramente distinto de cero); tenemos que
m—k=(k—1)%>ym+ 3k = (k + 1)°. Observemos que distintos valores para los
enterosk dan distintos valores para= %



Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales 61

Luego, sik es un entero;m = k? —k+1ya = £, entoncesh = (kz 1>2 Y la

v a . . ’ — 2
ecuacion cuadratica tiene las raiées: % Luego, por ejemplo se puede
escoger la mayor raiz:

b m—k+k>-1 m+(m-2) m-1
N 2m N 2m om

Entonces si+b+c = 1, tenemos que = (1;—’“) La condiciom, b, ¢ # 1 elimina sélo

los casost = 0y k = 1. Luego, sik varia en los enteros mayores duese obtienen

una infinidad de tripleta&:, b, ¢) que generan una infinidad de tripletasy, z), como

se gqueria demostrar.

Problema 3. Demostrar que existen infinitos nimeros enteros positivteles que
n? 4 1 tiene un divisor primo mayor qu& + v/2n.

Solucion. Seap = 1 (mod 8) un primo. La congruencia’? = —1 (mod p) tiene dos
soluciones elfil, p — 1] cuya suma eg. Sin es la menor de ellas, entongedivide a

n—i—lyn<7"71 10n.
Sean = 221 — | dondel > 0. Entonces:
n? = —1(modp)
p—1 ?
T_l = —1(modp)
(20+1)2+4 = 0 (modp).

Luego, (2] + 1)? + 4 = rp para alguna > 0. Cuando(2l + 1) = 1 = p (mod8),

tenemos que = 5 (mod8), de modo que > 5. De aqui(2/ + 1) + 4 > 5r, implica

quel > ¥22_1=1 Seay = \/5p — 4, entonces:
p—1

1
=2 1< Z(p—-u).

n=— <5 -u)

Luego, como podemos escribir= %, tenemos que? — 5u — 10n + 4 > 0. Re-

solviendo esta desigualdad cuadratica pata 0, obtenemos, > 2tv20n+9 Agj g

estimaciom < 5= nos lleva a:

p>2n+u>2n+ < (5+\/40n+ 9) > 2n + V10n.

Por lo tanto, como hay una infinidad de primos de la fo&a 1 es claro que también
hay una infinidad de enteros positivesales que:? + 1 tiene un divisor primo mayor
que2n + v/2n.

Problema 4.Hallar todas las funciones: (0, 00) — (0, c0) (es decir, las funcioneg
de los nimeros reales positivos en los nUmeros realetiossitales que:

(f(w)? + (f(2))* _ w?+a?
)+ f(z%) ¥ + 22
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para todos los nimeros reales positiwos, y, z, que satisfacewz = yz.

Solucion de Aldo Pacchiano CamachoSeayf una funcion que satisface las condi-
ciones del problema. Si = z = y = z = 1 entoncesf(1)? = f(1), de donde
f(1)=1.

Ahora consideremas cualquiera tal que > 0y seanw = a, z =1y y = z = \/a.
Entonces:

fla)?+1 a?+41
2f(a) N 2a
af(a)® +a = a*f(a)+ f(a)

(af(a) =1)(f(a) —a) = 0.

Luego:
fl@)=a 6 fla)=~ paratoda > 0.
a

Por lo tanto, si:
f(a)=a paratodaa >0 0 f(a)= 1 para toda: > 0, (20)
a

entonces las condiciones del problema se satisfacen. |Lpagfmremos que sbélo exis-
ten estas dos funciones.

Supongamos que existe una funcibgue satisface las condiciones y que no cumplen
(10). Entoncesf(b) £ by f(c) # % para alguna, ¢ > 0. Luego, estos valores deben

serf(b) = 1, f(c) = c. Ahora bien, s = b,z = cy y = z = V/bc tenemos que:

FO2+ f0)? b+
2f(bc) B 2bc
b72 +62 B b2 +62
2f(bc) 2bc
(b2 + ?)
b)) = —pra

Sin embargo, sabemos qyébc) tiene que sebc 6 . Si f(bc) = be, entonces
b=2 + ¢ =b%+ 2, luegob = 1. Pero sif(1) = 1 entonces se contradice la res-
triccion f(b) # b. También, sif (bc) = & entonced?c*(b=2 + ¢?) = b? + ¢?, de
dondec = 1, que contradice qug(c) # % Por lo tanto, las funciones descritas en (10)
son las Unicas dos soluciones.

Problema 5.Seann y k enteros positivos tales que> ny k£ — n es par. Se tienen

2n lamparas numeradds2, ..., 2n, cada una de las cuales puede estar encendida o
apagada. Inicialmente todas las lamparas estan apag®lesnsideran sucesiones de
pasos en cada paso se selecciona exactamente una lampara y lsia sanestado (si
esta apagada se enciende, si esta encendida se apaga).

SeaN el nUmero de sucesioneskipasos al cabo de los cuales las lamparas. .., n
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quedan todas encendidas, y las lamparasl, . . ., 2n quedan todas apagadas.
SealM el nUmero de sucesioneskipasos al cabo de los cuales las lamparas. .., n
quedantodas encendidas, y las lamparas, . . ., 2n quedan todas apagadas sin haber

sido nunca encendidas.
Calcular la razorfy.

Solucion de Manuel Guillermo Lopez Buenfil. Demostraremos qu% = 2k—n,
Hagamos una biyeccion en la que a cada sucesiah/de asociemos exactamente
2F=m sucesiones d.

Primero tomemos una sucesion cualquieraMdedigamos que:; es el numero de
veces que se selecciond la lampar&ntonces, si < i < n tenemosy; = impar,
ysin+1 < i < 2n, a; s cero (enV). Tomemos ahora una lampara cualquiera,
la lamparai, pero conl < i < n, entoncesq; = impar. Ahora, a esta lampara le
vamos a asociar las sucesionesNien las quea; + a,,+;) de N es igual &a;) de

M (esto es, las sucesiones deen las que las selecciones de la lampafanas las
selecciones de la lampafa + i) suman lo mismo que las selecciones de la lampara
(¢) en nuestra sucesion d¢), y ademas que cumplan que, si en la sucesioivda
lampara(i) o lalampargn+i) se selecciond en el pagpentonces en nuestra sucesion
en M, en el pasg se selecciond la lampaiaEsto significa que si en la sucesion de
M se selecciond la lampaf@&) en el pasgj, entonces eV se seleccion6 la lampara
(1) 6 (n +7) en el pasg. Eso debe cumplirse para todaonl < i < n.

Veamos que la biyeccion funciona, no repite, no omite.

Primero, a cada sucesion dele asociamos e aquellas en las que, si la lampara
(n+1) se selecciono en el pagale N, entonces la lampala) se selecciond en el paso
j en la sucesion dé/ (los pasos con lamparas menores o igualesgaedan igual).
Entonces, todas las sucesiones\dgan aM, de hecho cada sucesion deva a solo
una sucesion d&/ (el cambio de los pasos es Unico).

Ahora calculemos;.

Paral < i <n,enN sabemos que,; = par (queda apagada), asi que/dna nues-
tro a; le quitamos un nimero par de pasos para darselpsaquedanda; = impar

Y an+i = par. Podemos quitarl@,2,4,...,a; — 1 pasos. Entonces, las formas de

quitarle pasos son:
AN A W G
0 2 a; — 1 ’

perocomay_;t, (7)) =24y () + (%) +--+ () = (F) + (5) +--+ ()

entonces:
a; n a; n n a; B 24i _ gai-1
0 2 a;—1) 2 '

Si hacemos eso con todos los, entonces obtendremos un total de
(2e1=1)(2a2—1)(2es=1) | (29»~1) sucesiones, es decir:

2(a171)+(a271)+---+(an71) — 2(a1+a2+~~~+an)7(1+1+~~~+1) — 2]6771’
yaqued__, a; = k (sonk pasos).

Entonces, a cada sucesion dele hemos asociad®~™ sucesiones Unicas d€. Si
no fuera asi, supongamos que dos sucesionés iegan a una misma d¥, entonces
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digamos que estas dos sucesiones son distintas en ef dasniendo seleccionado la
lamparap en una y la lampara en la otra, cow # qy 1 < p,q < n. Entonces, en
la sucesibn deV a la que llegaron, en ese paso esta la lampdra + p segln una
sucesiony lay 6 n + ¢, seginlaotra, pere# g, p#n+qn+q>n),n+p#q
(n+p > n),n+p#n+q,Yyentonces no coinciden.

Ahora, supongamos que no llegaron a una sucesioN dEntonces pasemos de la
sucesion deV a una deM como se describio anteriormente. De esta sucesiai de
claramente podemos pasar a la Me s6lo tomamos los pasos que 8htienen la
lamparan + 4, (que enM tienen &), y los quitamos para devolverlosat- i, llegando
de nuevo a la sucesion @é. Entonces, la biyeccion funciona% = 2k—n,

Nota: al quitar y ponerle pasos a las lamparas, el estadalfiias mismos no se altera
ya que siempre transferimos un nimero par de pasos.

Solucion alternativa. Llamemogproceso admisibla una secuencia dgpasoglampa-
rasl,2,...,n encendidas, lamparas+ 1,n + 2,. .., 2n apagadas). Si ademas la se-
cuencianotocaa las lamparas 1, . . ., 2n se llamargroceso restringidoLuego hay

N procesos admisibles, de los cualdsson procesos restringidos.

En cada proceso admisible, sea restringido o no, cada urse demparas, 2,...,n
pasa de apagado a encendido si se hace el cambio un nimenodenpeces y cada
unade las lamparas+ 1,n+2, .. .2n pasa de apagado a apagado si se hace el cambio
un nimero par de veces.

Observemos qu&/ > 0, es decir, existe un proceso restringido: basta con carabiar
estado de cada una de las lampadras. ,n s6lo una vez y luego escoger una de ellas
y cambiar su estadb — n veces (que por hipbtesis es un nimero par).
Consideremos cualquier proceso restringidoTomemos cualquier lampaia con

1 <1 < n, y supongamos que fue cambiado su estagd@ces.

Estas acciones son independientes, en el sentido de queiases que involucran a
la lampard no afectan a las acciones que involucran cualquier otrpdam Entonces
hay 2k1—1 . gk2—1...9kn—1 — 92k—n maneras de combinar estas acciones. En cada
una de esas combinaciones, cada una de las lampafals . . . 2n sufre cambios un
numero par de veces y cada una de las lampiaras, n mantiene un nUmero impar
de cambios, entonces el estado final es el mismo que el qudiseenbon el proceso
original P.

Esto prueba que cualquier proceso restringidse puede modificar d&~" maneras
dando lugar 2™ procesos admisibles distintos.

Ahora probaremos que todo proceso admisipleuede obtenerse de esta manera. De
hecho es suficiente remplazar cualquier cambio de estadead@mpara con etiqueta

[ > m que suceda ey, por un cambio en la lampaia— n correspondiente. En el
procesaP resultante las lamparas+ 1, ..., n no estan involucradas. Los cambios en
cada lampara con etiqudta- n han tenido que ocurrir ef un nUmero par de veces.
Entonces los cambios efectuados han afectado a cada Emogaretiquetd < n
también un nimero par de veces, de modo que el estado fialddelampara se ha
mantenido igual. Esto significa que el proceso result&s admisible y claramente
restringido, ya que las lamparast 1, . .., 2n no estan involucradas.

Entonces existe una correspondencia uR6 & entre los)M procesos restringidos y
el total N de procesos admisibles. Por lo tanﬁ,: 2k—n,
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Problema 6.SeaABC D un cuadrilatero convexo tal que las longitudes de los lados
BA 'y BC son diferentes. Sean; y ws las circunferencias inscritas dentro de los
triangulosABC y ADC respectivamente. Se supone que existe una circunferencia
w tangente a la prolongacion del segmeRd a continuacion ded y tangente a la
prolongacion del segmenf®C' a continuacion d€’, la cual también es tangente a las
rectasAD y C'D. Demostrar que el punto de interseccion de las tangenteares
exteriores dev; y wo esta sobrev.

Solucion. La solucion estara basada en los siguientes resultados:

Afirmacion 1. SeaABCD un cuadriitero convexo. Si existe una circunferengia
tangente a la prolongadn del segment@ A a continuacbn de A y tangente a la
prolongacbn del segmentBC a continuacdn deC, entoncesiB+AD = CB+CD.

Demostraddn de la Afirmadn 1.La circunferenciav es tangente a cada una de las
rectasAB, BC,CDy DAenlos puntos<, L, M y N, respectivamente.

Entonces,
AB+AD = (BK—AK)+(AN-DN) y CB+CD = (BL-CL)+(CM—-DM).

Por la igualdad de las tangentes, tenemosiBie= BL, DN = DM, AK = ANy
CL=CM,entoncesAB+ AD = CB+ CD.



66 Problemas y Soluciones de Olimpiadas Internacionales

Para el siguiente resultado, llamaremos “excircdd@” al excirculo de un triangulo
con ladoAC que es tangente AC' y a las extensiones de los otros dos lados.

Afirmacion 2.SeaP el punto de intersecon de la circunferencia inscrita del ingu-
lo ABC yelladoAC, PP’ el diametro que pasa paP, y ) el punto de intersecoin de
las rectasBP’ y AC. Entonces) es el punto de tangencia del ladi”' y el exdrculo
AC.

Demostraddn de la Afirmadn 2.Consideremos la tangente al incirculp que pasa
por P. SeanA’ y C' los puntos de interseccion de dicha tangente Bdny BC, res-
pectivamente. Tenemos que es el excirculdd’C” del trianguloA’ BC' y es tangente
alladoA’C’ enP’. ComoA’C’ es paralela &lC, entonces la homotecia con centro en
By radio gg, lleva aw; al excirculoAC del trianguloABC'. Luego, como la homote-
cia lleva aP’ a(@Q, tenemos qué) es el punto de tangencia del lad@’ y el excirculo
AC. Ademas, si el incirculo del trianguldBC es tangente eR al lado AC, entonces

el punto de tangenciq, en el mismo lado del excirculdC, es el Gnico punto en el

segmentAC tal queAP = CQ.

Ahora resolveremos el problema.

Supongamos que la rectC' es tangente a; Yy wo en Py @, respectivamente. En-
toncesAP = ACHAB=BC y 0@ = ALCD=AD por |3 Afirmacion 1, sabemos que
AB — BC =CD — AD, luegoAP = C(Q), de aqui que en el trianguldBC el lado
AC'y el excirculoAC son tangentes €f. Analogamente, en el triangubDC el lado

AC'y el excirculoAC son tangentes eR. Nbtese queP # Q dado quedAB # BC.
SeaP P’y QQ’ los diametros de; y wo, respectivamente, que son perpendiculares a
AC'. Entonces por la Afirmacion 2 tenemos que los puo$’ y @ son colineales,

al igual que los punto®, Q' y P.

Consideremos el diametro deperpendicular 21C' y llamemosT" al punto final mas
cercano aAC. La homotecia con centro el y radio % lleva aw; aw, entonces

B, P'y T son colineales. Analogamente, como la homotecia con@entd y radio
DT

— 5S¢ lleva aw; aw, entoncesD, Q' y T son colineales. Luego, tanf®, P’ y Q,
comoT, Q' y P son colineales. Com& P’ es paralelos @', los segmento® P’ y
QQ' son homotéticos con centro &h Lo mismo sucede con las circunferenciasy

ws pues tienen @ P’ y QQ’ como diametros. Mas aln, es claro queguedara en el
mismo lado de larect® P’ queQ y @', de aqui que el radio de homotecia es positivo.
En particularw; y ws N0 son congruentes.

Por lo tanto,T" es el centro de una homotecia con radio positivo que llevaenws.
Esto completa la demostracion, pues el Gnico punto quglucon esta caracteristica

es el punto de interseccibn de las tangentes externas esman; y w-.
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A continuacion presentamos las actividades programautas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas, de abril a julio de20

Del 2 al 5 de abril en el CIMAT, Guanajuato
Curso de entrenadores.

Del 30 de abril al 10 de mayo en el CIMAT, Guanajuato

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y eiplicde tres examenes
selectivos para determinar la delegacion que represeatdéxico en lab0*
Olimpiada Internacional (maximo 6 alumnos), la delegaajle representara a
México en la XI Olimpiada Centroamericana y del CaribeXm 3 alumnos)
y la preseleccion para la XXIII Olimpiada Iberoamericana.

Primera quincena de junio

¢ Limite para registro de delegados que deseen aplicar elexaropuesto por
el Comité Organizador de la Olimpiada Mexicana de Mat@aatcomo semifi-
nal de su Concurso Estatal y envio de este examen.

e Entrenamiento para los seleccionados nacionales quéeasiatla XI Olim-
piada Centroamericanay del Caribe.
19y 20 de junio
Aplicacion en los estados registrados con este propa@sicexamen semifinal
propuesto por el Comité Organizador de la Olimpiada Mexage Matematicas.
Del 19 al 27 de junio en la Republica Dominicana
XI Olimpiada Centroamericanay del Caribe.

Del 21 al 28 de junio

Entrenamiento para los seleccionados nacionales que&asisias0® Olimpia-
da Internacional.
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Primera quincena de julio
Envio del tercer nUmero de la revista Tzaloa.

Del 10 al 22 de julio en Bremen, Alemania
50 Olimpiada Internacional.



Apeéendice

Teorema 1 (NUamero de divisores)Seam un entero positivo. Siv = p{* -p5? - - - pp*,
donde logp; son rimeros primos distintos, entonces los divisores positios son
de la formap!" - - - p"+, donde losh; son enteros tales que < h; < ;. Luego,m
tiene exactament@ey; + 1)(az + 1) - - - (o, + 1) divisores positivos. Ver [5, 9, 11].

Criterio 2 (M étodo de induccon matematica) El método de inducéin materatica
se usa para demostrar una proposioiP (n) para todo entera > ko, dondek, es un
entero fijo.

El método funciona de la siguiente manera:

1. Caso base: Se demuestra la propdsigparan = k.

2. Hipbtesis de inducéin: Se supone cierta la propositi P(k) para algin entero
k> ko.

3. Se demuestra la proposici P(k + 1).

Concluimos entonces que la propoéities cierta para todo entero > kq. Ver [10].

Definicion 3 (Combinaciones)Dado un conjuntoA de n elementos, una combina-
cion dem elementos dél, es un subconjunto dé formado den elementos. Aliime-
ro de combinaciones dex elementos, de un conjunto declementos, se denota por

(") yesiguala:
n n!
(m) - (n —m)im!’

donden! =1 x 2 x --- x n. Ver [10].

Definicion 4 (Grafica y valencia) Una grafica es un conjunto de puntos, que llama-
mos \ertices, unidos por segmentos de rectas que llamamos syidéforma que los
extremos de las aristas son dd&artices. Decimos que dogwrices son adyacentes si
hay una arista entre ellos.

La valencia o grado de unértice v, es igual al imero de @rtices adyacentes@ es
decir, es igual al imero de aristas que tienen un extremaveker [6].
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Teorema 5 (Formulas dearea)

1. Eléareade un trangulo es igual a;-hl, dond€ es la medida de un ladolyes la
medida de la altura sobre dicho lado.

2. Elarea de un trculo de radior es igual arr?.
Ver [1].
Teorema 6 (Formulas de volumen)
1. El volumen de una esfera de radies igual a§7rT3.

2. Elvolumen de un cono de altuka que tiene como base uiraulo de radior es
igual a 2712 h.

3. El volumen de un dihdro de alturah, que tiene como base uiraulo de radio
r es igual arr?h.

Ver [1].

Definicion 7 (Congruencia de trngulos) Decimos que dos tingulos son congruen-
tes si tienen sus lados y sasigulos correspondientes igualesa®precisamente,
los triangulos ABC' y A’B’C’ son congruentes siB = A’B’, BC = B'C'y
CA = C'A’, y losangulos end, B y C son iguales a losangulos end’, B’ y C’,
respectivamente. Ver [2].

Criterio 8 (Criterio de congruencia LAL) Dos triangulos son congruentes si tienen
dos lados correspondientes iguales yargulo entre ellos igual. Este criterio se llama
“criterio de congruencia ladcangulo-lado”y se denota por LAL. Ver [2].

Teorema 9 (Teorema de Pigoras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catiét0$2].

Teorema 10 (Teorema de Thales)Consideremos tres rectas y dos rectas transversa-
les aéstas como se muestra en la figura. Tenemos gd®siBE y C'F son paralelas,
B _ DE A AB _ DE
entonceszZ = DE. Redprocamente, sit2 = 2L y dos de las rectaslD, BE o
C'F son paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.

Ver [2].
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Facultad de Ciencias, UNAM
Av. Universidad 3000

04510, México, D.F.

Tel. (55) 56 22 49 25

Fax (55) 56 22 48 59
cobian@matematicas.unam.mx
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Luis Cruz Romo

UPIITA, IPN

Av. Instituto Politécnico Nacional 2580
Col. Barrio la Laguna Ticoman

07340, México, D.F.

lucruz@ipn.mx

Antonio Olivas Martinez
Magnolias no. 9

Col. Fuentes del Mezquital

83240, Hermosillo, Son.

Tel. Casa (662) 212 53 31

Cel. (662) 124 81 93
antoniaolivas mtz@yahoo.com.mx
antoniolivas@correoa.uson.mx

Elena Ruiz Velazquez
Altair no. 12

Col. Lomas de Palmira
62550, Cuernavaca, Mor.
Tel. (777) 320 54 39

Cel. (777) 133 39 83
eleniux@gmail.com
A00375640@itesm.mx

Carmen Sosa Garza

Facultad de Ingenieria, UAQ

Cerro de las Campanas s/n
Querétaro, Querétaro

Tel. (442) 192 12 64 ext. 121 6 136
Fax (442) 192 12 646
carsg@uag.mx

Carlos Vargas Obieta

Facultad de Matematicas,

Universidad de Guanajuato

Callejon Jalisco s/n, Mineral de Valencia
36240, Guanajuato, Guanajuato

Tel. (473) 73201 40

carlosv@cimat.mx

Jesls Jebnimo Castro

CIMAT

Apartado Postal 402,

36000, Guanajuato, Guanajuato.
Tel. (473) 7327155

Fax (473) 7 3257 49
jeronimo@cimat.mx

Carlos Jacob Rubio Barrios
Universidad Autbnoma de Yucatan
Facultad de Matematicas
Periférico norte tablaje 13615
97119, Mérida, Yucatan

Tel. (999) 942-3140 al 49

Fax (999) 942-31-40
carlos.rubio@uady.mx
jacob.rubio@gmail.com

Pablo Sobebn Bravo
Circuito Interior no. 830
Fracc. La Herradura

Col. La Herradura

62303, Cuernavaca, Morelos
Cel. (777) 13455 49
bandrak@hotmail.com

Rogelio Valdez Delgado
Facultad de Ciencias, UAEM
Av. Universidad 1001

62210, Cuernavaca, Morelos.
Tel. (777) 32970 20

Fax (777) 3297040
rogelio@matcuer.unam.mx

Hugo Villanueva Méndez
Instituto de Matematicas, UNAM
Cub. 4 de Becarios,

Circuito Exterior, Ciudad Universitaria
Coyoacan 04510,
México, D.F.

Tel (55) 56 22 45 32

vill _hugo@hotmail.com
hvillan@matem.unam.mx
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Direccion Postal de la Olimpiada Mexicana de Matematicas

Cubiculo 201, Departamento de Matematicas.
Circuito Exterior, Facultad de Ciencias.
Universidad Nacional Autbnoma de México.
Ciudad Universitaria.

Colonia Copilco, C.P. 04510.

Delegacion Coyoacan.

México, Distrito Federal.

Teléfono: (55) 5622-4864.

Fax: (55) 5622-5410.

Email:omm@ ci enci as. unam nx

Pagina oficial de la Olimpiada Mexicana de Matematicas:

http://ww. omm unam nx/



