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Presentacon

Tzaloa, que en nahuatl significa aprender, es una revista @impiada Mexicana
de Matematicas. El objetivo principal de esta publicac#s fomentar y estimular el
estudio de las matematicas como una disciplina del peesamngue desarrolla la in-
teligencia del estudiante mediante métodos de razon&mestructurados, deductivos
y creativos.

Desde hace 22 afios la Sociedad Matematica Mexicana,&stdavlia Olimpiada Me-
xicana de Matematicas, ha detectado jovenes con talansolgs matematicas y otras
disciplinas afines. Muchos profesores y estudiantes quarsadercado a este progra-
ma han creado, de manera espontanea y altruista, innuletateres de resolucion
de problemas que han contribuido de manera sustancial aangensefianza de las
matematicas en nuestro pais. Asimismo, muchas unieetsgise han visto beneficia-
das, no solamente por el ingreso de jévenes con una exedétgntacion matematica,
sino también por exolimpicos que desenvuelven su vidiegianal en ellas.

El programa basico de la Olimpiada Mexicana de Matemé&tealesarrolla anualmen-
te en tres etapas:

e Concursos Estatales.
e Concurso Nacional.
e Entrenamiento y seleccion de las delegaciones que repieeg8a a México en
olimpiadas internacionales.
232 Olimpiada Mexicana de Matematicas

En la23® Olimpiada Mexicana de Matematicas podran participarelstsidiantes de
México nacidos después dé&t de agosto de 1990. Los concursantes deberan estar
inscritos en una institucion preuniversitaria duranfgreher semestre del ciclo escolar
2009-2010y, para dl° de julio de 2010, no deberan haber iniciado estudios dé nive
universitario. Para mayor informacion consulte la pagin
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Para la primera etapa, los participantes deberan inssgibirectamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de 23* Olimpiada Mexicana de Matematicas se realizara del
8 al 13 de noviembre de 2009 en Campeche, Campeche. A losrpsiagares de este
certamen se les invitara a la etapa de entrenamiento ycgmtede las delegaciones
gue representaran a México en las distintas Olimpiadasriacionales del afio 2010:
la XXII Olimpiada Matematica de la Cuenca del Pacifico, gadlevara a cabo en el
mes de marzo; la XII Olimpiada Matematica de Centroaraériel Caribe, que se ce-
lebrara en el mes de junio en Puerto Ricdjla Olimpiada Internacional de Matemati-
cas, que se llevara a cabo en julio en Kazajstan y la XXV @ia Iberoamericana
de Matematicas que se realizara en el mes de septiemberaguRy.

La revista

En este tercer nmero de tu revista Tzaloa, incluimos waréstainte articulo de Fran-
cisco Ruiz, que bajo el titulbemostrando por Inducéh, nos presenta una breve ex-
posicion sobre el uso del método de Induccion Materagtara la demostracion de
formulas y propiedades.

El tema de Inducciébn Matematica no esta contemplado eraj@ria de los programas
y por eso no suele ensefarse en los cursos tipicos de serupdreparatoria. Sin
embargo, la simplicidad del método junto con el enorme pqde tiene para resolver
una gran variedad de problemas, nos motivo a prepar ebi@drgue esperamos sea
de mucha utilidad para tu preparacion olimpica.

A través de las explicaciones y de los 5 ejemplos que seyianlupodras aprender
cobmo utilizar esta herramienta para la demostracion dpipdades que se cumplen
para algunos conjuntos infinitos de nimeros enteros. Lermm@ps fueron cuidado-
samente seleccionados de manera que se avanza gradualiesmeelos casos mas
tipicos o directos, hasta otros mas elaborados dondet®ido fue adaptado segin la
situacion. Con esta seleccion buscamos no sb6lo que erdas el poder del método,
sino que ademas puedas apreciar la gran flexibilidad que.tie

Al final del articulo incluimos una serie de 7 ejercicios lia@tke los que podras prac-
ticar lo aprendido y poner a prueba tus nuevas capacidadasvitamos a que nos
hagas llegar tus soluciones, comentarios y sugerenciasstraulireccion electronica:
revi staomm@mai | . com Con gusto recibiremos tus contribuciones y opiniones
de nuestro trabajo.



Demostrando por Induccion

Por Francisco Ruiz Benjumeda

La comprension del infinito es uno de los retos méas apastesaue existen para el
entendimiento humano. Todo lo que conoce el ser humano &s finsu experiencia
sobre el mundo también lo es. En matematicas, el conceptdidito es central. En la
mayoria de las ocasiones, los matematicos trabajan egartos de objetos (como los
numeros) que son infinitos. Muchas de las propiedadedtades o teoremas se esta-
blecen para una infinidad de casos, objetos o situacionedem@stracion de dichas
propiedades requiere de métodos ingeniosos que perndli@anas, no sblo para un
nimero finito de casos particulares, sino para una infinildadllos. Uno de éstos es
el método de Induccion Matematica, mismo que sirve pevbar o establecer que una
determinada propiedad se cumple para todo nUmero natural.

Es dificil establecer cuando se usb por primera vez estedn’de demostracion, pe-
ro existen evidencias de que sus ideas principales se ramantiempos muy anti-
guos. Desde épocas anteriores a Cristo, es posible eactnatrajos de matematicos
gue contienen razonamientos cercanos a la induccion ratitamtal es el caso de la
demostracion de Euclides (300 AC) sobre la existencia @einfimidad de numeros
primos.

Alrededor del siglo X, Al-Karaji (953-1029 DC), matematipersa musulman, tra-
bajo6 el terorema del binomio y la generacion de sus coefiese(triangulo de Pascal)
utilizando un método que incluye los pasos principalesadimdluccion Matematica
moderna. Posteriormente, Samau‘al al-Maghribi (11300108), extendio los traba-
jos de Al-Karaji, siendo su demostracion el ejemplo masmgleto de razonamiento
por Induccion Matematica de los tiempos antiguos.

Sin embargo, en ninguno de esos trabajos se estableceiexpénte la hipotesis de
induccion tal y como lo hacemos hoy en dia. El primer maitiro‘en hacer una expo-
sicion explicita del Principio de Induccion Matematicie Blaise Pascal (1623-1662)
También es importante mencionar las contribuciones caeedn este campo Pierre de

IFinito: que tiene fin
2Traité du triangle arithmétique (1665)
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Fermat (1601/8?-1665), quien usd ampliamente su méteti®elscenso Infinito, el
cual es una variante del Principio de Induccibn Matenaatiinalmente, en el siglo
XIX, con base en los trabajos de Giuseppe Peano (1858-19B&hard Dedekind
(1831-1916), se establece de manera definitiva el trataongstematico y riguroso
gue se usa hoy en dia para realizar demostraciones poribdlddatematica.

Ahora, dejemos un poco de lado la historia y continuemostrauesposicion haciendo
énfasis en dos caracteristicas fundamentales del donjinlos nimeros natrurales:
en primer lugar, los naturales forman un conjunto infinitlemado y que cuenta con
un primer elemento (el nlimeidq y, en segundo lugar, que el resto de los elementos
del conjunto (los demas naturales) se generan a partiidebrol mediante repetidas
aplicaciones de la funcion sucesefn) = n + 1.

Las propiedades anteriores son fundamentales, pues deelterivan las bases 16gi-
cas que dan sustento a la validez de las demostracionescarcian. En su forma
mas basica, el método de Induccibn Matematica corstaetapas. Si deseamos pro-
bar que una determinada propiedade cumple para todo nimero natural, entonces
procedemos aplicando el siguiente esquema

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Se demuestra que el prinhaahéel nUmero
1) cumple la propiedad?(1).

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Partiendo de la suposiciondidgs de Induccion) de
que un nimero natural cualquietecumple con la propiedad?(k), procede-
mos a demostrar que, en consecuencia, el nUmerd también debe cumplir
con dicha propiedad?(k + 1). Es decir, probamos la validez de la implicacion
P(k)= P(k+1).

En caso de poder realizar exitosamente lo anterior, ensamreluimos que la propie-
dad P se cumple para todos los nUmeros naturales.

A continuacion, veremos como funciona el método a sakerevisar algunos ejemplos
concretos.

Ejemplo 1. Pruebe que para todo nimero natural
_ n(n+1)
Solucion. Probaremos la validez de la formula a través de Induddiatematica.

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar dexatie la formula
para el casa = 1.

3En algunos textos, al presentar el esquema de induccitenstiéerenciarse tres etapas en lugar de dos.
En estos textos, la primera etapa consiste probar la valid@4 1), la segunda etapa consiste en enunciar la
Hipotesis de Induccion (i.e. suponer la validezRlg:), para un natural cualquiedg y en la tercera etapa
se prueba la validez dé(k + 1). Notese que en estos textos, la primera etapa corresprademente con
nuestro Paso 1, mientras que la conjuncion de las etapase® yogicamente equivalente con nuestro Paso
2, donde se pruebB(k) = P(k + 1).
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= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la formula edavglara un nUmero
natural cualquiera = k.

Hipotesis de Inducciorn: +2 + --- + k = @

y a partir de esto establecemos la validez de la formulampard: + 1.

1424+ (k+1) = (A+24-4k)+((k+1)
= HEAD g
k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)(k+2)
2
(k+1)[(k+1)+1]
2

Con esto termina nuestra prueba por induccion y podemadigoque la formu-
la se cumple o es valida para todo nimero natural

Es importante darse cuenta que el principio de inducciboifuna porque al demostrar
que cada vez que la propiedad se cumple para un nimerolratalguiera, entonces
también se cumple para el siguiente. Sabiendo que la plagise cumple para el

primer niUmero natural (el nUimeid, entonces también se cumple para el nan2ero
Como se cumple pa entonces también se debe cumplir payaasi sucesivamente.

Ejemplo 2. Pruebe que para todo nUmero natural
2 2 2 _ n(n+1)(2n+1)
12422 4. 4 p? = L=
Solucion. Probaremos la validez de la formula a través de Induddiatematica.

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar dexatie la formula
para el casa = 1.

12 = 14DRWO+] _ 1@6) _ 6 _
6 6 6

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la formula edavalira un nimero
natural cualquiera = k.

E(k+1)(2k+1)

Hipotesis de Induccion? + 22 + .- - + k% = B
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y a partir de esto establecemos la validez de la formulampard: + 1.

P22+ 4 (k+1)? = (1P+2°+ - +k) +(k+1)°
_ k(k+1)6(2k+1)+(k+1)2
k(k+1)(2k+1) 4 6(k + 1)
(k+1) [k(2k46— 1) +6(k +1)]
(k+1)(2k2+67k+6)
(k+1)(k—|6—2)(2k+3)
(k+1)[(k(—ii—1)—|(;1][2(k+1)+1]

Por lo que concluimos que la formula se cumple para todoenGmaturak.

Las demostraciones por Induccibn pueden compararse @faabdomina Si pone-
mos varias fichas de domind paradas y colocadas en hileraagneéda de la otra, al
tirar la primera ficha, ésta caera sobre la segunda prodocsu caida; la caida de la
segunda provoca que caiga la tercera ficha; la tercera fichbala la cuarta y asi su-
cesivamente hasta que todas las fichas caen. En esta coidpashcaer la primera
ficha se inicia una especie de reaccion en cadena que tepnavacando la caida de
todas las fichas.

De igual forma, una vez que se han realizado las dos etapasad#emostracion por
Induccién, la validez de la propiedad para el nUmero 1€lgi&sla induccion) implica
la validez de la propiedad para el 2, la validez para el 2 ivagh validez para el 3y
asi sucesivamente (paso inductivo), de manera que podemolsir que la propiedad
es valida para todos los nimeros naturales.

Aunque en su forma mas simple la Induccion Matematicassepara probar que de-
terminada propiedad se cumple para todo nUmero natugabs#isle adaptar el método
para probar la validez de una afirmacion para otros conjudgamimeros (no solamen-
te los naturales). A continuacion, presentamos un teijeen@o donde se prueba la
validez de una propiedad que se cumple sblo para los nignrepares.

Ejemplo 3. Pruebe que para todo nimero impael nimeram? — 1 es divisible entre
8.

Solucion. Probaremos la validez de esta propiedad de divisibilidadnexlio de In-
duccion Matematica. Cabe sefialar que en la prueba seatdilla notacion de con-
gruenciag.

4Diremos quex = b (mod m), cuandoa — b = km para algin enterb. Si deseas conocer mas a fondo
algunos detalles con respecto al concepto de congruemaalor, te sugerimos consultar el articulo sobre
este tema que aparece en tu revista Tzaloa No.2, afio 2009.
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= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar dexatie la formula
para el case = 1.

12-1=1-1=0=0(mod8).

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la propiedadies y@ra un nimero
impar positivo cualquiera = 2k + 1, dondek € {0,1,2,...}.

Hipotesis de Induccion2k + 1)2 — 1 = 0 (mod8).

Ahora, con base en esto, probamos la validez de la propieatadep siguiente
imparn = 2k + 3.
(2k+3)2 -1 = [(2k+1)+2) -
(2k 4+ 1) + ()(2k+1)+4—1
(2k +1)? —1+4(2k+1)+4
[(2k+1)* —1] +8k+38

Aplicando la hipotesis de induccion tenemos
(2k+3)>—1=[(2k+1)>—1] +8k+8=0+0+ 0 (mod8).

Por lo que se concluye qué — 1 = 0 (mod8) para todo niimero impar.

En este ejemplo, pudimos ver como el esquema de Induccitrrivhtica puede ser
modificado para probar que una propiedad se cumple para yantorgue no sea
necesariamente el de los nimeros naturales. Esto pudsbgmerque el conjunto de
los impares cumple con las dos propiedades basicas quarfgmdan el Principio de
Induccién: los impares forman un conjunto ordenado quretien elemento minimo (el
numero 1) y el resto del conjunto se genera a partir de esteegito minimo mediante
aplicaciones repetidas de la funcion sucesor para impéies- i + 2.

1, s(1) =3, s(3) =5, s(5) =7, s(7) =9, etc.

A este tipo de conjuntos se les llama conjunbden ordenadod.os naturales es el
ejemplo mas conocido de conjunto bien ordenado. De la misareera que la Induc-
cion Matematica tradicional se usa para demostrar queromedad se cumple para
el conjunto de los nimeros naturales, podemos usar mesmtiptadosle induccion
para probar que una propiedad se cumple para otros conjgigogpre y cuando estos
sean bien ordenados.

Ejemplo 4. Pruebé quen! > 3"~2, paratodo natural > 3.

Solucion. Procedemos a probar por Induccion la validez de la deslgdgbara todo
nimero naturak > 3.

SRecuerde que! =1-2- ... - n.
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= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar tiexadie la desigual-
dad para el primer caso= 3.

31=1-2-3=6>3=3372

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Suponemos que la desigualdaalida yaran = k,
dondek es un nimero natural cualquiera tal duz 3.

Hipotesis de Inducciork! > 3+-2

Ahora probamos la validez de la desigualdad parak + 1, dondek > 3.

(k+1)!=1-2-3- ... - k-(k+1)=k-(k+1).
Aplicando la hipétesis de induccion tenemos
(E+1)! =kl(k+1)>32.(k+1) >32.3 =3k1 =302

Por lo que se concluye que > 3”2, paratodo natural > 3.

En este Gltimo ejemplo pudimos observar como el métodadigccion se puede usar
comenzando en un natural distinto de uno. En algunos casests que una determi-
nada propiedad se cumple para todo nUmero naturaln, en estos casos el esquema
de Induccién se modifica, de manera que en vez de probardadieda induccion para
n = 1, se hace para = m.

Para concluir nuestra exposicion, trataremos otra viridel Principio de Induccién
que para ciertos problemas suele ser mas comoda que larverginal. En esta va-
riante, conocida comtmduccion Fuerte Induccibn Completase plantea la hipbtesis
de induccibn de manera mas general: se supone que la gaodps valida para < k,
en lugar de suponer que la propiedad es unicamente valkidé paabe mencionar que
ambos principios (Induccion e Inducciébn Fuerte) soridamente equivalentes, por lo
que pueden ser usados indistintamente y la eleccion dalelgllos usar no debe te-
ner otra consideracion adicional que la facilidad quegarsuno u otro principio para
resolver el problema.

Para ilustrar el uso del Principio de Induccién Fuerte, legigeiiente ejemplo expon-
dremos la prueba de una propiedad de los nUmeros de Fihofates de presentar el
ejercicio recordemos como se define la sucesion de Filoonac

Fr =1
Fr =1
F, Fn_o+ F,_1, paran > 3.

Es asi, que los primeros numeros de la sucesion de Fibisat

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, ...
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Ejemplo 5. Pruebe que para todo entero> 1, F,, < 2™.

Solucion. Procedemos a probar por Induccion Fuerte la validez depestaedad de
los nUmeros de Fibonacci.

= Paso 1 (Base de la Induccion).- Procedemos a mostrar tiexgbara los nime-
roskyy ks

FF = 1<2!
F, = 1<4=2%

= Paso 2 (Paso Inductivo).- Séaun nimero natural cualquiera tal gke> 2.
Suponemos que la propiedad se cumple para todo nufgrdondel < m <
k.

Hipotesis de Induccionf,, < 2™, paral < m < k.

Usando la Hipotesis de Induccion para | y Fy, establecemos la validez de
la propiedad paré&j.1, conk > 2.

Fropi = Fya+F
< okl ok
= 2142001
= (142)-2F1!
— 3. 2k71
< 22 . 2k—1

Por lo que se concluye gug, < 2™, paratodo naturat.

A pesar de que cuando usamos el esquema de Induccion Ferer hipotesis de
induccion suponemos la validez de la propiedad para tadosdsos donde < k, es
frecuente que en el desarrollo del paso inductivo sblo seagario utilizar algunas de
las instancias posibles. Notese que en el ejemplo ant#iorusamos 2 instancias de
la hipbtesis de induccion: para = ky param = k — 1.

Otro detalle del Gltimo ejemplo que merece especial abenesta en la demostracion
de la base de lainduccion: al probar la base de la inducci&blo se hizo para;, sino
gue ademas fue necesario hacerlo también parbho anterior obedece a la naturaleza
misma de la sucesion de Fibonacci, ya que esta se generdraled® y F> mediante

la definicion:F,, = F,,_o + F,_1, paran > 3. En este caso, el conjunto de Fibonacci
es un conjunto bien ordenado con la propiedad especial darcoon 2 elementos
minimos:Fy y Fy, que son los generadores del conjunto y, por lo tanto, la dade
induccion debe ser probada para ambos.

Como pudimos ver en este articulo, la Induccion Matecagiermite probar la validez
de formulas y propiedades que se cumplen para todos losnogmaturales. Asimis-
mo, también vimos que este método es igualmente Gtildmana requiere probar una
propiedad para otros conjuntos, siempre y cuando estobsanrdenados.
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Las ideas que sustentan al Principio de Induccion se remanépocas muy antiguas
y su formalizacion se ha venido refinando con el paso delteebido a su enorme
poder, actualmente se le utiliza de manera muy extensagantmtematicas como en
ciencias de la computacion. Existen muchas variantestdggacipio, que van desde
las versiones equivalentes (como el Principio de InducE€iderte o el Principio del
Buen Ordef) hasta los esquemas de induccion para el caso de ordirsiefinitog.

EJERCICIOS
1. Pruebe qua es divisor de2* + 2n para todo entero positive.

2. Pruebe sh es un entero positivo cualquiera, entonces se cumple |gesigu
formula para la suma de cubos

13_;_23_|_..._|_n3:"2(”%:“1)2

3. Eljuego de Nim se juega entre dos personas con las sigaissglas: Se pone un
numeron de fichas iguales sobre la mesa. Cada jugador en su turno foueale
1, 2 6 3 fichas. El jugador que toma la Gltima ficha pierde. Demuesiee el
primer jugador tiene una estrategia ganadora siempre ydouag 1 (mod4).

4. Pruebe que el nUmero total de diagonales que tiene ugopal'convexo de
lados @ > 3), es@.

5. Pruebe que para todo entero positivo

1 1 1 _ _n
T3t 23t T am D T arn

6. Considere la sucesion de Fibonakgi F», . .. y demuestre que
(F1)2+(F2)2+"'+(Fn)2 :Fn'Fn+1

7. Pruebe qué3n)! > 26"~* para todo entero positive.

Bibliografia
1. Swokowski, EarIAIgebra Universitaria CECSA, México 1987.
2. De Oteyza, et. allemas Selectos de Mataticas Prentice Hall, México 1988.
3. Courant R, H. Robbing,QLe son las Mate#ticas?FCE, México 2002.

6EI Principio del Buen Orden establece q&:P es un subconjunto no vacio de numeros naturales,
entoncesP tiene un elemento minimo.

7Los ordinales transfinitos son nimeros construidos coedda de conuntos y que estaras alladel
infinito de los nimeros naturales. El estudio de estos ndsr{@ritmética Transfinita) tiene sus origenes en
los trabajos del matematico francés Georg Cantor (18481



Problemas de pictica

Como en el nimero anterior, en esta seccibn encontearaseresantes y variados
problemas. En esta ocasion, hemos hecho nuestra selamigiderando problemas
de distintos grados de dificultad, desde problemas fatéeta problemas de concursos
estatales.

Te desafiamos para que pongas a prueba todas tus capacpEdes) te desanimes
ni te rindas si no puedes resolverlos al primer intento,emtaique la perseverancia es
la clave del éxito y que la practica hace al maestro.

En la siguiente seccibn encontraras las soluciones des &lbbs, pero te recomendamos
gue no la consultes sino hasta después de haber trabajpdcaen cada problema.

Problema 1.Encuentra todos los triangulos rectangulos tales quenéidas de uno
de sus catetos y de la hipotenusa sean niumeros enterosgedildandel otro cateto sea
igual a la raiz cuadrada @809.

Problema 2.Carlos tiene un cuadrado de papel de lado

1. Quiere dividirlo en tres partes como se muestra en la fighirkas tres partes
deben tener la misma area, ¢ cuanto debe méedir

T

2. Ahora, quiere dividirlo en cuatro partes, de forma qudres triangulos que no
estan sombreados tengan la misma area. ¢ Cuanto delbrerfmedi
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x

3. Con las medidas de la pregunta 2, Carlos traza la Fédtperpendicular & B.
Muestra que las recta¥C', HJ y DI son concurrentes.

D J C

N

A r H B

Problema 3. Decimos que un nimero entero mayor o igual a b@snosi puede
escribirse como la suma de niUmeros naturales, tales quemade sus reciprocos sea
igual al. Por ejemplo, el nUmerdno es bueno ya que

3=1+2 y t4+1#£1,
3=1+1+1 y ++1+1+£1

1. ¢Cuales son los nUmeros naturales menore$@gee son buenos?
2. Muestra que todos los cuadrados perfectos son buenos.

3. Muestra que si es bueno, entonces los numeros de la foema- 2y 2n + 9
también son buenos.

Problema 4.En una escuela haiy0 salones. Cada estudiante de cada salbn conoce
exactamente a un estudiante de cada uno de los 9tsaones. Demuestra que el
namero de estudiantes en cada salon es el mismo. (Noteestuelianted conoce al
estudianteB, entonces el estudiant& conoce al estudianté).

Problema 5.Seap un nUmero primo. Encuentra todas las soluciqaeg) de enteros
que satisfacen la ecuacipfir + y) = zy.

Problema 6.Sean > 1 un entero. Tienes lamparas alineadas y numeradas, de iz-
quierda a derecha, dea n. Cada lampara puede estar encendida o apagada. Cada
segundo, determina la lampara apagada de mayor nUmeviedeérel estado de ésta

(de apagada a encendiday viceversa) y de las lamparasipaes€lamparas de mayor
namero).
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1. Muestra que en algin momento todas las lamparas estacandidas.

2. Siinicialmente todas las lamparas estan apagadaguftede cuantos segundos
todas las lamparas estaran encendidas?

3. Sin = 11y al inicio solo las lamparas, 9 y 10 estan encendidas, ¢, después de
cuantos segundos todas las lamparas estaran encehdidas

Problema 7.En una pequefia ciudad se quiere establecer un sistemangigdree con
por lo menos dos lineas de autobls, que debe cumplir que

1. cada linea pase por exactamente tres paradas;
2. cada dos lineas distintas tienen exactamente una pamaaenin;
3. para cada dos paradas de autobUs distintas, existeneaajlle pase por ambas.

Determina el nimero de paradas de autobUs de la ciudad.

Problema 8.Considera un tablero dex 3, donde todas las casillas inicialmente tienen
un cero.

010(0O
0O10(0O
01010

Para alterar los nUmeros del tablero, solo se permitglaesite operacion: escoger un
subtablero de x 2 formado por casillas adyacentes, y suhartodos los numeros del

subtablero.

1. Determina si es posible, después de una secuencia decmpers permitidas,
obtener el siguiente tablero

7192
152512
8 [18]10

2. Utilizando Unicamente operaciones permitidas, teandim llenar el siguiente ta-
blero
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14

191 36

14

Problema 9.En una olimpiada de Matemaéticas los concursantes estjando to-
dos los asientos de un salon rectangular donde los asiesii@s alineados en filas y
columnas de manera que hay més de dos filas y en cada fila lsagentos asientos.
Cada concursante le da la mano a cada compafiero que dsta gin(adelante, atras,
al lado y en diagonal). Si hay20 saludos, ¢,cuantos concursantes hay?

Problema 10.Carlos escogi® digitos distintos y formé con ellos un numero gle
digitos. Sofia formdé un nimero con I6sdigitos que Carlos no escogib. ¢Puede la
suma de los dos nimeros ser iguaka, 2227

Problema 11.Si el trianguloACE es rectangulo, ¢ cual es la razbn entre las areas de
los triangulosBDF'y ACE?

A

3
B 15

Problema 12.Determina todas las parejés:, n) de enteros positivos que satisfacen
la ecuacionn™ = n™™",

Problema 13.Considera todos los nimeros@digitos en los que aparecen los digitos
1,2,3,...,9unay sblo una vez. Calcula la suma de todos estos nimeros.

Problema 14.Prueba que si una progresion aritmética de enteros ceniie cuadrado
perfecto, entonces contiene una infinidad de cuadradosqgbest

Problema 15.SeaABCD un cuadrilatero con angulasA = 60°, /B = 90° y
/C =120°. Las diagonalesiC' y BD se intersectan en un punfbtal que2BS =
SD. SeanP el punto medio deAC, M el pie de la perpendicular desde sobre
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la diagonalBD, y N el pie de la perpendicular desdesobre BP. Demuestra que
SM =SNyqueAD = DC.

Problema 16.Demuestra que todo entero que no es multipl®de de 5, tiene un
mdltiplo con todos sus digitos igualeg a

Problema 17.La igualdad2008 = 1111 + 444 + 222 4+ 99 4 77 + 55 es un ejemplo
de descomposicion del nUme2608 como suma de enteros positivos distintos de mas
de un digito, cuya representacion (en el sistema decimifida un solo digito.

1. Encuentra una descomposicion de este tipo para el nioes.

2. Para el nUmer2009, determina todas las posibles descomposiciones de aste tip
que utilizan el menor nimero posible de sumandos (el ordémsdssumandos no
se tiene en cuenta).

Problema 18.Se tienen en el plan®» puntos:n de color blancop de color azul yn
de color negro. Cada uno de los puntos esta unido con puetoalor distinto al suyo
medianten + 1 segmentos exactamente. Si entre cualesquiera dos pugtasdmas
un segmento, demuestra que hay por lo menos un triangutwafty por vértices de
distinto color.

Problema 19.Determina si existen enteros positivog b tales quex* +1y b> +1 no
sean divisibles entr&9, pero quea* + 1)(b? + 1) sea divisible entrg9.

Problema 20.Un cuadrilatero convexd BC D no tiene lados paralelos. Los angulos
formados por la diagonalC'y los cuatro lados so56°, 55°,19° y 16° en alglin orden.
Determina todos los valores posibles del angulo agude éiitry BD.
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Soluciones a los problemas de
practica

En esta seccibn encontraras las soluciones que hemaasradeppara 1020 proble-
mas de la seccion anterior. Es importante que tengas eteoge® las soluciones que
agui presentamos no son necesariamente las Unicas ojtassntan sblo son ejemplos
del tipo de razonamiento que se busca estimular en los pnalside olimpiada. Piensa
gue cada problema puede tener tantas soluciones como igadisas y originales se
desarrollen con base en la l6gica y en la argumentacigacar

Si encontraste una solucion diferente de las nuestras gtas seguro de su validez,
o simplemente quieres compartirla con nosotros, te inda&para que nos escribas a
nuestra direccion electronicaevi st aomm@nai | . com

Solucion del problema 1.Seam la longitud de la hipotenusas la del otro cateto,
entonces por el teorema de Pitagoras (ver el Teorema 1péetie) tenemos que

n2 + 2009 = m?2,
de donde es facil ver que
2009 = (m +n) (m — n).

Observamos que ambos factores deben ser impares ya quedsigtprtambién lo es.
Como2009 = 72 - 41 sblo hay 3 posibilidades para estos factores, cada unaake es
posibilidades genera una solucion

= m+n=287ym—n=7,dedonden = 147y n = 140,
= m+n=49ym —n =41;de donden =45y n = 4,
= m+n=2009ym—n=1;dedonden = 1005y n = 1004.
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Solucion del problema 2.

1. Elareade los dos triangulos igualesgser el Teorema 6 del apéndice). Luego,
el area del rombo es—2(5) = 1 —x. Como las tres areas son iguales, tenemos
quel — z = £, de donder = 2.

2. El area de los dos triangulos igualesses el area del triangulo sombreado es
@. Luego, el area del otro triangulo es

1_(1—$)2_2(E): _(1—&6)24-2&6:1_1-‘1-&62.
2 2 2 2
Entonces,
T 1_1+a:2
2 2
P +z—-1 = 0
~1++/5

Comozx > 0, concluimos que: = \/52‘1.

3. Supongamos que las rectas no son concurrentes. Llan@nehk interseccion
deHJ conDIy O, alainterseccion dél J con AC.

D J C

O2 x
<

I

A r H B

ComoAD es paralela & J, los triangulosAC D y O,CJ son semejantes (ver
la definicion 9 y el Teorema 10 del apéndice). Luego

1 DA

1—:0_ J027

es decirJO; = 1 — z. Por otro lado, los trianguloBC D y O, J D son también
semejantes. Luego

xr J01

1 oz’
0 bien,JO; = 22. Comoz? = 1 — z, tenemos qué; y O, tienen que ser un
mismo punto. Por lo tanto, las rectd€’, HJ y DI son concurrentes.
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Solucion del problema 3.

1. Observemos primero que si uno de los sumandos es igudhasuma de los
reciprocos va a ser mayor queEsto implica que2 y 3 no son buenos. Si nos
fijamos en las sumas que no tienert @bmo sumando tenemos que,

» 4=2+2y1+1=1 porloque es bueno;

5 =2+ 3, porlo que no es bueno;

6=44+2=3+3=2+2+2, porloque no es bueno;

7=5+4+2=4+4+3=2+2+ 3, porloque no es bueno;

8=64+2=54+3=44+4=3+3+2=4+2+2=24+2+2+2,por
lo que no es bueno;

9=3+3+3y++1+1=1,porloque es bueno.

Por lo tanto, los nUmeros naturales menoresigugue son buenos sainy 9.

2. Tomemos un cuadrado perfectd, Entonces

) 11 1
n=n+n+---+n y -4+ =44+ =-=1
D e ——— n n n
n—veces —
Por lo tanton? es bueno.
3. Sin es un nimero bueno tenemos que existen nlmegtaes, . . . , ax tales que
apt+ag+---+ar = n
1 1 1
— 4=+ +— = 1
al ag (477
Entonces, tenemos que
201 + 209+ -+ 2a+2 = 2n+2
1 1 LR S S
201 2as 2, 2 2 2
y
2a1 +2a2+--+2a,+3+6 = 2n+9
LU SRR SIS SO S S B
2a1  2as 2, 3 6 2 2

Por lo que2n + 2y 2n + 9 son numeros buenos.

Solucion del problema 4.Consideremos dos salones arbitrarios, digamos el s&lon
y el salonY’. Sera suficiente demostrar que ambos salones tienen ebmismero de
estudiantes. Procedamos por contradiccion y supongaingsérdida de generalidad,
gue el nimero de estudiantes ¥ees mayor que el d€. Como cada estudiante dé
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conoce exactamente a un estudiant&’déenemos que hay al menos dos estudiantes
Ay B deX que conocen al mismo estudiadtedeY’, ya queX tiene mas estudiantes
queY. Pero entonces el estudiardtede Y conoce al menos a dos estudiantes<ddo

gue contradice la hip6tesis del problema. Por lo taftgy, Y tienen el mismo nimero
de estudiantes.

Solucion del problema 5.Comop(z + y) = xy, tenemos que divide azy, luegop
divide ax 6 p divide ay. Supongamos quedivide ax, es deciry = pa para cierto
enteroa. Entonces,

plx+y) = =y
p(pa+y) = pay
pat+y = ay
yla—1) = pa
pa
vy = a—1"

Comoy debe ser un nimero entero, entongés debe ser entero, es decir- 1 debe
dividir a pa. Comoa y a — 1 son primos relativos (ver la definicion 1 del apéndice),
a — 1 debe dividir ap, de donder — 1 = &1 6a — 1 = %p.

= Sia— 1= —1, entonces, = 0, de dondec =0y y = 0.

m Sia —1=1, entonces = 2,de donder = 2py y = 2p.

= Sia—1=—p,entoncess = —p+ 1,dedonder = p(1 —p)yy=p— 1.
s Sia —1=p,entonces =p+1,dedonder =p(p+1)yy=p+1.

Observemos que la ecuacion es simétrica, lueg6 fesejas

(0,0); (2p, 2p); (p(L—p),p—1); (p(p+1),p+1); (p—1,p(1=p)); (p+1,p(p+1)),

son todas las soluciones enteras de la ecuacion.

Solucion del problema 6.Representemos pdr una lampara encendida, péruna
lampara apagada y cada configuraciorddel correspondera a un nimero escrito en
base2. Observemos que si en algln paso, el Gltimo digit6, &3 sera el Gnico digito
alterado en el siguiente paso, es decir, el nimero aundsriama unidad. Por ejemplo,
supongamos que las lamparas representan al nUtner®10, que corresponde en
base2 al nlmero2. Entonces, en el siguiente segundo el numero @era011 que
corresponde & en base.

Ahora bien, supongamos que el numero termina en un bloquedg anticipado
de un cero....011...11. En el siguiente paso el nimero sera100...00, pero
(...011...11) +1 = ...100...00. Por lo tanto, en cualquier caso el nUiméres
sucedido por el nimero+ 1.

1. Observemos que el mayor nUmerorddigitos escrito en bask es aquel que
tiene losn digitos iguales a. Por lo tanto, en algin momento todas las lamparas
estaran encendidas.
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2. Observemos que en bagehay 2™ nimeros de a lo méas digitos. Luego, ini-
ciando en) debemos llegar @* — 1 , pasando por todos los enteros positivos
intermedios. Por lo tanto, despuésXfe- 1 segundos todas las lamparas estaran
encendidas.

3. Sin = 11 y al inicio sblo las lamparas, 9 y 10 estan encendidas, entonces la
configuracion inicial 80000100110 que representa al nUmerd+22+2 = 38.
Luego, después d@!! — 1) — 38 = 2009 segundos todas las lamparas estaran
encendidas.

Solucion del problema 7.Como tiene que haber por lo menos dos lineas, supongamos
que por lo menos hay paradas de autobls y denotemos Bgr= abc a la linea de
autobls que pasa por las paradaky c, sin importar el orden, es deci, = abc =

R, = bca es la misma linea de autobUs.

Ahora bien, supongamos que hay por lo mehpsradasi, 2,3y 4y queR; = 123

es una de las lineas. Como para cada dos paradas de ausibiiagidebe existir una
linea de autobls que pase por ambas, tenemos que deb@nl&ibneask,, R3 Y

R4, que pasan por las paradds4}, {2,4} y {3,4}, respectivamente. Consideremos,
por ejemplo, que las paradas3 y 4 estan en la misma linea de autolitis es decir,

Ry = 234. Luego,R; y R, tienen dos paradas en comin, lo cual es imposible. Ademas
como cada una de las linefils, R3 y R4 tienen exactamente una parada en com(n con
Ry = 123, tenemos qus = 14a, R3 = 24by R4 = 34c, paraa, b y ¢ distintos entre
siydistintos al, 2,3y 4.

Para mantener la notacion, seas= 5,b = 6y c = 7, luegoR,; = 145, R3 = 246

y R, = 347. Por lo tanto, hay por lo mendsparadas. Ahora supongamos que existe
por lo menos una parada mas, digamo&.I€omo para cada dos paradas de autobls
distintas, existe una linea que pasa por ambas, tenemasxigte una lined?, que
pasa por las paradasy 8. ComoR, tiene una parada com(n céfy = 246, entonces

R, =128, R, = 148 6 R, = 168. Veamos que ninguno de los casos es posible.

= Si R, = 128, entoncesk; = 128 y Ry = 123 tienen dos paradas en comn;
= Si R, = 148, entonceRR, = 148y R, = 145 tienen dos paradas en comUn;

= si R, = 168, entonceskR; = 168 y Ry = 347 no tienen parada en comdn,
contrario a la condicion (2) del problema.

Por lo tanto, el nimero de paradas de autobls no puede ser me7 ni mayor que

7. Ahora completemos la construccion del sistema de tratespara ver que efecti-
vamente existe una solucion cérparadas de autobls. Observemos que deben existir
lineasR;, Rg Y R7 que pasen por las parad@s 6}, {2,5} vy {3, 5}, respectivamente,
luego las otras lineas sdty, = 167, Rg = 257y R = 356.

Por lo tanto, l1ag lineasR; = 123, Ry = 145, R3 = 246 R4y = 347, R5 = 167, Rg =

257y Ry = 356, son un ejemplo del sistema de transporte que pasa por ety
paradas y cumple las condiciones del problema.
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Solucion del problema 8.Analicemos primero como se alteran cada uno de los nime-
ros del tablero, dependiendo del subtabler®de 2 que se escoja cada vez que se
aplica una operacion. Para ello, denotemosapére, d, e, f, g, h, i a cada casilla.

a b c
d|lel|f
gl h| i

Los nlUmeros de cada una las casillas, g, 7, sblo son alterados cuando se selecciona
el subtablero dé x 2 que los contiene, luego esos numeros indican el nUimereasy
que la operacién permitida fue utilizada en ese subtablero

Los nimeros de cada una las casillad, f, h son afectados por dos subtableros de
2 x 2 diferentes. Luego, el valor de cada una de estas casillgsialsai la suma de los
valores de las casillas adyacentes, es decir,

b = a+ec
d = a+y,
f= c+i,
h = g+t

El nUmero de la casilla es afectado por todos los subtableros que se elijan, luego
su valor corresponde al nimero de operaciones que serapliahtablero, es decir,
e=a+c+g+i.

1. Vemos que todos los numeros del tablero, excepto el dasifiaccentral, cum-
plen lo mencionado anteriormente. Pero ca&®az 7+ 2+ 8 + 10, no se puede
obtener dicho tablero.

2. Observemos quge=5Yy f = 17. De aquique; =9,c =8y b = 22.

14122 8
19136 17
511419

Solucion del problema 9.Denotemos por el nimero de filas del salon y pet el
numero de lugares en cada fila. Luego, en totaklhayconcursantes sentados. Veamos
cuantos apretones de manos da cada concursante seg@arejlie ocupa dentro del
salon.
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1. Las personas que estan sentadas en cada esquina dekéédosaludan a tres
compafieros. Como son cuatro personas, hay 12 saludos.

2. Cada una de las personas que esta sentada en la primgrarila Gltima, y
gue no esta en las esquinas, saluda a 5 compafieros. Lo migmde con las
personas que estan sentadas en la primera y Gltima coluhoea bien, como
hay2[(n—2)+ (m—2)] personas en estos lugares, teneidg, — 2) + (m —2)]
apretones de manos.

3. Cada una de las personas que esta sentada en el intésatée es decir, que
no esta en ninguna fila o columna de la orilla, saluda a 8 passcComo en total
hay(m—2)(n—2) personas en estos lugares, tenefjos— 2)(m —2)| saludos.

Entonces, como estamos contando dos veces cada apret@ndetenemos que

124+ 10[(n—2)+ (m —2)] +8[(n —2)(m —2)] = 2040
124+ 10[n+m — 4]+ 8[nm —2n—2m + 4] = 2040
8nm —6n—6m = 2036
dnm —3n—3m = 1018

n(4m —3) = 3m+ 1018.

Entonces3m + 1018 = 0 (mod4m — 3) (ver la defincion 3 del apéndice), de donde

12m+4072 = 0 (mod4m — 3)
3(4m —3) +4081 = 0 (modim — 3)
4081 = 0 (moddm — 3)

Luego,4081 debe ser divisor dém — 3. Como4081 = 7 x 11 x 53, tenemos que
los valores posibles den — 3 son1,7,11,53, 77,371,583 y 4081. Analizando cada
caso, vemos que los Unicos dos valores posiblesmpara son,,m = 14y n =200
viceversa. Por lo tanto, hayn = 14 - 20 = 280 concursantes.

Solucion del problema 10.Seamu, b, ¢, d, e los digitos que escogib Carloswyi, j, k, |
los digitos restantes. Podemos escribir los nimeros des3aSofia como

e+10d+10%c+10°%0+10*% y 1+ 10k + 10%j + 10% + 10*h
Seal la suma de los dos nimeros. Entonces

N = e+14+10(d+k)+10%(c+j) +103(b + i) + 10%(a + h)
l+k+j+i+h+e+d+c+b+a+

9(d+ k) +99(c+7) +999(b + ) + 9999(a + h)

= 454+ 9(d+k)+99(c+7) +999(b+ i) +9999(a + h),

+

yaquea+b+ctd+et+h+iti+k+l=1+2+3+4+5+6-+7+8+9+0 = 45. Esto
implica queN sea divisible entr. Sin embargo, el nimert22, 222 no es divisible
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entre9. Por lo tanto, no es posible que la suma de los nimeros desGaBofia sea
igual a122, 222.

Solucion del problema 11.Tracemos la perpendiculai@E por F'y llamemosh a su
longitud yx a la distancia entre el pie de la perpendicufay el puntoFE.

A
3
B 15
9 F
5
h
C 4 D H =z FE

Denotemos pofBDF') al area deBDF'. Tenemos que
(BDF) = (ACE) — (BCD) — (DEF) — (ABF).

ComoACE 'y BCD son triangulos rectangulos, tenemos U€'E) = &212) =96

y (BCD) = 29 — 18. Addemas(DEF) = 6hy (ABF) = 2182,

Observemos qué&'H es paralela 21C, por lo que los trianguloglCE y FHE son
semejantes (ver la definicion 9 y el Teorema 10 del apéhdicego, tenemos que

5 = AE 20
R AC 12
5o_ AE_ 20
r  CE 16’
de dondeh = 3y z = 4. Por lo tanto,
16 —4
(BDF) = 96—18—6(3)—M

2
= 42

)

(BDF) _ 42 _ 7

Y ace) ~ 9% — 16

Solucion del problema 12.Si m < n, entonces el lado derecho de la ecuacion no es
un entero. Luegan > n. Sead el maximo comin divisor der y n (ver la definicibn
2 del apéndice). Entonces = duy n = dv conu y v enteros positivos y primos
relativos (ver la definicion 1 del apéndice). Como> n, tenemos que > v. Luego,
mn — nm—n
(du)dv — (dv)d(ufv)
(du)’ = (dv)“7".
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Comowu > v, tenemos qudu > dv. Luego, siv > u — v tendriamos quédu)? >
(dv)*~*. Por lo tantop < u—v. De aqui que podemos dividir la Gltima ecuacion entre

d’ y obtenemos
uv — du72vvu7u

De aqui se sigue que divide au”, pero comou y v son primos relativos, la Gnica
posibilidad es que = 1. Por lo tanto, la ecuacion se simplifica a

u = du72

Siu=1,entoncesl = 1,m=1yn = 1. Siu = 2, entonceg = d° = 1 que es un
absurdo. Siv = 3, entonces! = 3, m = 9y n = 3. Siu = 4, entoncest = d? de
donded = 2, m = 8y n = 2. Sid > 4, entonces, > 4y u = d*~2 > 4“2, pero
4v=2 > y siu > 3. Luego, no hay soluciones &i> 4. Por lo tanto, las soluciones
(m,n)son(1,1),(8,2)y(9,3).

Solucion del problema 13.Primero consideremos a todos los nimeros que empiezan
con el digitdd. En total hay8! de estos nUmeros, esto porque se pueden &elgitos

para el segundo lugar (contado de izquierda a deretipaya el tercer luga6 para el
cuarto, etc. Ahora, en la suma que estamos calculando, tgitta@de estos nUmeros
contribuye corp - 108, por lo que en la suma, el total de los digifogue estan en la
primera posicion contribuye cof9 - 10%) 8!.

Analogamente, los digito® que estan en la segunda posicion contribuyen (©on
107)8!, los que estan en la tercera posicion ¢on 10°) 8!, etc. Siguiendo este razo-
namiento se concluye que la contribucion total de lostd$gi a la suma es de

9(8) (108 +10"+---+1041).

El razonamiento anterior puede reproducirse para caltutntribucion de los otros
digitos, de esta forma los digitsontribuyen com (8!) (108 + 107 + - - + 10 + 1),
los digitos7 con7 (8!) (10% + 107 + - -~ + 10 4 1), etc.

Con base en lo anterior, es facil ver que la suma buscada es

8194+ 8+ +2+1) (10°+10" +--- +10+ 1) = 8 (45) (111,111, 111).

Solucion del problema 14.Supongamos que el primer cuadrado perfecto de la suce-
sion esa? y que la diferencia com(n es Entonces la sucesion, a partir depuede
verse como

L, a% a’+r a?+2r, a®+3r, ...
Es claro que eventualmente se llega al término
a?+ 2a+7r)r = (a+r)2

Una vez que a partir del primer término cuadrado de la soogs#mos podido en-
contrar uno mayor que él, este procedimiento puede repatifinitas veces. De esta
forma podemos concluir que la sucesion contiene una ifihite cuadrados perfectos,
a saber



24 Soluciones a los problemas de factica

a?, (a+r)2, (a+2r)2, (a+3r)2,

Solucion del problema 15.Como/DAB + Z/BCD = 180°, el cuadrilatercdBC'D
es ciclico (ver la definicion 16 y el Teorema 17 del apéediy como/ZABC =
90° tenemos quelC es diametro de la circunferencia circunscrita al cuatiil (ver
Teorema 15 del apéndice). Luedgdgs el centro de dicha circunferencia, y comd
es una cuerda perpendicular al radio que pasalporenemosV es punto medio de
BD (ver Teorema 18 del apéndice).

B

ComoZDAB = 60°, tenemos queZDPB = 120° ya que abren el mismo arco. El
trianguloBD P es isbsceles, luegBM es bisectriz W M PB = 60° (ver la definicion
7 del apéndice). Fijandonos en la suma de los angulosmwgele los trianguloB M P

y BSN, tenemos que PBM = 30°y /BSN = 60°. Entonces, el triangul®S N
es la mitad de un triangulo equilatero de la@8, es decirSN = %.

Denotemos por a la longitud deBS. EntoncesSD = 2oy DM = B2 = 3z,
Luego,SM = DS — DM =2z — 3£ = £ = SN.

Ahora, comoSN = SM, tenemos queé’S es bisectriz del angula M PB. Por lo
tanto,30° = ZMPS = /SPB = Z/CPB. Entonces/CAB = 15°. De aqui que
/CAD = 45°. Ademas/ADC = 90°, puesAC es diametro. Por lo tanto, el triangu-
lo ADC es rectangulo e isosceles ca® = DC.

Solucion del problema 16.Sean un nimero entero que no es mltiplo Zlei de 5.
Queremos mostrar quetiene un multiplo que se escribe con puros digito€on-
sideremos los primeros + 1 nUmeros que estan formados s6lo con el digjtes
decir

1, 11, 111, 1111, ..., 11...1.
—
n+1

Como al dividir entren s6lo hayn residuos posibles, al menos dos de estos nmeros
deben ser congruentes moduldver la definicion 3 del apéndice), es decir, al divirse
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entren dejan el mismo residuo y su diferencia es un multiploadSupongamos que
estos dos nimeros soniedsimo yj-ésimo ¢ < j). Su diferencia es igual a
11...100...0.
J— )

Comon divide a este nimero y ademas es primo relativo b@nentonces: debe
dividirall...1.

Y

J—

Solucion del problema 17.

1. Queremos encontrar una descomposicion del nugteden la forma
2009 = 1111a + 111b + 11¢,

dondea, b y ¢ son enteros mayores o iguales que cero y menores o iguales que
142+4+---49 = 45, pues los sumandos de la descomposicion deben ser distinto
y se puede factorizar en un solo sumando a todos los nUmeedgegen cuatro
digitos, en un solo sumando a todos los que tienen tredjgi en un solo
sumando a todos los que tienen dos digitos. Coo00 = 11(182) + 7, tenemos
que

11(182) + 7 = 11(101a + 10b + ¢) + b,

de dondd82 = 101a+ 10b+ c+ % Luego,11 debe dividir ab — 7, es decir,
b= 11k+ 7 paraalgin enterbcon0 < k < 3, pues) < b < 45. Sustituyendo,
tenemos que

182 = 10la+110k+70+c+ k&
112 = 10le+ 111k +c.
Es claro quer < 2, pues de lo contraridl 1k + ¢ = 112 — 101a < 0 lo cual no

es posible yaque > 0y ¢ > 0. Por lo tanto, los valores posiblesdsonl y 0.
Sia=1,entoncet =0yc=11.Luegob =7y

2009 = 1111+ 777+ 121
1111 + 777 + 66 + 55,

dondec = 11 se escribidb comé + 5.

Sia = 0, entonces = 1y ¢ = 1. Luego,b = 18 que si lo escribimos como
18 =9+ 6 + 3, tenemos que

2009 = 999+ 666 + 333 + 11.

2. Analizando las soluciones can= 1y a = 0, vemos que no es posible obtener
una descomposicion pag@09 con menos dd sumandos. En el primer caso,
tenemos que = 1, b = 7y 11. Como queremos encontrar todas las sumas con
cuatro sumandos, tenemos que encontrar todas las formasrilgreall como
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suma de dos enteros positivestas som = 11 = 942 = 843 = 7+4 = 6+5.
Luego, hayt formas de expresar2009 en este caso.

En el segundo caso, tenemos que- 0, b = 18 y ¢ = 1. Entonces, debemos
contar el nUmero de formas de expresa® aomo suma de tres enteros positivos.
Claramente,

18 = 94841 = 94742 = 9+6+43 = 94+5+4 = 8+7+3 = 84+6+4 = 7+6+5,

por lo que hayr formas de expresar#09 en este caso.
Por lo tanto, en total hayl posibilidades.

Solucion del problema 18.Consideremos el punto que tiene el mayor nimero de co-
nexiones con puntos de otro color. Supongamaos, sin péddidgeneralidad, que este
punto N es de color negro y que esta conectado guntos de color blanco. Como
k <ny N esta conectadoia+ 1 puntos, debe existir un puntbde color azul al que
esta conectad®y. Ahora, el nlmero de puntos negros con los que esta caltedtas
necesariamente menor o igual quépuesN tiene el mayor nimerk de conexiones
con puntos de otro color), por lo qué esta conectado con por lo menest 1 —

k puntos blancos. Como sbélo haypuntos de color blanco y el nUmero de puntos
conectados coV mas el nimero de puntos conectados dosuman por o menos
n + 1, necesariamente hay un punto blanco conectado a ambos, goe {ya tenemos
el triangulo buscado.

Solucion del problema 19.Supongamos que si existen tales enteros. Como queremos
que el nimerda* +1)(b* + 1) sea divisible entr89 y 39 = 3-13, tenemos que alguno

de los nmeros* + 1 6 b + 1 debe ser maltiplo d8. Ademas, ya que los enteroy

b son congruentes can 1 6 2 modulo3, tenemos que* =001 (mod3)y b? =0

01 (mod3). Luego,a* +1 =162 (mod3)yb?+1 =162 (mod3). Por lo tanto,
ninguno de los dos nimerag + 1y b + 1 es divisible entre3, y en consecuencia

(a* + 1)(b* + 1) tampoco es divisible enti& lo que es una contradiccion. Luego, no
existen tales enteros.

Solucion del problema 20.Tenemos tres casos por considerar: que los dos angulos
iguales estén en el mismo vértice, que estén en vérijpesstos pero del mismo lado

de la diagonal, y que estén en vértices opuestos y en lgpdestos de la diagonal. Este
Gltimo caso se puede descartar debido a que el cuadoitadrene lados paralelos (ver

la definicion 14 del apéndice).

1. En el primer caso, supongamos que los angulos iguakes estel mismo veérti-
ce, el vérticeC'. Dibujemos el excirculo del triangulBC D opuesto al vértice
C'y llamemosE a su centro. SeaR y ) los puntos de tangencia en las pro-
longaciones de los ladaBC y C'D, respectivamente. Comb esta en la bi-
sectriz del anguldBCD y A también, tenemos qué, £ y C son colineales.
Por otra parte, tenemos quePBE = /EBD Yy /QDFE = /EDB. Luego,
/BEC = /PBE - 55°y Z/ZDEC = ZQDFE — 55°. De aqui que la suma de
los angulos del trianguIB E'D es

/BEC+/DEC+/EBD+/EDB =2/EBD+2/EDB—110° = 180°.
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Luego,Z/EBD + Z/EDB = 145°, de donde/ BED = 35°. Pero/BAD =
16° + 19° = 35° y los puntos4, E'y C estan en la misma recta. Por lo tanto, el
vértice A coincide con el puntd.

Supongamos queé DAC = 16°. Entonces,
LADB = ZQDA = 55° + 16° = 71°,

por ser angulo externo del triangultC' D (ver la definicion 11 del apéndice).
Por lo tanto, el angulo agudo entfe” y BD es71° + 16° = 87°. Analoga-
mente, SUDAC = 19°, entonceADB = ZQDA = 55° + 19° = 74°, y el
angulo agudo entrdC'y BD es180° — 19° — 74° = 87°.

|
|
|
|
|
P B C

2. En el segundo caso, supongamos que los dos angulo® destan en vértices
opuestos pero del mismo lado, es dediDAC = /DCA = 55°, /ZBAC =
16°y /BCA = 19°.

D

B

Entoncesx ABC = 180° — 16° — 19° = 145°y AD = DC ya que el triangu-
lo ADC es isbsceles. DB < AD = DC, entonce’ ABC = /ABD +
/DBC > /BAD + /BCD = 145°, lo cual es un absurdo. Ahora, BiB >
AD = DC, entonces’ ABC = /ABD + /DBC < /BAD + /BCD =
145°, que también es un absurdo. Lue@pd? = AD = DC dedonde/ ABD =
55° + 16° = 71°. Por lo tanto, el angulo agudo entd€’'y BD es71° + 16° =
87°. El caso en que& BAC = 19°y /BC A = 16° es analogo.

Por lo tanto, el Gnico valor posible para el angulo agudeeetiC' y BD es87°.
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Problemas propuestos

Tzaloa es tu revista y no podra estar completa sin ti. Ensesteion te proponemas
nuevos problemas que necesitan de tu participacion y ayadeencontrar sus solu-
ciones. Asimismo, en este numero presentamos las soksim los problemas pro-
puestos del nimero anterior.

A partir de este nimero, las soluciones de los problemasiesios se publicaran dos
nameros después con el objetivo de dar mas tiempo parleess.

Recuerda que nuestra direccion electronicaess st aomm@mrei | . comy a través
de ella estaremos recibiendo todas las contribuciones agiaguen desde todos los
rincones del pais. No dudes en enviarnos tus solucionesbyginas que desees que se
publiquen en esta seccibn.

Problemas propuestos.
Afo 2009 No. 3.

Problema 1. (Principiante) SICA = 2, CB = 3, ZCAP = 90°, ZPBC = 90°y
ZAPB = 60°, ¢cuanto midé’C?
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Problema 2.(Intermedio) Demuestra que la desigualdad

n

i=1

=1
se cumple para todo enteno> 2 y todos los nUmeros reales no negativgs. . . , z,,.

Problema 3.(Intermedio) En un paralelogramo estan marcados el cgrit® puntos
medios de los lados. Considera todos los triangulos cugxiges estan en estos puntos
marcados. Ahora, en cada triangulo marca los puntos mddittss lados y los puntos
medios de la medianas. ¢ Cuantos puntos marcados halmtalen t

Problema 4. (Avanzado) Con un plano, ¢cual es el maximo nimero desa@ain
cubo, un octaedro y un dodecaedro que puedes cortar?

Problema 5. (Avanzado) Determina el nUmero de enteros> 1 que cumplen que
a'® — a es divisible entrex para todo entera.

Soluciones a los problemas propuestos.
Afio 2009 No. 2.

Problema 1.(Principiante) Considera) puntos en el plano tales que no hay tres coli-
neales. Cada uno de estos puntos se pinta usando uno de anlates disponibles.
Demuestra que hay al mend30 triangulos escalenos cuyos vértices estan pintados
del mismo color.

Solucion. Ya que50 = 4(12) + 2, entonces por el principio de las casillas (ver el
criterio 5 del apéndice) hay al mend8 puntos pintados del mismo color. Usando
estosl3 puntos, se pueden constrit’) = 22 = 286 triangulos distintos (ver la
definicion 4 del apéndice), ya que no hay tres puntos que saiéeales. Ademas,
tenemos(123) = % = 78 segmentos de recta que son lados de#sstriangulos. Si
consideramos uno de estos segmentos, digarhag11 puntos mas que estan pintados
del mismo color que los extremos del segmentdn triangulo isbsceles que tiene a
[ como lado desigual, tiene su tercer vértice en la medidtiz (ver la definicion

8 del apéndice). Luego, como no hay tres puntos que seameatds, hay a lo mas
dos de estos triangulos. Por lo tanto, hay a lo 488 = 156 triangulos is6sceles
cuyos vértices estan pintados del mismo color, y al meg6s- 156 = 130 triangulos
escalenos cuyos vértices estan pintados del mismo color.

Problema 2.(Intermedio) Sead BC'D un cuadrilatero convexo tal quéB = AD'y
CB = CD. Sila bisectriz del angul®DC cortaaBC enL, AL cortaaBD enM 'y
BL = BM, determina el valor d2£A + 3/£C.

Solucibn. Como AB = ADy CB = CD, tenemos quelC' y BD son perpendi-
culares, pues los triangulosBD y BCD son isosceles y el punto medio éD es
el pie de las alturas trazadas destly desdeC. Seana = /BDLy 3 = LALB.
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Como DL es bisectriz del angulg BDC, tenemos que’BDC = 2a, y como el
triangulo BCD es isbsceles co@B = CD, tenemos que’DBL = 2a. Como el
triangulo LBM es isbsceles coBL = BM, tenemos que’BM L = (3. Ademas,
ZDLC = /BDL + /DBL = «a + 2a = 3« por ser angulo exterior del triangulo
BDL.Porotroladog = ZBML = ZDLA+ayaqueZBML es un angulo exterior
del trianguloL M D. Luego,/DLA = 3 — «. Por lo tanto,

180° = ZALB + /DLA+ /DLC =+ (8 — a) + 3a =2(6 + «),
de donde se sigue que+ g = 90°. Pero ya queZAMD = ZBML = 3 por ser

opuestos por el vértice, ¥C'y BD son perpendiculares, tenemos quBAC = «a.
Luego,/LAC = ZLDC = «y asi el cuadrilaterel LC D es ciclico.

B

D\/O
Luego,/DAC = /DLC = 3ay /DCA = /DLA = 3 — a. Como el triangulo
BAD es isosceles YIC es perpendicular 8D, tenemos que BAC = /DAC =
3a, de donde/ A = 6a. Analogamente, como el triangul®C' D es isdsceles, tenemos

que/BCA = ZDCA = —a,dedonde/C = 2(3—«). Porlotanto2£ZA+34C =
12004 6(3 — a) = 6(ac + 3) = 6(90°) = 540°.

Problema 3.(Intermedio) Demuestra que para cada entero positiegiste un entero

positivok tal que la suma de los digitos éesn y la suma de los digitos d& esn?.

Solucion. Sean un entero positivo y se&(n) la suma de los digitos de Definimos
n—1 ]
k(n) = 101
=0

Claramentes(k(n)) = n ya que cada uno de lessumandos dé(n) son distintos y

cada sumando aporta un digito

Demostraremos que (k(n))?) = n2.
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Tenemos que
n—1 ) n—1 )
(k(n))2 — <Z 10211> Z 102J71
i=0 j=0
_ Z 1O2i—1 . 102]‘—1

0<i,j<n-—1
= 1010 Y 10t 10T 4
i=j=0 0<i<j<n—1

+ ) 10rt107!

0<j<i<n—1
= (10* 712 42 > 10 ter !
i=0 0<i<j<n—1

n—1

= 10272 4 2.102+2 -2,
; O<i<gZ<n1
En la Gltima igualdad, la primera suma tienedigitos 1, y la segunda suma tiene
(g) = @ digitos2 (ver la definicion 4 del apéndice). Conjo> i, tenemos que
20 42/ —2 > 20420 —2 =21 _ 2 ypor lo tanto, al sumar los resultados de las
dos sumas, los digitos del nUmero que se obtiene son gneerge los digitos de cada
una de las dos sumas. Por lo tanto

s((k(n))?) =n+2<g) =n+nn—1)=n+n?—n=n?
como queriamos.

Problema 4.(Intermedio) Determina todas las parejas de enteros yusiii, b) tales
gue los niUmeros? — 4by b? — 4a sean cuadrados perfectos.

Solucion. Si a? — 4b 'y b? — 4a son cuadrados perfectos, entonaeés— 4b > 0y

b? — 4a > 0, de dondeta < b? < ‘f—; y por lo tantoa > 4. De manera analoga se tiene
queb > 4. Sia = 4, entonced6 < b? < ‘1‘—; = 16, de dondé = 4.

Supongamos que= b. De la ecuacion? —4a = x? tenemos quén—2)2 —z? = 4, la
cual se puede escribir en la forifie— 2 — ) (a— 2+ ) = 4. Como los dos factores del
lado izquierdo de esta ecuacibn tienen la misma paridade&s, son ambos pares o
ambos impares, y el nUmedie- 2+ es positivo, tenemos que-2—x = a—2+xz = 2

y de aqui obtenemos que= 4. Por lo tanto, st = b, entonces = b = 4.

Sin pérdida de generalidad, supongamosqedb > 5. Entonces tenemos que

w?=a?—4b>a®>—4da=(a—3)2+2a—-9>(a—3)2+2(5)—9> (a —3)%

y en consecuenci& > z? > (a — 3)?. Luego,z? = (a — 2)2 0 2% = (a — 1)%
Siz? = (a — 2)?, entonces? — 4b = (a — 2)? y por lo tantob = a — 1. Se sigue que

v =0 —da=(a—1)?—4a=a*—6a+1=(a—3)* -8,
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yasi(a —3 —y)(a —3 4+ y) = 8. Como los dos factores del lado izquierdo de esta
ecuacion tienen la misma paridad, uno de ello$ g€l otro e2. En ambos casos, se
obtienequer =6y b = 5.

Consideremos ahora el cagsb= (a — 1)%. Tenemos que® —4b = (a —1)?, de donde

se sigue queb = 2a — 1. Pero esto no es posible, pukses par y2a — 1 es impar.

Por lo tanto, las parejds, b) son(4,4), (5,6) y (6,5).

Problema 5.(Avanzado) Seai® y O, respectivamente, el ortocentro y el circuncentro
del triangulo acutangulel BC' con AB # AC. Seal la circunferencia circunscrita
al triangulo ABC'. La prolongacion de la medianad)M del trianguloABC, corta a

I" en el puntoN y la circunferencia de diametrté)M corta al” en los puntosA y P.
Demuestra que las rectad”, BC'y OH son concurrentes siy s6lodiH = HN.

Solucion. Primero demostraremos quiig H y M son colineales.
Seal el punto medio del H y seakK el punto de interseccion deO y AM.

Es un resultado conocido que? = 20 M (ver por ejemplo, capitulo 2 de [2]). Luego,
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AL = OM y comoAL y OM son perpendicularesBC, se sigue quelLMO es
un paralelogramo. De aqui qu€ es el punto medio dd M. Luego,K es el centro
de la circunferencia de diametwb)M . Por otro lado,AP es la cuerda comdn de la
circunferencia circunscrita del trianguitBC'y de la circunferencia de diametrl/.
EntoncesQ K es perpendicular 4 P en su punto medio, al que llamareni®sComo
LK es paralelad& M (por serL y K puntos mediosdd H y AM), PH es paralelaa
RL (porserRy L puntos mediosdd Py AH) y los puntosk, L y K son colineales,
tenemos qué®, H y M son colineales.

Sea(@ el punto de interseccion déP con BC. ComoP esta en la circunferencia de
diametroAM, tenemos qué/ P y AQ son perpendiculares. También tenemos que
AH es perpendicular @M. Luego,H es el ortocentro del trianguld@Q M, de modo
queQ H es perpendiculard M. Por lo tanto), H y O son colineales siy sb6lo $i O
es perpendiculardN.

Seal el punto medio del V. Claramented H = H N siy solo siH G es perpendicular
ala cuerd®dN. ComoAB # AC, el puntoO no esta en la rectd N. Luego,OG es
perpendicular 8 N. Por lo tanto AH = HN siy sblo siHO es perpendicular A N.
De lo anterior concluimos quaH = HN siy sblo siQ, H y O son colineales, es
decir, siy sblo siAP, BC' y OH son concurrentes.



Olimpiadas Internacionales

En esta seccion estaremos publicando los examenes déelantes olimpiadas inter-
nacionales en las que participa México afio con afio.

La XXI Olimpiada de la Cuenca del Pacifico se llevod a cabolenes de marzo de
2009. Este aflo México no participd en este concurso,ddebique la preseleccion
mexicana no pudo ser reunida para la aplicacion del examénfecha indicada por
Corea, pais organizador de dicho certamen. En su lugaigigegbcomité de la olim-
piada de Estados Unidos, el examen de la primera fase quamglinivel nacional.
Dicho examen consta de dos niveles, el AMICy el AMC 12, y en cada nivel los
concursantes tienéfd minutos para resolverlo. Los estudiantes mexicanos queesn e
momento eran parte de la preseleccion para la olimpiadad@zenericana y del Cari-
be, presentaron el examen AMC 10, y los estudiantes que en@sento eran parte
de la preseleccion para las olimpiadas iberoamericangemacional, presentaron el
examen AMC 12. Las hojas de respuestas fueron enviadas &Ecoonrespondiente
para su calificacion.

A continuacién presentamos el examen de la XXI Olimpiada @uenca del Pacifico,
y los examenes del concurso AMC (American Mathematics Gatitiqn) de este afio.

XXI Olimpiada de la Cuenca del Padfico

Problema 1.En un pizarron estan escritos algunos numeros real@s/pssConsidera

el siguiente procedimientse elige uno de losinmmeros del pizaign, digamos'. Luego

se borrar y se escriben dosimeros reales positivasy b tales que2r? = ab. Si al
inicio hay un solo nimero real positivoen el pizarron, y se aplica este procedimiento
k? — 1 veces, se obtienek? numeros reales positivos, no necesariamente distintos.
Demuestra que existe un nimero en el pizarrbn que es megoalquekr.

Problema 2.Seam, as, as, a4, as nUmeros reales que satisfacen las siguientes ecua-
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ciones
aj a2 as a4 as 1
Rl 2 43 Rid R4s B
parak = 1,2,3,4,5.
Determina el valor d€ + 2 + $3 + 72 + 75 (Expresa el resultado como una sola
fraccion).

Problema 3.Considera tres circunferencias en el pldhoT'; y I's mutuamente ex-
ternas y que no se intersectan. Para cada pintiel plano que se encuentre fuera
de las tres circunferencias, construimos seis puntosittistil,, By, Az, Bs, As, Bs,
tales que las rectaBA; y PB; son tangentes a la circunferentiaen los puntosi;

y B;, parai = 1,2, 3. Llamaremos al punt® excepcionalsi las rectasi; By, A>B-

y As B3 son concurrentes. Demuestra que todos los puntos excafesatel plano, si
existen, estan sobre una misma circunferencia.

Problema 4.Demuestra que para cada entero postivexiste una sucesion aritmética

a1 asg ag
b b
de fracciones irreducibles, tales que los enteros positiyoh:, as, bo, . . ., ai, by, SON

todos distintos.

Problema 5.Larry y Rob son dos robots que viajan en un coche desde Argills.
Ambos robots tienen el control de la direccion del cocheale&do con el siguiente
algoritmo: Larry da vuelta a la izquier@d@° después de cad&ilometros recorridos,
y Rob da vuelta a la derecla° después de cadakilbmetros recorridos, dondey r
son enteros positivos primos relativos. En caso de que skipcan simultaneamente
dos vueltas, el coche se mantiene sin cambiar su direcgifponga que el terreno es
planoy que el coche puede moverse en cualquier direcci@hc8che sale de Argovia
en direccion de Zillis, ¢,para qué elecciones de la pdigja se puede garantizar que
el coche llegara a Zillis, independientemente de la diséaentre Argovia y Zillis?

American Mathematics Competition (AMC)

10" AMC 10

Problema 1.Si un envase contiene onzas de refresco, ¢cual es el minimo nimero
de envases necesarios para llenar un gadl®® ¢nzas) de refresco?

@)7 (b) 8 ©)9 (d) 10 (e)11
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Problema 2.Cuatro monedas se sacaron de una alcancia que contiendasates,
5,10y 15 centavos. ¢ Cual de los siguientes resultados no puedevsdoregotal de las
cuatro monedas?

(a)15 (b) 25 (c)35 (d) 45 ()55
Problema 3.¢ Cual de los siguientes nUmeros es iguaha ! —?

T+1
@3 (b) 3 ©3 (d)2 (e)3

Problema 4.Eric planea competir en un triatlon. Su velocidad promedita compe-
tencia de natacion d?de milla, es d& millas por hora y su velocidad promedio en la
carrera dg millas es de millas por hora. Si su meta es terminar el triatlor2droras,
¢cual debe ser su velocidad promedio (en millas por hor) esrrera de bicicleta de
15 millas?

(a) & (b) 11 (c) 8 (d) 22 (e)12
Problema 5.¢ Cual es la suma de los digitos del cuadradblde111,111?

(a)18 (b) 27 (c)45 (d)63 (e)81
Problema 6.Un circulo de radi® esta inscrito en un semicirculo, como se muestra.

El area del semicirculo que esta afuera del circula ssthbreada. ¢ Qué fraccion del
area del semicirculo esta sombreada?

@3 (b) § © 2 (d) 3 OF

Problema 7.Una caja de leche contie?d% de grasa, cantidad que ¢8 % menos
grasa que la que contiene una caja de leche entera. ¢ Cuflasantaje de grasa en
una caja de leche entera?

(a) 2 (b)3 (c) 2 (d)38 (e)42
Problema 8.La familia Wen esta formada por tres generaciones, y urdaoamiem-
bros de cada generacion van al cine. Los dos miembros denkraggbn mas joven
reciben un50 % de descuento como nifios. Los dos miembros de la generagén

vieja, reciben ur25 % de descuento como adultos mayores. Los dos miembros de la
generacion de en medio no reciben descuento. El abuelo 6Afgn,boleto cost&6,
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pagara la cuenta de todos los miembros. ¢ Cuanto debgaé?pa

(a) $34 (b) $36 (c) $42 (d) $46 (€) $48

Problema 9.Los enteros positivog, by 2009, cona < b < 2009, forman una suce-
sibn geométrica cuya razbn es un numero entero. ¢ Gu@halor dex?

@)7 (b) 41 (c) 49 (d) 287 (€) 2009

Problema 10.Un trianguloABC tiene angulo recto eB. El puntoD es el pie de la
altura desde. Sise sabe quaD = 3y DC = 4, ¢ cual es el area del triangudBC'?

A
3
D
4
c B
(@)4v3 (b) 7V3 (c)21 (d) 143 (e)42

Problema 11.Una dimension de un cubo se incrementd gotra se disminuyb ehy
la tercera se quedoé inalterada. Si el volumen del nuevwdsidctangular es unidades
menor que el volumen del cubo, ¢.cual era el volumen del cubo?

(@)8 (b) 27 (c) 64 (d) 125 (€)216

Problema 12.En el cuadrilatercd BC'D se tiene quedB = 5, BC = 17,CD =5,
DA =9y BD es un entero. ¢Cual es el valor B®?

C B
(a)11 (b) 12 ©) 13 (d) 14 )15

Problema 13.Suponga qué® = 2™ y Q = 3™. ¢ Cual de los siguientes resultados es
igual a12™™ para toda pareja de enter@s, n)?

(@) P*Q (b) PrQ™ (c) PrQ*™ (d) P2mQn (e) P*Q™

Problema 14.Cuatro rectangulos congruentes estan colocados comasstra. El
area del cuadrado exterior £seces el area del cuadrado interior. ¢, Cual es la razbn de
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la longitud del lado mas largo de cada rectangulo entanigitud de su lado mas corto?

(@)3 (b) v/10 ©)2++v2 (d)2v3 (e)4

Problema 15.Las figurasty, F», F3 y Fy que se muestran, son las primeras en una
secuencia de figuras. Pana> 3, F, se construye a partir d&,,_; formando un
cuadrado a su alrededor y colocando un diamante mas enachmldd! nuevo cuadrado
que el que tenid),_; en cada lado de su cuadrado exterior. Por ejemplo, la fifjyira
tiene13 diamantes. ¢ Cuantos diamantes hay en la figbga

L 2
>

>
>

Fy 4 '
Iy

-
>

Fy

(a)401 (b) 485 (c) 585 (d) 626 (e) 761

Problema 16.Seanq, b, ¢ y d nUmeros reales tales qlie— b| = 2, |[b —¢| = 3y
|c — d| = 4. ¢ Cual es la suma de todos los valores posiblés ded|?

@9 (b) 12 (c)15 (d)18 (e)24
Problema 17.En un rectanguloddBC D se tiene quedB = 4y BC = 3. Se traza el
segmentdr F' que pasa poB de forma queE' F'y DB sean perpendiculares Ay C
estan sobrd E'y DF, respectivamente. ¢ Cual es el valoride?

@9 (b) 10 (c) 1z (d) 103 (e)12

Problema 18.En un campamento de verano,68l% de los nifios juegan futbol, el
30 % de los nifios practican la natacion, y46l% de los que juegan futbol practican
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la natacion. ¢, Cual de los siguientes porcentajes engésresque mas se aproxima al
porcentaje de niflos que no practican la natacion y juegfaolf?

()30 % (b) 40 % (©) 49 % (d)51 % (€)70 %

Problema 19.Una circunferencial tiene radio de longitud00. Una circunferenci#
tiene radio de longitud entera< 100 y permanece internamente tangente a la circun-
ferenciaA mientras rueda a lo largo de ella misma. Si las dos circunééae tienen el
mismo punto de tangencia al principio y al final del recorri@aB, ¢ cuantos valores
posibles puede tene?

(a)4 (b) 8 ©)9 (d) 50 (€)90

Problema 20.Andrea y Laura estan20 kilbmetros de distancia. Ambas manejan una
bicicleta, cada una con direccion hacia la otra. Andrealgoe tres veces mas rapido
que Laura, y la distancia entre ellas disminuye a una vedalaitl km /min. Después
de 5 minutos, Andrea deja de manejar su bicicleta debido a un#alldesinflada, y
espera a Laura. ¢ Después de cuantos minutos, contadiesalésicio, llega Laura a
donde esta Andrea?

(a) 20 (b) 30 () 55 (d) 65 (€)80

Problema 21.Muchas de las catedrales gbticas tienen ventanas cors partecontie-
nen figuras formadas de circulos congruentes que estamsaritos a un circulo mas
grande. En la figura que se muestra el nimero de circulasspeg est. ¢ Cual es la
razbn de la suma de las areas de los cuatro circulos peguen respecto al area del
circulo mayor?

@3-2v2  (b)2-v2 (©)4B3-2v2) (d)i(B3-Vv2) (e)2v2-2

Problema 22.Dos dados clbicos tienen, cada uno, nUmeros déb que se pueden
extraer. Los doce nimeros de los dos dados se retiran yamaoatn una bolsa. Luego,
se van a extraer de la bolsa de uno en uno de manera aleat@iegb@carse nueva-
mente en las caras de los cubos, un nimero en cada cara. das sialanzan y se
suman los nUmeros de las caras hacia arriba. ¢ Cual esbaljilidad de que la suma
sear?

@3y (d) 5 ©3 (@) & OF
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Problema 23.En un cuadrilatero convexdBC'D se tiene quedB = 9y CD = 12.
Las diagonaleslC'y BD se intersectan efl, AC = 14y los triangulosAEDy BEC
tienen la misma area. ¢,Cual es el valorddg?

@3 (d) 31 ©% ) F (€)6

Problema 24.Tres vértices distintos de un cubo se eligen al azar. ;€3al probabi-
lidad de que el plano determinado por estos tres vértige®oga puntos en el interior
del cubo?

@3 (d) © 7 (d) 2 OF

Problema 25.Parak > 0, seal, = 10...064, donde hay: ceros entre el y el 6. Sea
N(k) el nUmero de factoresen la factorizacion en primos dg. ¢, Cual es el maximo
valor deN (k)?

(a)6 (b) 7 ©)8 (d)9 (€)10

601" AMC 12

Problema 1. El vuelo de Kim despegb de Newark a [8% : 34 a.m. y aterrizd en
Miami a lal : 18 p.m. Las dos ciudades se encuentran en el mismo huso h@&agio.
vuelo durdh horas conn minutos, cord < m < 60, ¢cual es el valor de + m?

(a)46 (b) 47 (c) 50 (d) 53 (e)54
Problema 2.¢ Cual de los siguientes nUmeros es iguhHa%?

T+1
@3 (b) 3 © 3 (d)2 (e)3

Problema 3.¢ Cual de los siguientes numeros esta a un tercio de hndiatentre}: y
39
17

@3 (b) 3 © 3 (d) 15 €3
Problema 4.Cuatro monedas se sacaron de una alcancia que contiendasate,
5,10y 15 centavos. ¢ Cual de los siguientes resultados no puede/sdoreotal de las
cuatro monedas?

@15 (b) 25 (c) 35 (d) 45 (€)55

Problema 5.Una dimension de un cubo se incrementd gatra se disminuyb ehy
la tercera se quedo inalterada. Si el volumen del nuewdcst@ctangular e§ unidades
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menor que el volumen del cubo, ¢,cual era el volumen del cubo?
(@)8 (b) 27 (c) 64 (d)125 (e)216

Problema 6.Suponga qué® = 2™y Q = 3". ¢ Cual de los siguientes resultados es
igual a12™™ para toda pareja de enter@s, n)?

(@) P*Q (b) PrQ™ (c) P> (d) P*mQ" (e) P> Q™
Problema 7.Los primeros tres términos de una sucesion aritmétic2se- 3, 50 — 11

y 3z + 1, en ese orden. Si eFésimo término de la sucesion 2¥9, ¢ cual es el valor
den?

(a) 255 (b) 502 (c) 1004 (d) 1506 (e)8037
Problema 8.Cuatro rectangulos congruentes estan colocados comoestma. El area

del cuadrado exterior esveces el area del cuadrado interior. ¢ Cual es la razoa de |
longitud del lado mas largo de cada rectangulo entre Igifod de su lado mas corto?

(@3 (b) V10 ©2+v2 (d)2v3 (e)4
Problema9.Si f(z+3) = 322+ 7z +4y f(z) = az®+ bz +c, ¢cuanto vale +b+c?
(@)-1 (b)0 ()1 (d)2 (e)3

Problema 10.En el cuadrilatercd BC'D se tiene quedlB = 5, BC = 17,CD =5,
DA =9y BD es un entero. ¢Cual es el valor B®?

C B
(a)11 (b) 12 ©) 13 (d) 14 ()15

Problema 11.Las figurasty, F», F3 y F; que se muestran, son las primeras en una
secuencia de figuras. Pana> 3, F, se construye a partir d&,,_; formando un
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cuadrado a su alrededor y colocando un diamante mas enachmlddl nuevo cuadrado
que el que tenid),_; en cada lado de su cuadrado exterior. Por ejemplo, la fifjyira
tiene13 diamantes. ¢ Cuantos diamantes hay en la figbya

L 2
>

>
>

Fy 4 '
Iy

-
>

I3

4
>

Fy

(a)401 (b) 485 (c) 585 (d) 626 (e) 761

Problema 12.¢Cuantos enteros positivos menores tu@ son iguales & veces la
suma de sus digitos?

@0 (b)1 (c)2 (d)4 (e)12
Problema 13.Un barco navega0 km en linea recta dél a B, luego gira un angulo

entre45° y 60°, y navega otro&0 km hastaC'. Si medimosAC en kilbmetros, ¢ cual
de los siguientes intervalos contiend &??

A 10km B

(a)[400,500]  (b)[500,600]  (c)[600,700]  (d)[700,800]  (e)[800,900]
Problema 14.En el plano, un triangulo tiene vérticé 0), (1,1) y (6m,0), y larecta

y = muz divide al triangulo en dos triangulos de la misma areaig €s la suma de
todos los valores posibles de?

(a) -3 ()~ ©3 (@4 OF
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Problema 15.Sii = v/—1, ¢ para que valor de se cumple que
i+ 20% + 303 + -+ ni”™ = 48 + 49i?
(a)24 (b) 48 (c)49 (d)97 ()98

Problema 16.Un circulo con centro e’ es tangente a los ejes positivos del plano
cartesiano, y es tangente externamente al circulo cenéna@B, 0) de radiol. ¢ Cual
es la suma de las longitudes de todos los radios posible&rdelaccentrado e@?

(2)3 (b) 4 ©)6 (d)8 (€)9

Problema 17.Seana + ary +ar? +ar{ +--- ya+ary +ar3 +ars + - - - dos series
geomeétricas infinitas distintas de nimeros positivoselanismo primer término. Si
la primera serie tiene suma y la segunda serie tiene suma ¢ cual de los siguientes
valores puede ser iguaba + ro?

(@)0 (b) & (€)1 (d) 155 ()2

Problema 18.Parak > 0, seal;, = 10...064, donde hay: ceros entre el y el 6. Sea
N(k) el nUmero de factoresen la factorizacion en primos dg. ¢, Cual es el maximo
valor deN (k)?

(a)6 (b) 7 (c)8 (@9 (e)10
Problema 19.Andrea dibujé un circulo inscrito y un circulo circunisola un pentagono
regular, y calculo el area de la region comprendida eré®dos circulos. Begofia hizo
lo mismo con un heptagono regular. Las ares de las dosregfaeromd y B, respec-
tivamente. Si los lados de cada poligono midepcual de las siguientes expresiones
es valida?

(@A=2B (b)A=32B (c)A=B (d)A=1IB (e)A=2B
Problema 20.En un cuadrilatero convexd BC D se tiene quedB =9y CD = 12.

Las diagonaleslC'y BD se intersectan efl, AC = 14 ylos triangulosAEDy BEC
tienen la misma area. ¢,Cual es el valorddg?

@35 (b) 3% ©% (d) 4 (e)6

Problema 21.Seap(x) = 2 + ax? + bx + ¢, cona, b, c nUmeros complejos. Si
(2009 + 900277) = p(2009) = p(9002) = 0,

¢cuantas raices no reales tiene el polinamtot ax® + bzt + ¢?

()4 (b) 6 ©)8 (d) 10 (e)12
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Problema 22.Un octaedro regular tiene lado 1. Un plano paralelo a dosagraestas
corta al octaedro en dos s6lidos congruentes. El polifmmoado por la interseccién
del plano con el octaedro tiene aréﬁ cona, by ¢ nlmeros enteros positivos, tales
quea Yy ¢ son primos relativos ¥ no es divisible por el cuadrado de ningan primo.
¢Cuantovale + b + c?

(@10 (b) 11 (©) 12 (d) 13 (€) 14

Problema 23.Las funciones y g son cuadraticas cof(z) = —f(100 — z), donde

la grafica dey contiene al vértice de la grafica dge Las cuatro intersecciones de las
graficas con el eje de lastienen coordenadaigual az1, 2, x3 Y x4, €N orden cre-
ciente conrs — o = 150. Se sabe que el valor dg — x, esm + n,/p, dondem, n'y

p SOn enteros positivos, iy no es divisible por el cuadrado de ningln primo. ¢ Cual es
el valor dem +n + p?

(2) 602 (b) 652 (c) 702 (d) 752 (e)802

Problema 24 .Lafuncion torre de dosese define recursivamente de la siguiente forma:
T(1) =2y T(n+1) = 27 paran > 1. Sead = (T(2009))7(0) y B =
(T(2009))4. ¢, Cual es el mayor entetopara el cual

log, log, - - - logy B

~—_— —————

k—veces

esta definido?

(2)2009 (b) 2010 (c)2011 (d) 2012 (e)2013
Problema 25.Los primeros dos terminos de una sucesionsoa 1y ag = \/ig Para
n > 1tenemos que
an + An+41
pig = 7— .
1- GpGp41

g,Cuanto VaHﬂgoog | ?

@0 (b)2 -3 © d1 ©)2+V3
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Informaci on Olimpica

A continuacion presentamos las actividades programautas pomité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matematicas, de julio a octubr2@o.
Del 10 al 22 de julio en Bremen, Alemania
50 Olimpiada Internacional de Matemaéticas.

Del 6 al 16 de agosto, en Cuernavaca

e Entrenamiento para la delegacion que representara a&eémn la XI Olimpia-
da Centroamericanay del Caribe.

e Entrenamiento para los seleccionados nacionales y ajflitde tres examenes
selectivos para determinar la delegacion que represgeatsiexico en la XXIII
Olimpiada Iberoamericana (maximo 4 alumnos).

Primera quincena de septiembre

Limite para registro de delegados que deseen aplicar sl@xaropuesto por el
Comité Organizador de la Olimpiada Mexicana de Materaaticomo final de
su Concurso Estatal, y envio de este examen.

Del 17 al 27 de septiembre en Qué&taro, México
XXIV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas.

25y 26 de septiembre
Aplicacion en los estados registrados con este prop@gicexamen final pro-
puesto por el Comité Organizador de la Olimpiada Mexicanidtematicas.
Primera quincena de octubre
Envio del cuarto niimero de la revista Tzaloa.

Del 12 al 16 de octubre en Zacatecas

XLII Congreso Nacional de la Sociedad Mateméatica Mexicana
Toda la informacion relacionada con el congreso se puatguttar en la pagina
http://snmm org. nx/ smm
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Octubre

La XI Olimpiada Centroamericanay del Caribe que se llevartabo en el mes
de junio en Replblica Dominicana fue cancelada. Colomdia el nuevo pais
sede, sin embargo por el momento se desconoce la ciudadecteest



Fe de erratas

A continuacion presentamos correcciones a dos problemasattica del nimero 2,
aflo 2009 de Tzaloa. Invitamos a nuestros lectores a que andan sus comentarios
y posibles correcciones a problemas de nUmeros anterataglireccion electronica
revi staomm@nuai | . com

Solucion del problema de piactica nUmero 6 de Tzaloa No. 2, @ 2009.Antes de
dar la solucion corregida, enunciamos el problema.

Un juego consiste dg botones luminosos de color verde o rojo. Apretando un hoton
cambian de color sblo los vecinos que estan a su ladoaayrdbajo, pero no en dia-
gonal. Por ejemplo, si se aprieta el bothncambian de color los botonésy 4, y

si se aprieta el botdf cambian de color los botonds 3 y 5. Si inicialmente todos
los botones son verdes, ¢es posible que apretando botaltssse vuelvan rojos?

1O 20 30
40 50 60O
7O 80 90

Solucibn corregida. Supongamos que si es posible. Observemos que los botolass de
esquinas cambian de color cuando apretamos alguno de losdsoque estan en los
lados correspondientes. Por ejemplo, si apretamos ehRdicel 4, el botdnl cambia

de color. Como queremos que el botbruede rojo al final, tiene que cambiar un
namero impar de veces de color. Entonces, el nUmero de geeeapretemos el boton

2 mas el nmero de veces que apretemos el bétdiene que ser un nimero impar.
Supongamos que apretamos el batam nimero impar de veces. Entonces, el boton
4 lo tenemos que apretar un nUmero par de veces. Haciendsmiamazonamiento en
todas las esquinas, tenemos que el botémtenemos que apretar un nimero par de
vecesy el botd un nUmero impar de veces. Como el bosrambia de color cuando
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apretamos €2, el 4, el 6 6 el 8, tenemos que cambia un niUmero par de veces. Esto
implica que al final seria verde. Por lo tanto, no es posibfeliar todos los botones a
rojo.

Problema de practica nimero 10 de Tzaloa No. 2, @ 2009.El enunciado correcto
debe decir:
Se tiene la sucesion de nimeiog,, as, ay, . . . que satisface la igualdad

2
l-as-as---a, =n",

paratodo entere > 2. Determina el valor des + as.
El enunciado como aparecio6 originalmente en la revisteiadgue la igualdad

1-a2-a3---an=n2

se cumple para todo entero> 2. Sin embargo, en la solucion se usaba esta relacion
paran = 2.
Por completez, presentamos la solucion del problemagidoe

Usando la relacion dada, tenemos que
as = 4, asasz =9, asazay = 16 Y asasaqas = 25.

Luego,das = 9y 16a5 = 25, de donder; + a5 = § + 22 = 8L
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Definicion 1 (Primos relativos) Decimos que dosimerosa y b son primos relativos
si su méximo conan divisor esl. Ver [11].

Definicion 2 (Maximo coman divisor) Dados dos imeros enteros positivosy m,
su rmaximo conlin divisord es el mayor imero entero positivo que divideray am.
Escribimos(n, m) = d. Ver [11].

Definicion 3 (Congruencias)Dados los enteros, b y m, conm > 1, decimos que
es congruente cohnmodulom, y escribimos: = b (modm), Sia — b es ntltiplo de
m, es decir, sk = b + mk para algin enterok. Ver [11, 12].

Definicion 4 (Combinaciones)Dado un conjuntoA de n elementos, una combina-
cion dem elementos dél, es un subconjunto dé formado den elementos. Aliime-
ro de combinaciones dex elementos, de un conjunto declementos, se denota por

(") yesiguala:
n n!
(m) - (n —m)im!’

donden! =1 x 2 x --- x n. Ver [6, 10].

Criterio 5 (Principio de las casillas) Sin + 1 objetos son colocados en casillas,
entonces al menos una casilla contiene dosas wbjetos. Ver [6, 10].

Teorema 6 (&rea de un triangulo) El area de un tringulo es igual a}-hl, dondel
es la medida de un lado/yes la medida de la altura sobre dicho lado. Ver [1, 2].

Definicion 7 (Bisectriz) Dado unanguloZABC su bisectriz es la recta que lo divide
en dosangulos iguales. Equivalentemente, la bisectrizatejuloZ/ ABC es la recta
gue equidista delB 'y BC. Ver [1, 2].

Definicion 8 (Mediatriz) La mediatriz de un segmentbB es la recta perpendicular
al segmento que pasa por su punto medio. Equivalentemamediatriz deA B es la
recta que equidista dd y de B. Ver [1, 2].



52 Apéndice

Definicion 9 (Semejanza de tngulos) Decimos que dos tingulosABC' y A’ B'C’
son semejantes, si saagulos respectivos son iguales, es decir,

/ABC = /A'B'C’
/ACB = /A'C'B’
/BAC = /B'A'C’
y sus lados correspondientes son proporcionales, esto es

AB BC CA

A'B ~ BC T~ CA"

Ver [1, 2].

Teorema 10 (Teorema de semejanza AAABI dos trangulos tienen sungulos corres-
pondientes iguales, entonces sus lados correspondientgsaporcionalesy los téngu-
los son semejantes. Ver [2].

Definicion 11 Q&ngulo externo de un triangulo) Dado un tranguloABC, unangu-
lo externo es el formado por un lado delarigulo y la prolongadn del lado adyacen-
te. Dicho de otra forma, es uamgulo suplementario @ngulo interno adyacenteé&l.
En un triangulo ABC, un angulo externo es igual a la suma de ksgulos internos
no adyacentes. Ver [2].

Definicion 12 (Excirculo) Decimos que una circunferencia est exinscrita en el
tridngulo ABC respecto alangulo BC A, siC es tangente a los lados dahgulo en
BC Ay allado AB por fuera del tringulo dado. TamBn se dice qué es el exarculo
del triangulo ABC respecto abnguloBC A. Ver [2].

Teorema 13 (Teorema de P#goras) En un triangulo recangulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catéto$l, 2].

Definicion 14 Q&ngulos entre paralelas) Cuando unarecta intersecta a otras dos rec-
tas se forman ochangulos que numeramos del 1 al 8, como se muestra en la figura.

Si la rectals intersecta a las rectag y I, decimos que es transversal a ellas. Los
angulos 2, 4, 5y 7 esh entre las recta$; y 5, los llamamosangulos internos, los
angulos restantes los llamaméagulos externos. Lagngulos en lados opuestos por
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la transversal; se llamanangulos alternos, como por ejemplo 3y 5. A éogulost

y 5 les llamamos alternos internos y laagulos 3 y 6 son alternos externos.

A losangulos que eén en la posidn correspondiente respecto a la transversal, como
por ejemplo 3y 7 los llamamd@sgulos correspondientes. Entonces, los paresndyi-

los correspondientes en la figura anteriorson 3y 7, 1y 5, 43/\86.

Sily yls son paralelas lo@ngulos alternos internos son iguales. Ver [2].

Teorema 15 (Medida delangulo inscrito) La medida de urangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido ergus lados, es decir, la
mitad delangulo central que subtiende el mismo arco. Ver [1, 2].

Definicion 16 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero es &lico si existe una circun-
ferencia que pasa por sus cuatrertices. Ver [2].

Teorema 17 (Cuadrilatero ciclico) Un cuadrilatero convexad BC'D es dclico si y
sblo si tiene dosangulos opuestos suplementarios, es decir, 6y si

/DAB + /BCD = /ABC + ZCDA = 180°.
Ver [2].

Teorema 18 (Radio perpendicular a una cuerda)En un drculo, el radio que pasa
por el punto medio de una cuerda, es perpendicular a la cuérda[1].
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