
TZALOA

Revista de la Olimpiada
Mexicana de Mateḿaticas
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Soluciones a los Problemas de Práctica 15
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Directorio del Comit é Organizador de la OMM 63



IV Contenido



Presentacíon

Tzaloa1, la revista oficial de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas(OMM), es una
publicación trimestral editada por la Sociedad Matemática Mexicana (SMM). Los artı́-
culos, problemas, soluciones, exámenes y demás información que en ella encontrarás,
fueron seleccionados con el fin de apoyar a profesores y estudiantes de nivel medio
superior que cada año se preparan para participar en los distintos concursos de ma-
temáticas que se realizan dentro y fuera de nuestro paı́s.

Tzaloa es una publicación de interés para un público amplio. Está concebida para satis-
facer las necesidades de la comunidad olı́mpica, pero debido a que su columna vertebral
es la resolución de problemas, también resulta de gran valor para todo aquel que guste
de hacer matemáticas. El enfoque centrado en los razonamientos, el contenido expues-
to con rigor pero sin formalismos innecesarios o excesivos,ası́ como su tendencia al
uso de matemática simple y elegante, son algunas de las caracterı́sticas que hacen del
material expuesto un recurso valioso para profesores, estudiantes, aficionados y hasta
profesionales de las matemáticas.

Desde el inicio de Tzaloa, Manuel Macı́as Beckmann, director del despacho Rayaen-
medio, ha participado en el diseño de las atractivas portadas de la revista.
Por sus diseños, Manuel ha ganado numerosos premios: Primer lugar a nivel nacional
en el segundo concurso universitario de la estampilla postal (1996); Premio platino de
la revista a! Diseño (1998); Mención plata en el XVII premios quórum, y mención oro
de la revista a! Diseño por la identidad corporativa del restaurante La Goleta (2007).
Este año, las portadas de Tzaloa recibieron el premio internacional de diseño “Color in
Design 2012” otorgado por las revistas de diseño How? y Print, y patrocinado por Pan-
tone. El tema central de la competencia fue el uso del color, ycómo éste hace que los
diseños resalten y comuniquen un mensaje. Es ası́ que el Comité Editorial de Tzaloa
hace una calurosa y entusiasta felicitación a Rayaenmedio, y en particular a Manuel.
¡Enhorabuena Manuel!

1Palabra náhuatl cuyo significado esaprender.



VI Presentacíon

Tzaloa, Año 2012, Ńumero 3

Como podrás notar, para este tercer número del año2012 hemos incorporado algunos
cambios de orientación que buscan mejorar el contenido y utilidad de tu revista Tzaloa.
Bajo la nueva visión, la secciónProblemas de Pŕacticaestará principalmente orientada
a estudiantes y profesores que se preparan para concursar enetapas iniciales. De esta
forma, a lo largo de todo el año contendrá problemas clasificados, en su mayorı́a, con
nivel principiante.

En Tzaloa seguimos renovándonos y cada dı́a buscamos satisfacer de mejor manera las
necesidades de la comunidad olı́mpica. Es ası́ que a partir de este número, la cantidad
de problemas en la secciónProblemas de Entrenamientose duplica de5 a 10. El ma-
terial que se presenta busca satisfacer las necesidades de aquellos que ya han superado
los niveles básicos y se encuentran en etapas intermedias yavanzadas. Se conserva el
caracter interactivo de la misma, de manera que las soluciones que se presentan en cada
número de la revista, corresponden a los problemas planteados tres números atrás.

A partir de este año, hemos incluido una nueva sección con los exámenes de las etapas
semifinal y final estatal que se aplican en los estados que ası́lo desean para seleccionar
a sus delegaciones. Estos exámenes fueron elaborados por Marı́a Luisa Pérez y Miguel
Raggi. En este número presentamos los exámenes del año pasado y en el siguiente
número publicaremos las soluciones.

Para el artı́culo de Matemáticas de esta ocasión, decidimos incluir un tema de geo-
metrı́a y agradecemos la colaboración de Luis Eduardo Garcı́a Hernández, quien nos
comparte un excelente trabajo tituladoUn poco de bisectrices. Estamos seguros que
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esta presentación que incluye algunos de los resultados fundamentales de la geometrı́a
de bisectrices en contexto y alternados con su aplicación en la solución de numero-
sos problemas olı́mpicos, harán de este texto un valioso aporte para tu preparación.
Nuevamente agradecemos a Luis Eduardo por compartirnos este gran artı́culo.

Por lo demás, seguimos incluyendo los exámenes y soluciones de los concursos inter-
nacionales de relevancia para México, ası́ como la información olı́mpica completa y
actualizada con su calendarización. En fin, esperamos que con este nuevo número de
Tzaloa podamos seguir contribuyendo con un granito de arenaal florecimiento de las
matemáticas en México.

México y las Olimpiadas de Mateḿaticas

Hace más de 25 años que la Sociedad Matemática Mexicana havenido impulsando
vigorosamente los trabajos de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas (OMM). Desde
sus inicios, este programa se ha visto fortalecido gracias ala participación de miles
de jóvenes estudiantes y a la entusiasta colaboración de muchos profesores quienes,
de manera espontánea y altruista, han dedicado sus esfuerzos a mejorar la enseñanza
y elevar la cultura matemática de nuestro paı́s. Motivadospor el movimento olı́mpico,
en escuelas ubicadas a lo largo de todo el territorio nacional, se han desarrollado innu-
merables talleres de resolución de problemas, donde estudiantes y profesores trabajan
con el único afán de incrementar sus capacidades para el razonamiento, el análisis y la
creatividad matemática.

En el ámbito internacional, mediante la destacada participación de las delegaciones
mexicanas en diversos concursos, la Olimpiada Mexicana de Matemáticas ha contri-
buido a elevar el prestigio de la matemática nacional. Pero, más importante aún ha sido
la contribución que el movimiento olı́mpico ha tenido parael desarrollo cientı́fico del
paı́s. En muchos casos, la detección temprana de jóvenes con talento matemático ex-
cepcional ha permitido brindarles una formación adecuadapara desarrollar al máximo
todo su potencial. Asimismo, la participación en los concursos olı́mpicos ha definido
las vocaciones de muchos otros estudiantes. Universidadesde todo el paı́s se han vis-
to beneficiadas con el ingreso de jóvenes ex-olı́mpicos, mismos que cuentan con una
sólida formación matemática y muchos de los cuales han permanecido en ellas para
dedicar su vida profesional a la docencia y la investigación.

26
a Olimpiada Mexicana de Matemáticas

El programa anual de la Olimpiada Mexicana de Matemáticas se desarrolla en3 etapas:

Concursos Estatales.

Concurso Nacional.

Entrenamiento, selección y participación de las delegaciones nacionales que re-
presentan a México en concursos internacionales.
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En la 26a Olimpiada Mexicana de Matemáticas podrán participar losestudiantes de
México nacidos después del1◦ de agosto de1993. Los concursantes deberán estar ins-
critos en una institución preuniversitaria durante el primer semestre del ciclo escolar
2012-2013 y, para el1◦ de julio de2013, no deberán haber iniciado estudios universi-
tarios. Para mayor información puedes consultar la página:

http://www.omm.unam.mx

Para la primera etapa, los participantes deberán inscribirse directamente con el Comi-
té Estatal correspondiente.

El Concurso Nacional de la26a Olimpiada Mexicana de Matemáticas se realizará del
11 al 17 de noviembre de 2012 en Guanajuato, Guanajuato. A losprimeros lugares de
este certamen se les invitará a la etapa de entrenamiento y selección de las delegaciones
que representarán a México en las distintas Olimpiadas Internacionales del año 2013:
la XXV Olimpiada Matemática de la Cuenca del Pacı́fico, que se llevará a cabo en
el mes de marzo; la XV Olimpiada Matemática de Centroamérica y el Caribe, que se
celebrará en el mes de junio; la54a Olimpiada Internacional de Matemáticas, que se
llevará a cabo en Colombia en el mes de julio, y la XXVIII Olimpiada Iberoamericana
de Matemáticas que se realizará en el mes de septiembre.



Un poco de bisectrices
Por Luis Eduardo Garcı́a Hernández

Nivel Intermedio

En el estudio de la geometrı́a, como en cualquier rama de las matemáticas, siempre
está presente el deseo por descubrir elementos y construcciones que cuenten con pro-
piedades invariantes, con las cuales se logre describir la naturaleza detrás de las estruc-
turas que involucran a estos elementos geométricos; por ası́ decirlo que estén dotados
de unabelleza intŕınseca. Este es el caso de las bisectrices en la geometrı́a básica.Estas
rectas notables tienen propiedades de gran elegancia, lo cual las convierte en uno de
los elementos más recurrentes en los diversos problemas geométricos de la olimpiada.
Comencemos recordando unpoco de bisectrices.

Dado un triánguloABC, la recta que pasa porA y divide en dos ángulos iguales al
ángulo∠BAC es conocida como la bisectriz del ángulo en el vérticeA. Por otro lado,
si D y E son puntos sobreAB y AC, respectivamente, tales queA se encuentra entre
los puntosD y B sobreAB y entreE y C sobreAC, a los ángulos∠CAD y ∠EAB

se les conoce como ángulos externos asociados al vérticeA. De la misma manera los
vérticesB y C tienen su par respectivo de ángulos externos.

A las rectas que bisecan un ángulo interno se les conoce comobisectrices internas y a
las que bisecan un ángulo externo se les conoce como bisectrices externas. Cabe notar
que si tomamos la bisectriz del ángulo∠CAD, esta recta coincidirá con la bisectriz del
ángulo∠EAB por ser∠CAD y ∠EAB ángulos opuestos por el vértice, entonces no
hay problemas con la noción de bisectriz externa. El lectorpodrá verificar fácilmente
que la bisectriz interna y externa de un ángulo interno y externo con vértice común,
son perpendiculares. Procedamos ahora a resolver un ejemplo sencillo ya que hemos
recordado las definiciones básicas.

Ejemplo 1. SeaABC un triángulo conAB < AC y l la bisectriz interna deĺangulo
enA. SeanP yQ los pies de las perpendiculares desdeB yC a l, respectivamente. Si
M es el punto medio deBC, demuestra que el triánguloPMQ es iśosceles.
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Solución. Sea∠BAC = 2α y seanP ′ y Q′ los puntos de intersección deBP conAC
y deCQ conAB, respectivamente.

b b

b

b

b

b

b

b

A

B CM

P

Q

P ′

Q′

α
α

Por serl tanto bisectriz, como altura en los triángulosABP ′ y AQ′C, tenemos que
estos triángulos son isósceles, por lo tantoP es el punto medio deBP ′ y Q el punto
medio deCQ′. Entonces por el teorema de ThalesMP es paralela aAC, luego por
ángulos correspondientes se tiene que∠QPM = ∠QAC = α; de manera similarMQ

es paralela aAB, entonces por ángulos alternos internos∠MQP = ∠BAQ = α. Por
lo tanto el triánguloMPQ es isósceles.

Claramente este ejercicio no requirió un gran conocimiento sobre bisectrices, sin em-
bargo este no será el caso en los siguientes ejemplos, por ello estudiemos un par de
cualidades importantes (y algunas aplicaciones) de estas increı́bles rectas antes de con-
tinuar.

Proposición 1.(a) SeaP un punto dentro deĺangulo∠AOB. SeanQ yR las proyec-
ciones desdeP a las rectas que contienen aOA y OB, respectivamente, entoncesP
est́a sobre la bisectriz de∠AOB si y śolo siPQ = PR.
(b) Las bisectrices internas de un triánguloABC concurren en un punto que es a su
vez, centro de la circunferencia inscrita al triánguloABC.

Demostracíon. (a) SeaP un punto sobre la bisectriz del∠AOB.

b b

b

b

b

bO B

A

P

Q

R
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Como∠POQ = ∠POR y ∠PQO = ∠PRO = 90◦, los triángulosOPR y OPQ

son semejantes por el criterio AAA. Pero además tienen la misma hipotenusa, por lo
que son congruentes yPR = PQ.
Recı́procamente, siPQ = PR, por el Teorema de Pitágoras tenemos queOQ =
√

OP 2 − PQ2 =
√
OP 2 − PR2 = OR, y ası́ los triángulosOPQ y OPR son con-

gruentes por el criterio LLL. En particular∠POQ = ∠POR. Luego,P está sobre la
bisectriz del ángulo∠AOB.
(b) SeaI el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos∠CBA y ∠ACB.
SeanP , Q y R las proyecciones desdeI sobreBC, CA y AB, respectivamente.

b b

b

b

b

b

b

A

B C

I

P

Q

R

Por estarI en la bisectriz del ángulo∠CBA tenemos queIR = IP , y por estar sobre
la bisectriz del ángulo∠ACB tenemos queIP = IQ. Por lo tanto,IQ = IR, lo
cual nos dice queI está sobre la bisectriz del ángulo∠BAC y las bisectrices internas
concurren. Además, la circunferencia con centroI y radioIP es tangente a los lados
del triánguloABC y está contenida en él. A este puntoI se le conoce comoincentro
y a esta circunferencia se le llamainćırculo o circunferencia inscrita.

Como la demostración del inciso(b) sólo usó el hecho de queI se encuentra sobre
la bisectriz de dos ángulos internos, de la misma manera podemos demostrar que dos
bisectrices externas de dos ángulos de un triángulo y la bisectriz interna del tercer
ángulo son concurrentes (observemos que existen tres de estos puntos). En la siguiente
figura,Ia es la intersección de las bisectrices externas de los ángulos enB y C con la
bisectriz del ángulo enA.

b b

b

b

b

b

b

A B

C

Ia
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Estos tres puntos, ası́ como el incentro, son centros de circunferencias tangentes a los
lados del triángulo con la única diferencia de que estas circunferencias son externas a
él. Por esta propiedad, a estos puntos se les conoce como losexcentrosdel triángulo.

Estos resultados son elementales, pero no nos dejemos llevar por su aparente inocencia.
Estas propiedades resultan bastante prácticas como podemos apreciar en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. SeanABC un triángulo acut́angulo yl una recta. Seanla, lb y lc las re-
flexiones del con respecto a los ladosBC, CA y AB, respectivamente. SeanA′, B′,
C′ los puntos de intersección de las rectaslb y lc, lc y la, la y lb, respectivamente. De-
muestra que las rectasAA′, BB′ yCC′ concurren en un punto sobre el circuncı́rculo
del triánguloABC.

Solución. Denotemos por∠BAC = α, ∠CBA = β, ∠ACB = γ y seanP , Q y R

los puntos de intersección del conBC, CA y AB, respectivamente.
Comencemos demostrando el siguiente resultado.

Lema. La rectaAA′ es la bisectriz interna deĺangulo enA′ en el triánguloA′B′C′ y
∠B′A′C′ = 180◦ − 2α.
Demostracíon del Lema.SeanA1, A2 y A3 las proyecciones desdeA sobre las rectas
l, lb y lc, respectivamente.

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

B C

A

P

R Q

A′

B′
C′

D

E

l

A1

A2

A3

I ′la

lb

lc

Puesto queA pertenece al ladoAB y lc es la reflexión del con respectoAB se tiene
queAA1 = AA3. Con la misma idea, usando el hecho de queA pertenece aAC se
tiene queAA1 = AA2, entoncesAA2 = AA1 = AA3. Por lo tantoA pertenece a la
bisectriz interna porA′ en el triánguloA′B′C′. Para lo segundo, seanD y E puntos
sobrelb y lc, respetivamente, de manera que se encuentran en el mismo lado del punto
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A con respecto a la rectal. En el triánguloAQR se cumple que∠AQR + ∠QRA =
180◦ − α, entonces (puesto quelb y lc son reflexiones del),

∠EQR+ ∠QRD = 2(∠AQR+ ∠QRA) = 360◦ − 2α.

Tomando ángulos suplementarios tenemos que,

∠A′RQ+ ∠RQA′ = 180◦ − ∠QRD+ 180◦ − ∠EQR = 2α.

Por lo tanto∠C′A′B′ = ∠QA′R = 180◦− 2α. De manera análoga se pueden demos-
trar hechos similares para los vérticesB′ y C′.

Entonces, retomando nuestro problema original, tenemos queAA′, BB′ y CC′ con-
curren por ser las bisectrices internas del triánguloA′B′C′. El punto de intersecciónI ′

es el incentro del triánguloA′B′C′.
Finalmente, veamos queI ′ está sobre el circuncı́rculo del triánguloABC. Por el lema
anterior para los vérticesB′ y C′ se cumple que∠I ′B′C′ = 90◦ − β y ∠B′C′I ′ =
90◦ − γ. Luego,

∠BI ′C = ∠B′I ′C′ = 180◦ − ∠I ′B′C′ − ∠B′C′I ′

= 180◦ − (90◦ − β)− (90◦ − γ) = β + γ.

Por lo tanto,∠BAC +∠CI ′B = α+ β+ γ = 180◦, entonces el cuadriláteroABI ′C
es cı́clico. Luego,I ′ está en el circuncı́rculo del triáguloABC.

Para continuar, veamos una nueva propiedad acerca de las bisectrices.

Teorema de la Bisectriz.SeanABC un triángulo yD el punto de intersección de la
bisectriz deĺangulo∠BAC conBC. Entonces,BD

DC
= BA

AC
.

Demostracíon. SeaE un punto sobre la prolongación deBA tal queAE = AC. Si
∠CAB = 2α, entonces∠BAD = α. Como el ángulo∠EAC es el ángulo externo
del vérticeA tenemos que∠EAC = 180◦ − 2α.

b b

b

b

b

A

B CD

E

α α

α

α
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Como el triánguloEAC es isósceles, tenemos que∠AEC = α. Por lo tantoEC es
paralela aAD. Luego, por el teorema de Thales,BD

DC
= BA

AE
= BA

AC
.

Veamos una aplicación de este resultado.

Ejemplo 3. SeanABC un triángulo yL el punto medio deBC. SeanM y N pun-
tos sobresCA y AB tales queLM y LN son bisectrices de lośangulos∠CLA y
∠ALB, respectivamente. SeanΓ el circunćırculo del triánguloLMN y P el punto de
interseccíon deΓ conAL, distinto deL. Demuestra que el cuadriláteroMPNL es un
rectángulo.

Solución. Denotemos∠ALB = 2α y ∠CLA = 2β. Por serLM y LN bisectrices de
∠CLA y ∠ALB, tenemos que∠MLP = β y que∠PLN = α, de donde∠MLN =
α+ β = 90◦.

b b

b

b

b b

b

A

B CL

MN

P

Γ

α

α

β

β

Como el cuadriláteroMPNL es cı́clico, bastará demostrar que∠PML = 90◦. Por
el teorema de la bisectriz aplicado a los triángulosABL y ALC, tenemos queAM

MC
=

LA
CL

= LA
BL

= AN
NB

, donde la segunda igualdad se debe a queL es el punto medio deBC.
Entonces por el teorema de Thales se tiene queMN es paralela aBC, por lo tanto, por
ángulos alternos internos∠NML = ∠CLM = β, además, por ser cı́clicoPMLN ,
tenemos que∠PMN = ∠PLN = α. Por lo tanto,∠PML = ∠PMN +∠NML =
α+ β = 90◦.

Como hemos visto, las bisectrices cumplen propiedades fascinantes relacionadas con
la incidencia de rectas y con la métrica del triángulo. Para terminar, veamos una última
relación de las bisectrices con la geometrı́a del triángulo. Este resultado, al igual que
los anteriores, es un hecho elemental, sin embargo es muy útil al momento de atacar
problemas.

Proposición 2. SeaABC un triángulo y seanΓ su circunćırculo, I su incentro eIa
el excentro asociado al vértice A. Si D es el punto de intersección de la bisectriz
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interna deA conΓ, distinto deA, entonces los puntosI, Ia, B y C est́an sobre una
circunferencia con centro enD.

Demostracíon.Denotemos por∠BAC = 2α, ∠CBA = 2β y ∠ACB = 2γ.

Por serI el incentro del triánguloABC, se tiene que∠CBI = β y por serABDC

cı́clico, se cumple que∠DBC = ∠DAC = α; entonces∠DBI = ∠DBC +
∠CBI = α+ β.

b b

b

b

b

b

A B

C

I

D

Ia

α

α
α

β

β

Γ

Por otro lado, en el triánguloABI, el ángulo∠BID es un ángulo externo, por lo
tanto∠BID = ∠BAI + ∠IBA = α + β. Entonces el triánguloIBD es isósceles.
Análogamente,IDC es isósceles, por lo queDB = DI = DC. Luego,D es el
circuncentro del triánguloBIC. Resta probar queIa está en ese circuncı́rculo.
Puesto queBI es bisectriz interna del ángulo enB y BIa es bisectriz externa del
ángulo externo enB, se cumple que∠IaBI = 90◦. De la misma forma se cumple
que∠ICIa = 90◦. Por lo tanto∠IaBI + ∠ICIa = 180◦, lo cual implica que el
cuadriláteroIBIaC es cı́clico.

Ejemplo 4. SeanABC un triángulo eIa, Ib e Ic los excentros asociados a los vérti-
cesA, B y C, respectivamente. Demuestra que(IaIbIc) ≥ 4(ABC), donde(XY Z)
denota eĺarea del tríanguloXY Z.

Solución. SeanΓ el circuncı́rculo del triánguloABC, I el incentro yD, E y F los
puntos de intersección de las rectasAIa, BIb y CIc conΓ distintos deA, B y C,
respectivamente.
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b

b

b

b

b

b

b

bb

b

A

B

C

I

Ia Ib

Ic

D E

F

Γ

Usando el hecho de queD es el centro de la circunferencia que pasa por los puntosB,
I, C, Ia y que los puntosI, D y Ia son colineales se sigue queD es el punto medio
de IIa. Esto garantiza que(IIaB) = 2(IDB) y (IIaC) = 2(IDC), por lo tanto
el área del cuadriláteroIBIaC es el doble del área del cuadriláteroIBDC, lo cual
escribiremos como(IBIaC) = 2(IBDC). Análogamente(ICIbA) = 2(ICEA)
y (IAIcB) = 2(IAFB). Por lo tanto el área del triánguloIaIbIc es el doble del
área del hexágonoAECDBF . Entonces, bastará demostrar que el área del hexágono
AECDBF es mayor o igual a dos veces el área del triánguloABC.

SeaH el ortocentro del triánguloABC y seanP , Q y R los puntos de intersección de
AH , BH y CH conΓ, respectivamente.
Por ángulos inscritos tenemos que∠PAC = ∠PBC y por serBQ altura tenemos que
∠CBQ = ∠PAC, entonces∠CBQ = ∠PBC. Análogamente∠RCB = ∠BCP ,
por lo tanto los triángulosBHC yBPC son congruentes, de donde(BHC) = (BPC).
Puesto queD es el punto medio del arcõBC la altura desdeD del triánguloBDC es
mayor o igual que la altura desdeP del triánguloBPC. Entonces(BDC) ≥ (BPC).

b b

b

b

b

b

b

A

B C

H

P

Q

R
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Análogamente,(CQA) = (CHA) y (CEA) ≥ (CQA), (ARB) = (AHB) y
(AFB) ≥ (ARB). Por último, tenemos que,

(BDC) + (CEA) + (AFB) ≥ (BPC) + (CQA) + (ARB)

= (BHC) + (CHA) + (AHB) = (ABC),

lo cual garantiza la desigualdad deseada.

Ejemplo 5. SeanΓ una circunferencia con centroO y AB un diámetro de ella. Sean
P un punto sobreΓ tal que∠POB ≤ 120◦, D el punto medio del arcõPB que
no contiene aA. Adeḿas, seanX e Y los puntos de intersección de la mediatriz del
segmentoOP conΓ. Si J es un punto sobreAP tal queOJ y PD son paralelas,
demuestra queJ es el incentro del tríanguloAXY .

Solución. Denotemos por∠POA = 2α y ∠BOP = 2β.

b bb

b

b
b

b
b

A BO

P

D
X

Y
J

Γ

Por serOP y OA radios deΓ se tiene que el triánguloAPO es isósceles, entonces
∠APO = 90◦ − α, mientras que∠DOP = β, pero puesto que∠POA + ∠BOP =
2α + 2β = 180◦, tenemos queα + β = 90◦, de donde se obtiene∠DOP = ∠JPO

y JP es paralela aOD. Entonces, por serPD paralela aJO, se sigue quePODJ

es paralelogramo, luegoPJ = DO. Puesto queXY mediatriz del segmentoOP y
OX = OY , por ser radios deΓ, se deduce quePX = PY = OY = OD = PJ .
Por último, de nuevo por serXY mediatriz deOP , el puntoP es el punto medio del
arcoX̄Y , entoncesAP es bisectriz interior del ángulo∠Y AX . Por lo tanto, por la
proposición 2, siI es el incentro delAXY se cumple queI se encuentra sobreAP y
quePI = PX = PY , esto junto conPJ = PX = PY implica queJ = I.

Para concluir dejamos algunos ejercicios que mejorarán las habilidades del lector.

Ejercicios

1. SeaABC un triángulo yΓ su circuncı́rculo. Demuestra que la bisectriz del ángu-
lo ∠BAC y la mediatriz del segmentoBC se cortan sobreΓ.

2. SeaI el incentro del triánguloABC. ConsideremosM y N los puntos medios
deAB y AC, respectivamente. SiMI = NI, demuestra que el cuadrilátero
AMIN es cı́clico.
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3. SeanABC un triángulo yΓ su circuncı́rculo. SeanD, E y F los puntos de
intersección de las bisectrices internas de los vérticesA, B y C conΓ, respecti-
vamente. SiI es el incentro del triánguloABC, demuestra queI es el ortocentro
del triánguloDEF .

4. SeanABC un triángulo yl la recta tangente a su circuncı́rculo que pasa porA.
SeanD y E puntos sobrel y AC, respectivamente, tales queAD = AB = AE

y conD del mismo lado queB con respecto aAC. Demuestra queDE pasa por
el incentro del triánguloABC.

5. SeanABC un triángulo eI su incentro. SeanL y D los puntos de intersección
de la bisectriz interior del ángulo enA con el ladoBC y el circuncı́rculo del
triánguloABC, respectivamente. Demuestra queAD

DI
= AI

IL
.

6. SeanΓ una semicircunferencia con diámetroAB yD un punto sobre el segmento
AB. La perpendicular porD al segmentoAB intersecta aΓ enC. SiP y Q son
puntos sobreΓ tales queCP = CD = CQ, demuestra quePQ corta aCD en
su punto medio.

7. SeaABC un triángulo conAB 6= AC. SeanI el incentro del triánguloABC

y P el otro punto de intersección de la bisectriz exterior del ´anguloA con el
circuncı́rculo deABC. La rectaPI intersecta por segunda vez al circuncı́rculo
deABC enJ . Demuestra que los circuncı́rculos de los triángulosBIJ y CIJ

son tangentes a las rectasIC eIB, respectivamente.

8. SeanABC un triángulo yAD la bisectriz del ángulo∠BAC, conD sobreBC.
SeaE un punto sobre el segmentoBC tal queBD = EC. PorE se traza una
rectal paralela aAD y se considera un puntoP sobrel y dentro del triángulo.
SeaG el punto donde la rectaBP corta al ladoAC y seaF el punto donde la
rectaCP corta al ladoAB. Demuestra queBF = CG.
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Problemas de Pŕactica

En esta sección encontrarás20 interesantes problemas de nivel predominantemen-
te básico, pero también incorporamos algunos intermedios y/o avanzados. Con ellos
podrás poner a prueba tus habilidades y esperamos que te resulten interesantes y útiles
para tu preparación. Como siempre, en la siguiente sección encontrarás las soluciones
de todos ellos, pero NO te rindas antes de tiempo. Consultar una solución antes de
tiempo (camino fácil) no permite desarrollar al máximo tus habilidades, ten en cuenta
que una habilidad sólo se perfecciona con práctica, dedicación y esfuerzo.

Por último, te invitamos a contribuir y si tienes problemasinteresantes que proponer,
ponemos a tu disposición la direcciónrevistaomm@gmail.com, donde con gusto
recibiremos tus aportaciones con material para esta u otra sección.

Problema 1.Si a, b y c son las raı́ces de la ecuaciónx3−x−1 = 0, determina el valor
de 1+a

1−a
+ 1+b

1−b
+ 1+c

1−c
.

Problema 2.El siguiente cuadrado es un cuadrado mágico donde el producto de cada
renglón, columna o diagonal es igual al número de cuatro d´ıgitosABCD. Cada letra
representa un dı́gito distinto y cada casilla contiene un n´umero entero. Completa el
cuadrado encontrando los números que van en cada una de las nueve casillas. (Nota:
AC es el número con dı́gitosA y C.)

C 24

AC

4

Problema 3.¿Existirá un número enteron tal que el dı́gito de más a la izquierda en la
representación decimal de2n sea5, mientras que el dı́gito de más a la izquierda de5n

sea2?
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Problema 4.Cantinflas aterrizó en un planeta habitado por gatos morados que siempre
dicen la verdad y gatos amarillos, que siempre mienten. En laoscura noche se encuentra
con5 gatos. El primero dice: “Soy morado”. El segundo dice: “Al menos3 de nosotros
son morados”. El tercer gato dice: “el primer gato es amarillo”. El cuarto gato dice:
“al menos3 de nosotros son amarillos”. El quinto gato dice: “todos somos amarillos”.
¿Cuántos de los5 gatos son morados?

Problema 5.Si cierto entero positivon tiene exactamente8 divisores positivos, ¿cuántos
divisores positivos puede tener, a lo más,n2?

Problema 6.SeaABC un triángulo. SeanD y E los puntos medios deBC y CA,
respectivamente. SeanF y G puntos sobre el ladoAB tales queDEFG es un cuadrado
con área1. ¿Cuál es el área del triánguloABC?

Problema 7.Encuentra todos los números realesx que satisfacen la ecuación,
√

17 + 8x− 2x2 +
√

4 + 12x− 3x2 = x2 − 4x+ 13.

Problema 8.Un tablero rectangular de2011 × 2012 se rellena con los números0, 1
y 2, de tal forma que la suma de los números de cada columna y de cada renglón es
siempre divisible entre3. ¿Cuál es el máximo número de unos que puede haber?

Problema 9.¿Cuántos números primos pueden ser escritos en la formann+1+1 donde
n es un entero positivo?

Problema 10.SeaABC un triángulo acutángulo yC su circuncı́rculo. El puntoT
está fuera deC tal que las rectasTA y TB son tangentes aC. La recta porT paralela a
AC intersecta aBC enD. Demuestra queAD = CD.

Problema 11.Un número ha sido borrado de entre los números del1 al n. Si el pro-
medio de los restantes de40.75, ¿qué número se borró?

Problema 12.En base10 si anotamos el primer entero de dos dı́gitos (10) seguido, en
orden ascendente, de los dos números anteriores a la base deun dı́gito (8 y 9), forma-
mos un número de cuatro dı́gitos (1089) que es un cuadrado perfecto (332). ¿Qué otras
bases tienen esta propiedad?

Problema 13.Los 2012 caballeros se sentaron en la mesa redonda para celebrar con
un banquete su reciente conquista, misma en la que cada uno deellos obtuvo un botı́n
diferente. Se sabe que la diferencia entre los botines obtenidos por cualesquiera dos
caballeros sentados uno al lado del otro es de2 o 3 libras esterlinas. Encuentra la
máxima diferencia entre los bontines obtenidos por dos de los caballeros.

Problema 14.SeaABCD un cuadrilátero convexo y seaO el punto de intersección de
sus diagonales. SiP y Q son los centros de los circuncı́rculos de los triángulosAOB

y COD respectivamente, demuestra quePQ ≥ AB+CD
4 .
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Problema 15.Los habitantes del planetaX , utilizan los mismos algoritmos para sumar,
restar, multiplicar y dividir que en el planeta Tierra. Sin embargo, ellos utilizan una base
diferente a la nuestra, su base es mayor a2 y menor que10. La siguiente operación fue
realizada en el planetaX , y las letras representan dı́gitos distintos. ¿Cuál es la base que
se utiliza en dicho planeta?

AB CBC

BC

AB

BDC
BDC

· · ·

Problema 16.Se tienenn focos en una hilera, algunos de los cuales se encuentran en-
cendidos. Cada minuto, todos los focos que estaban encendidos se apagan. Al mismo
tiempo se encienden todos aquellos focos que estaban apagados y tales que se encon-
traban al lado de exactamente un foco que estaba encendido. Para cadan dada, ¿se
podrá encontrar una configuración inicial de focos encendidos tal que siempre haya al
menos un foco encendido?

Problema 17.En una sucesión infinita creciente de enteros positivos, tenemos que a
partir del2012-ésimo término, cada término divide a la suma de todos lostérminos an-
teriores. Demuestra que existe un término a partir del cualcada término es exactamente
igual a la suma de todos los términos anteriores.

Problema 18.Cortamos un triángulo acutángulo a través de una recta endos piezas
que no nesariamente sean triángulos. Luego, nuevamente cortamos una de las piezas
resultantes a través de una recta en dos piezas y ası́ sucesivamente. Después de efectuar
varios de estos cortes resulta que todas las piezas son triángulos, ¿es posible que todos
ellos sean obtusángulos?

Problema 19.Se tiene un gran mazo de cartas. En cada una de las cartas estáescrito
uno de los números1, 2, . . . , n. Sabemos que la suma de todos los números escritos en
las cartas es igual ak · n!, para algún enterok. Demuestra que es posible acomodar
las cartas enk montones de forma que, en cada uno de ellos, la suma de los números
escritos sea igual an!.

Problema 20.Dividimos unn-ágono convexo en triángulos a través de diagonales que
no se intersectan al interior del polı́gono. Pintamos los triángulos de negro y blanco de
forma que si dos triángulos tienen un lado en común, entonces reciben colores diferen-
tes. Para cadan determina la máxima diferencia entre el número de triángulos pintados
de uno y otro color.
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Soluciones a los Problemas de
Práctica

En esta sección te presentamos las soluciones que el equipoeditorial de Tzaloa pre-
paró para los20 problemas de práctica que figuran en este número de tu revista.
Date cuenta que en cada problema siempre se incluye la explicación que justifica la
validez de la solución y observa que la argumentación siempre se basa en resulta-
dos conocidos y/o en razonamientos lógicos. Las soluciones que aquı́ se presentan
no son necesariamente las únicas o las mejores, si tú tienes otra solución y la quie-
res compartir con nosotros, te invitamos para que la envı́esa nuestro buzón electróni-
corevistaomm@gmail.com, donde con gusto la estaremos analizando para darte
nuestra opinión.

Solución del problema 1.Si f(x) = x3 − x− 1 tiene raı́cesa, b y c, entonces,

f(x) = (x− a)(x − b)(x− c) = x3 − (a+ b+ c)x2 + (ab+ ac+ bc)x− abc,

de donde,

a+ b+ c = 0,

ab+ ac+ bc = −1,

abc = 1.

Luego,

1 + a

1− a
+

1 + b

1− b
+

1 + c

1− c
=

3− (a+ b+ c)− (ab+ bc+ ac) + 3abc

(1− a)(1− b)(1− c)

=
3− (0)− (−1) + 3(1)

(1− a)(1− b)(1− c)

=
7

f(1)

= −7.
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Solución del problema 2.Escribamos al número de dos dı́gitosAC en la formaAC =
10A+ C y denotemos porx, y y z a los números de las siguientes casillas:

x C 24

AC

yz 4

Entonces,24(C)(x) = 4(10A+ C)(x), de donde,C = 2A, de aquı́ queAC = 12A.
Además,4yz = 24(AC)z = (24)(12A)z, luegoy = 72A.
Ahora bien, el producto de los enteros de las casillas de la columna central es igual a
(72A)(12A)(2A) = 1728A3, que debe ser un número de4 dı́gitos. Entonces,A = 1 y
completando el cuadrado obtenemos,

36 2 24

8 12 18

726 4

Solución del problema 3.No existe tal entero. Observamos que2n ·5n = 10n. Ahora,
si en las representaciones decimales de2n y 5n cambiamos por ceros todos los dı́gitos
con excepción del primero, los nuevos números decrecen pero quedan mayores que la
mitad de los originales. Entonces, el producto de estos nuevos números será menor que
10n, pero mayor que su cuarta parte y por lo tanto dicho producto no puede ser de la
forma10 . . .0. Sin embargo, si se hicieran dichos cambios en números cuyos primeros
dı́gitos fueran2 y 5, entonces el producto serı́a de la forma(50 . . .0) · (20 . . .0) =
10 . . .0. Lo anterior es una contradicción y por lo tanto no existe unenteron que tenga
la propiedad pedida.

Solución del problema 4.Primero notamos que el quinto gato es amarillo, pues si
fuera morado todos deberı́an ser amarillos, lo cual no es posible.
Si el cuarto gato es amarillo su frase “al menos3 de nosotros somos amarillos” es falsa,
por lo que él y el quinto gato deberı́an ser los únicos amarillos, pero entonces el tercer
gato habrı́a mentido y serı́a amarillo. Luego, el cuarto gato es morado y debe haber al
menos3 gatos amarillos.
Como hay al menos3 gatos amarillos, no puede haber al menos3 gatos morados, por
lo que el segundo es amarillo.
Falta conocer el color del primer y del tercer gato. Si el primero fuera morado el tercero
habrı́a mentido y serı́a amarillo. Si el primero fuera amarillo, el tercero habrı́a dicho la
verdad y serı́a morado. Luego, entre estos dos gatos hay uno morado y uno amarillo.
Por lo tanto, hay exactamente2 gatos morados.
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Solución del problema 5.Recordemos que si la descomposición en primos den es
n = pa1

1 pa2

2 · · · pak

k el número de divisores positivos den es igual a(a1 + 1)(a2 +
1) · · · (ak + 1). Como8 = 2 · 4 = 2 · 2 · 2 tenemos quen puede ser de tres formas (en
estos casosp, q y r denotan primos diferentes).

n = p7. En este cason2 = p14 tendrı́a14 + 1 = 15 divisores positivos.

n = pq3. En este cason2 = p2q6 tendrı́a(2+1)(6+1) = 21 divisores positivos.

n = pqr. En este cason2 = p2q2r2 tendrı́a(2+1)(2+1)(2+1) = 27 divisores
positivos.

Luego,n2 tiene a lo más27 divisores positivos.

Solución del problema 6.SeaJ el pie de la altura desdeC.

b b

b

b b

b bb

A B

C

E D

F GJ

ComoEF y CJ son paralelas yAE = EC, por Thales tenemos queAF = FJ y
los triángulosAFE y JFE son congruentes. Análogamente los triángulosBGD y
JGD son congruentes. Además,EJ = EA = EC y DJ = DB = DC, de donde
los triángulosEDC y EDJ son congruentes. Considerando estas tres congruencias,
tenemos que el área del triánguloABC es el doble que la del cuadradoDEFG. Luego,
el área buscada es2.

Solución del problema 7.Observemos que,17 + 8x − 2x2 = 25 − 2(x − 2)2 y
4 + 12x− 3x2 = 16− 3(x− 2)2. Luego,
√

17 + 8x− 2x2 +
√

4 + 12x− 3x2 =
»
25− 2(x− 2)2 +

»
16− 3(x− 2)2

≤
√
25 +

√
16

≤ 9 + (x− 2)2

= x2 − 4x+ 13.

La igualdad se cumple si y sólo six− 2 = 0, luegox = 2 es el único número real que
satisface la ecuación.
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Solución del problema 8.Sean el número de ceros yd el número de doses que hay en
la tabla. Tenemos2011 renglones de longitud2012 y 2012 columnas de longitud2011.
Dado que la suma de los números de cualquier renglón es divisible entre3, debe haber
al menos un dos o al menos dos ceros en cada renglón. Por lo tanto d + n

2 ≥ 2011.
De forma análoga se obtiene que debe haber al menos un cero o al menos dos doses en
cada columna, por lo quen+ d

2 ≥ 2012. Sumando ambas desigualdades y dividiendo
por 3

2 obtenemos quen + d ≥ 2682. Es decir, el número de unos no es mayor que
2011 · 2012− 2682.
Ahora mostraremos una configuración donde se alcanza esta cota. Seann = 1342
y d = 1340. Coloquemos los1342 ceros en parejas horizontales comenzando en la
esquina superior izquierda del tablero (estos ceros se ubicarán en los primeros671
renglones y1342 columnas) y los1340 doses en parejas verticales comenzando en
la esquina inferior derecha del tablero (quedando distribuidos en las últimas670 co-
lumnas y1340 renglones del tablero). Rellenamos el resto del tablero conunos. Dado
que671 + 1340 = 2011 y 670 + 1342 = 2012, tenemos que en cada columna y
renglón hay ceros ó doses en las cantidades correctas paraque (con el relleno de unos),
en cada caso, la suma sea divisible entre3. El número máximo de unos es entonces
2011 · 2012− 2682 = 4043450.

Solución del problema 9.Paran = 1 obtenemos12 + 1 = 2 que es primo. Suponga-
mos quen ≥ 2. Como todo primo mayor que2 es impar, necesitamos quen sea par.
Comon+ 1 es impar, podemos factorizar,

nn+1 + 1 = (n+ 1)(nn − nn−1 + · · · − n+ 1).

Como ambos factores son mayores que1, tenemos que el número no es primo y la
única solución es el primo2.

Solución del problema 10.Seaα = ∠BCA. ComoTA y TB son tangentes aC
tenemos que∠BAT = ∠TBA = ∠BCA = α. Además, comoTD es paralela aAC
tenemos que∠BDT = ∠BCA = α.

b

b

b

b

b

B

A

T

C

D

C

Como∠BDT = ∠BAT se tiene que el cuadriláteroBDAT es cı́clico. De aquı́,
∠TDA = ∠TBA = α. ComoAC y TD son paralelas,∠CAD = ∠ADT = α. Por
lo tanto, el triánguloADC es isósceles conAD = CD.
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Solución del problema 11.Seak ∈ {1, 2, . . . , n} el número borrado. Tenemos que,

1 + 2 + · · ·+ n− k

n− 1
= 40.75 =

163

4
.

Luego,n− 1 es múltiplo de4. Sin ≤ 79, tenemos que,

1 + 2 + · · ·+ n− k

n− 1
≤ 1 + 2 + · · ·+ n− 1

n− 1
=

n(n+1)
2 − 1

n− 1

=
n2 + n− 2

2(n− 1)
=

n+ 2

2
≤ 79 + 2

2
= 40.5 < 40.75,

lo que es una contradicción. Luego,n ≥ 80. Ahora, sin ≥ 82, entonces,

1 + 2 + · · ·+ n− k

n− 1
≥ 1 + 2 + · · ·+ n− n

n− 1
=

(n(n−1)
2 )

n− 1

=
n

2
≥ 82

2
= 41 > 40.75,

lo cual vuelve a ser una contradicción. De aquı́,n ≤ 81. Comon− 1 es múltiplo de4,
n tiene que ser81. Finalmente, tenemos que,

40.75 =
1 + 2 + · · ·+ 81− k

80
=

3321− k

80
,

de dondek = 61.

Solución del problema 12.En la baseb ≥ 2, Nb es el número de cuatro dı́gitos
10(b− 2)(b− 1), luego,

Nb = 1(b3) + 0(b2) + (b− 2)b+ (b − 1) = (b − 1)(b+ 1)2,

lo que muestra queNb es un cuadrado perfecto si y sólo sib− 1 lo es.
Por ejemplo, en base2 tenemos que,

10012 = 910 = (310)
2 = (112)

2

y en base5 tenemos que,

10345 = 14410 = (1210)
2 = (225)

2.

Solución del problema 13.La respuesta es3017 libras. Primero, veamos que la dife-
rencia máximad entre dos de los botines no puede ser mayor que3018. Numeremos
a los caballeros en sentido a favor de las manecillas del reloj, comenzando por el ca-
ballero menos afortunado (el del botı́n más pobre). Sean el caballero más afortunado
(el del botı́n más jugoso). Entonces1 y n están separados porn − 2 caballeros en el
sentido de las manecillas del reloj y por2012 − n caballeros en el otro sentido. En-
toncesd ≤ 3(n − 1) y d ≤ 3(2013 − n). Por lo qued ≤ 3(n−1+2013−n)

2 = 3018.
Nótese qued = 3018 se da únicamente si la diferencia entre cualesquiera dos vecinos
es exactamente3, lo cual contradice la hipótesis de que todos los caballeros obtuvieron
diferentes botines (en este caso los caballeros2 y 2012 tendrı́an ambos3 libras más
que el caballero1). La siguiente figura muestra un ejemplo cond = 3017.
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0 2

5

8

3011

3014

30173015

3012

b

b

b

b

b

b

b

9

6

3

Solución del problema 14.SeanP1, Q1, P2, Q2 los puntos medios deOB, OD, OA

y OC, respectivamente.

bC

bD b A

b B

b

O

b

P1

b

Q1

b

P2

b
Q2

b

Q
b
P

Entonces,PQ ≥ P1Q1, luegoPQ ≥ 1
2BD y PQ ≥ P2Q2, y de aquı́PQ ≥ 1

2AC.
Entonces, tenemos que,

PQ ≥ 1

4
(BD +AC)

≥ 1

4
(OB +OD +OA +OC)

≥ 1

4
((OB +OA) + (OC +OD)) .

Pero,OB +OA > AB y OC +OD > CD. Por lo tanto,PQ ≥ 1
4 (AB + CD).
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Solución del problema 15.Observemos queB × AB = AB, luegoB debe ser1.
AdemásCB − AB = BD, luegoD debe ser0. Como en la resta anterior no se le
pidió prestado aC, entoncesC = A + 1. Considerando que,C × AB = BDC junto
con las tres condiciones anteriores tenemos que(A + 1) × A = 10 (nota que esta
operación no es en base10). Entonces la base debe ser el producto de dos números
consecutivos. Como la base del planetaX es mayor que2 y menor que10, debe ser6,
luegoA = 2 y C = 3.

Solución del problema 16.Primero veamos que sin = 1 o n = 3 ninguna configura-
ción permite obtener luz perpetua. Denotemos con1 a los focos encendidos y con0 a
los focos apagados.

Caso (n = 1).- Sólo hay dos configuraciones iniciales posibles. Si el foco está apa-
gado, continuará apagado. Si el foco está encendido se apagará al primer minuto
y permanecerá apagado el resto del tiempo.

Caso (n = 3).- Es fácil verificar que partiendo de cualquiera de las8 posibles
configuraciones iniciales eventualmente (a lo más en 4 minutos) se llega al estado
en que los tres focos quedan apagados perpetuamente (000).

Ahora, sin es par, la configuración inicial1001100110 . . . funciona pues esta se alter-
nará cada minuto con la configuración0110011001 . . .. Por último, sin > 3 es impar,
añadimos010 al inicio las configuraciones anteriores (pares). Este prefijo para la con-
figuración alternará con el prefijo100, dado que el tercer foco no encenderá por culpa
del cuarto. De esta forma los tres primeros focos alternan con independencia del resto
de la configuración. En conclusión, sólo sin 6= 1 y n 6= 3 existen configuraciones
iniciales que brindan luz perpetua.

Solución del problema 17.Sea{an} dicha sucesión y denotemos conSn a la suma
de términos desdea1 hastaan−1. Paran ≥ 2012, an es un divisor deSn. Por lo tanto,
existe un entero positivodn tal quean = Sn

dn
. Entonces,Sn+1 = Sn+an = (dn+1)Sn

dn
.

Si dn+1 ≥ dn + 1, entoncesan+1 ≤ Sn

dn
= an, lo cual contradice la hipótesis de que

{an} es estrictamente creciente. Por lo tanto,{dn} es no creciente paran ≥ 2012.
Sin embargo, esta sucesión no puede mantener indefinidamente un valork > 1, pues
en ese caso{Sn}, a partir de cierto término se convertirı́a en una sucesión geométrica
con razónk+1

k
. Comok y k + 1 son primos relativos, sólo es posible dividir al primer

término de la progresión geométrica entrek un número finito de veces. De aquı́ es claro
que existe unn a partir del cualdn = 1 y an = Sn.

Solución del problema 18.La respuesta es no. Decimos que unn-ágono convexo
cualquiera es potencialmenten − 2 triángulos (pensando en cortarlo a través de sus
diagonales trazadas desde uno de sus vértices). Supongamos que cortamos unn-agono
en una-ágono y unb-ágono. Ahora el número potencial de triángulos esa − 2 +
b − 2. Notemos que escencialmente hay3 formas de trazar la recta para cortar aln-
ágono: pasando por dos vértices, pasando por un sólo vértice o sin tocar ninguno de los
vértices.
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En el primer caso, tenemos quea+ b = n+2 y por lo tanto el número potencial
de triángulos esn−2, como al principio. Además, nótese que no se crean ángulos
obtusos nuevos, pues ningún ángulo deln-ágono puede dividirse en dos ángulos
obtusos.

En el segundo caso, tenemos quea+ b = n+ 3, por lo que el número potencial
de triángulos esn − 1, es decir, un incremento de1. Como en el caso anterior,
en el extremo del corte que pasa a través del vértice no se crean ángulos obtusos
nuevos, pero en el otro extremo (al cortar uno de los lados) sepuede crear uno,
pero no más de un ángulo obtuso nuevo.

En el tercer caso, tenemos quea+b = n+4, y el número potencial de triángulos
esn, lo que significa un incremento de2. En esta situación, en cada extremo del
corte se puede crear uno, pero no más de un ángulo obtuso nuevo. En total, al
cortar el incremeto en el número de ángulos obtusos es menor o igual que2.

En cualquier caso, el incremento en el número potencial de triángulos siempre es ma-
yor o igual que el incremento en el número de nuevos ángulosobtusos. Dado que el
triángulo incial es acutángulo, si en algún punto tenemos que todas las figuras son
triángulos, por lo menos uno de ellos debe ser acutángulo yno es posible que todos
ellos sean obtusángulos.

Solución del problema 19.Comenzamos probando el siguiente resultado.
Lema. Dado un conjunto{a1, a2, . . . , an} den enteros, siempre es posible escoger
algunos de ellos de tal forma que su suma sea divisible entren.
Demostracíon. Supongamos que ninguno de los números es divisible entren. Consi-
deremos las sumasb1 = a1, b2 = a1 + a2, . . . , bn = a1 + a2 + · · · + an. Si ninguna
es divisible entren, entonces al menos dos de ellas, digamosbj y bk (j < k) dejan
los mismos residuos al dividirse entren. Entonces su diferenciaaj+1 + · · · + ak es
divisible entren.
Ahora demostraremos el resultado del problema por inducci´on sobren.
Si n = 1, entonces en todas las cartas está escrito1 y cada carta es en sı́ misma un
montón cuya suma es1! = 1.
Supongamos que el resultado es válido paran−1, lo que significa que si la suma de los
números de todas las cartas esk · (n− 1)!, entonces las cartas pueden ser acomodadas
enk montones tales que en cada uno de ellos la suma de los valores de las cartas que
lo componen es(n− 1)!.
Llamaremossupracartaa cualquier montón de cartas cuya suma seal · n, con l =
1, . . . , n − 1. En este caso diremos quel es susupravalor. Cualquier carta con el
númeron escrito en ella es unasupracartaconsupravalorigual a1. Con el resto de
las cartas (con los números1, 2, . . . , n − 1), formaremos supracartas con el siguiete
procedimiento. Escogemosn cartas cualesquiera y debido al lema podemos tomar al-
gunas de ellas (cuya suma sea divisible entren) para formar una supracarta. Aplicamos
el procedimeto hasta que queden menos den cartas. Nótese que estas cartas sobrantes
juntas forman a su vez una supracarta (pues tanto la suma total como la de las cartas
agrupadas es divisble entren) cuyo supravalor no excede a(n− 1)n.
Ahora, tenemos un montón de supracartas con supravalores1, . . . , n − 1 y la suma
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total de esos supravalores es igual ak·n!
n

= k · (n − 1)!. Entonces, por la hipótesis de
inducción podemos distribuir las supracartas enk montones, cada uno consuprasuma
igual a(n− 1)!. Entonces la suma (normal) de los valores de las cartas de cada uno de
losk montones es igual a(n− 1)! · n = n!.

Solución del problema 20.Dado que en unn-ágono la suma de sus ángulos interiores
es(n− 2) · 180◦, entonces eln-ágono ha sido dividido enn− 2 triángulos a través de
n − 3 diagonales que no se intersectan en el interior deln-ágono. Pintamos los lados
de los triángulos blancos (negros) llamándolos blancos (negros). De esta forma, toda
diagonal es al mismo tiempo blanca y negra.
Entonces, hay al menosn−3 lados blancos (negros), por lo tanto hay al menos1

3 (n−3)
triángulos de cada color. SeaD(n) la diferencia buscada y consideremos3 casos:

Caso 1 (n = 3k). En este caso tenemos que hay al menosk−1 triángulos negros
y cuando más2k − 1 triángulos blancos, entoncesD(n) ≤ k.

Caso 2 (n = 3k + 1). En este caso hay al menosk triángulos negros y cuando
más2k − 1 triángulos blancos, entoncesD(n) ≤ k − 1.

Caso 3 (n = 3k + 2). En este caso hay al menosk triángulos negros y cuando
más2k triángulos blancos, entoncesD(n) ≤ k.

Ahora veremos que en cada caso la igualdad puede ser alcanzada y por lo tanto las
cotas anteriores corresponden a las máximas diferencias para cadan.
Paran = 3, 4, 5 (k = 1) el resultado es trivial y puede ser fácilmente verificado por
inspección. Para valores den más grandes construimos el ejemplo por recursión sobre
k.
Supongamos que para algúnk tenemos eln-ágono correspondiente con la diferencia
requerida (s.p.g. con mayorı́a de triángulos blancos). Entonces añadimos un pentágono
(con2 triángulos blancos y1 negro) aln-ágono, empalmando el lado negro del pentá-
gono con un lado blanco deln-ágono. De esta forman se incrementa en3, k en 1 y
D(n) en1, manteniéndose para el(n+ 1)-ágono la diferencia máxima.
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Problemas de Entrenamiento

Como se mencionó en la presentación, a partir de este número, la cantidad de problemas
que se presentan en esta sección se duplica de5 a10. La ampliación de la sección busca
una mayor participación de los lectores a través de una oferta más rica y accesible de
problemas.

Como anteriormente, las soluciones de los problemas de estasección se publican es-
cogiendo de entre las participaciones recibidas por parte de la comunidad olı́mpica de
todo el paı́s. Con el fin de dar tiempo a que nuestros lectores redacten y envı́en sus
trabajos, es que las soluciones de los problemas presentados en cada número de la re-
vista, se publican3 números después. Con este fin, ponemos a tu disposición nuestro
buzón electrónicorevistaomm@gmail.com. Ten la seguridad de que tan pronto
recibamos tu contribución, nos pondremos en contacto contigo para poder publicar tu
trabajo.

Problemas de Entrenamiento.
Año 2012 No. 3.

Problema 1.(Intermedio) Encuentra todas las funcionesf(x) con las siguientes pro-
piedades:

1. f(x) es una función cuadrática.

2. f(x+ 2) = f(x) + x+ 2.

3. f(2) = 2.

Problema 2. (Intermedio) Cada entero positivo se colorea con uno de dos colores:
verde o rojo, de tal manera que hay al menos un número de cada color. Además, se
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cumple que la suma de dos números con colores diferentes es verde y su producto es
rojo. ¿De qué color es el producto de dos números rojos?

Problema 3. (Intermedio) SeaABC un triángulo isósceles conAB = AC. Si la
bisectriz del ángulo enB intersecta aAC en el puntoD de tal manera queBC =
BD +AD, ¿cuánto mide el ángulo enA?

Problema 4.(Intermedio) Demuestra que los dı́gitos de las decenas de cada potencia
de3 es par.

Problema 5.(Intermedio) Dos caminos rectos parten de un puntoL formando un ángu-
lo agudo entre ellos. Sobre dos puntosP y Q de uno de los caminos se encuentran dos
buzones tales queLP = 40metros yLQ = 90metros. Bianca se encuentra sobre un
puntoB en el otro camino y ve los dos buzones formando un ángulo∠PBQ. ¿Qué tan
lejos está Bianca deL si el ángulo∠PBQ tiene la máxima medida posible?

Problema 6.(Intermedio) Encuentra el menor entero positivo de la forma,

A ∗B
B

,

dondeA y B son enteros de tres dı́gitos yA∗B denota al entero que se forma al colocar
A al lado deB.

Problema 7.(Intermedio) En un triánguloABC seanX , Y los puntos medios de los
ladosAB y AC, respectivamente. SeaD un punto sobre el segmentoBC, distinto de
su punto medio, tal que∠XDY = ∠BAC. Demuestra queAD es perpendicular a
BC.

Problema 8.(Intermedio) Determina todos los conjuntos finitos no vacı́osX de núme-
ros reales con la siguiente propiedad:x+ |x| ∈ X para todox ∈ X .

Problema 9.(Avanzado) Demuestra que para cada enteron > 0, el número,

(2n − 1)(2n − 2)(2n − 22)(2n − 23) · · · (2n − 2n−1)

es divisible entren!. (Nota:n! = n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1).

Problema 10.(Avanzado) Seana, b y c números reales positivos tales queabc = 1.
Demuestra que,

a

(a+ 1)(b+ 1)
+

b

(b + 1)(c+ 1)
+

c

(c+ 1)(a+ 1)
≥ 3

4

y determina cuándo se verifica la igualdad.
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Soluciones a los Problemas Propuestos.
Año 2011 No. 4.

A continuación publicamos las soluciones de los problemaspropuestos en Tzaloa4,
año2011. Recuerda que en el siguiente número de la revista aparecerán las soluciones
de los problemas propuestos en Tzaloa1, año2012, por lo que todavı́a estás a tiempo
para enviarnos la tuya y ası́ podamos publicarla dándote todo el crédito que mereces.

Problema 1.(Intermedio) A un tablero de11 × 11 se le quita el cuadrado unitario de
1× 1 del centro, ¿cuántas fichas de3 × 4 se pueden colocar en el resto del tablero sin
salirse ni traslaparse?

Solución. Consideremos los9 cuadraditos marcados en la siguiente figura.

Al colocar una ficha de3 × 4, al menos ocupa un cuadradito marcado por lo que a lo
más es posible colocar9 fichas, sin embargo el cuadradito del centro no está por lo que
a lo más se pueden colocar8 fichas. Es muy sencillo colocar8 fichas. Un ejemplo serı́a,

Segunda solucíon. Probemos nuevamente que no se pueden poner más de8 rectángu-
los. Consideremos la siguiente coloración.
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A

Supongamos que ponemosH rectángulos horizontales yV rectángulos verticales. Ca-
da rectángulo horizontal cubre al menos tres cuadrados sombreados y cada rectángu-
lo vertical cubre exactamente cuatro cuadrados sombreados. Ası́, se cubren al menos
3H + 4V de los32 cuadrados sombreados.

Por otro lado, en la regiónA, a lo más podemos cubrir cuatro cuadrados sombreados,
por lo que a lo más podemos cubrir31 cuadrados sombreados. Supongamos ahora
que podemos colocar al menos9 piezas, tendrı́amos queH + V ≥ 9 y por lo tanto
31 ≥ 3H + 4V = 3(H + V ) + V ≥ 27 + V , de dondeV ≤ 4. Con el mismo
argumento para las respectivas franjas horizontales, llegamos a queH ≤ 4, entonces
9 ≤ H + V ≤ 8, lo cual es una contradicción.

Problema 2.(Intermedio) Demuestra que hay una infinidad de triángulosPitagóricos
(triángulos rectángulos con lados enteros) cuya hipotenusa es un entero de la forma
3333 . . .3.

Solución. Observemos primero que la hipotenusa de un triángulo Pitagórico no puede
medir3 ni 33. Sin es un entero positivo, consideremos la terna de números enteros,

Å
2

3
10n(102n − 1),

1

3
(102n − 1)2,

1

3
(104n − 1)

ã
.

Demostraremos que es una terna Pitagórica.
Å
2

3
10n(102n − 1)

ã2
+

Å
1

3
(102n − 1)2

ã2
=

4

9
102n(102n − 1)2 +

1

9
(102n − 1)4 =

(102n − 1)2
Å
4

9
102n +

1

9
(102n − 1)2

ã
=

(102n − 1)2
Å
4

9
102n +

1

9
104n − 2

9
102n +

1

9

ã
=

(102n − 1)2
Å
2

9
102n +

1

9
104n +

1

9

ã
=

(102n − 1)2
Å
1

9
(102n + 1)2

ã
=

1

9
(104n − 1)2 =

Å
1

3
(104n − 1)

ã2
.
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Entonces la terna anterior nos da una sucesión infinita de ternas Pitagóricas cuya hipo-
tenusa es un número de4n dı́gitos iguales a3. Si n = 1 obtenemos la primera terna:
(660, 3267, 3333).

Problema 3.(Intermedio) Una empresa quiere vender baldosas decorativas, diseñadas
en forma de cuadrado partido por las diagonales, como se muestra en la figura:

Si se dispone de10 colores para pintar cada una de las secciones en que se dividela
baldosa, determina cuántos diseños de baldosa diferentes se pueden hacer si se permite
repetir colores dentro de una misma baldosa. (Dos diseños se consideran iguales si se
puede pasar de uno a otro por medio de una rotación de la baldosa).

Solución. Vamos a agrupar a las baldosas según el número de colores diferentes que
tengan, es decir, distinguiremos ası́ las baldosas con uno,dos, tres y cuatro colores
diferentes.

1. Baldosas con un único color hay10, una por cada color.

2. Existen tres tipos de baldosas con dos colores:

A

A
A B

B
A

A
B

B
A

B
A

Observemos que la segunda y tercera baldosa no hacen diferencia alguna entre
A y B. Luego, para cada uno de estos hay

(10
2

)

= 45 diseños. Para el primer tipo
hay en10×9 = 90 posibilidades. Luego, en total hay90+2(45) = 180 posibles
baldosas de dos colores.

3. Tenemos dos posibilidades para las baldosas de tres colores:

A
C

A
B

A
C

B
A

En cada caso, para el color dominante tenemos10 posibilidades. En la primera
baldosa, no es relevante el orden de los coloresB y C, luego hay10×

(

9
2

)

= 360
posibles diseños. En el segundo tipo de baldosa, sı́ es importante el orden de los
coloresB y C, luego hay10× 9× 8 = 720 posibilidades. Por lo tanto, para tres
colores el total de posibles baldosas es360 + 720 = 1080.
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4. Baldosas con cuatro colores. El orden de los colores es importante, sin embargo
cualquier configuración obtenida tendrá otras3 baldosas equivalentes, es decir,
a las que se puede llegar por rotación. Por lo que hay10×9×8×7

4 = 1260 diseños
de baldosas de cuatro colores.

Por lo tanto, en total hay10 + 180 + 1080 + 1260 = 2, 530 posibilidades.

Problema 4. (Avanzado) SeaA = {1, 2, 3, . . . , 100}. Encuentra el menor entero po-
sitivo n tal que entre cualesquieran enteros del conjuntoA, existen dos tales que su
producto es un cuadrado perfecto.

Solución. Cada enterom se puede escribir de la formam = u2v de tal manera que
v sea libre de cuadrados, es decir, tal que el único cuadrado que lo divide es1. Por
ejemplo, param = 600 tenemos queu = 10, v = 6. Llamemos av la parte libre de
cuadrados dem. Ahora, si tenemos dos enteros,m1 = u2

1v1 y m2 = u2
2v2 escritos en

dicha forma, como su producto es

m1m2 = (u1u2)
2(v1v2),

para que sea un cuadrado perfecto, necesitamos quev1v2 lo sea y como son libres
de cuadrados, es necesario quev1 = v2. Por lo tanto, dos números multiplican un
cuadrado, si y sólo si su parte libre de cuadrados es la misma.
Contemos entonces el número de números libres de cuadrados enA con el principio de
inclusión-exclusión. Tenemos100 elementos enA, tenemos que restar los múltiplos de
algún primo al cuadrado, es decir: los múltiplos de22, de32, de52 y de72, luego hay
que sumar los que restamos dos veces, es decir: los múltiplos de(2 · 3)2 y (2 · 5)2. El
proceso acaba aquı́, pues no hay múltiplos de tres primos alcuadrado (el mı́nimo serı́a
(2 · 3 · 5)2 = 900). Por lo tanto hay

100−
õ
100

4

û
−
õ
100

9

û
−
õ
100

25

û
−
õ
100

49

û
+

õ
100

36

û
+

õ
100

100

û

= 100− 25− 11− 4− 2 + 2 + 1 = 61

números libres de cuadrados enA. Si tomamos esos61 números, no hay dos cuyo
producto es un cuadrado. Por otro lado, por el principio de las casillas, entre62 números
enA hay necesariamente dos cuya parte libre de cuadrados es la misma y su producto
serı́a un cuadrado.

Problema 5.(Avanzado) Seaa un número real tal que todas las diferencias entrea1929,
a1970 y a2011 son números enteros. Demuestra quea también es un número entero.

Solución. Si a = 1 el resultado es trivial. Supongamos quea 6= 1 y quea1929 = k+ t,
a1970 = m + t y a2011 = n + t, dondek, m y n son enteros distintos y0 ≤ t < 1.
Entonces,

a41 =
m+ t

k + t
=

n+ t

m+ t
,

y por lo tanto,

0 = (m+ t)2 − (k + t)(n+ t) = (m2 − kn)− (k − 2m+ n)t.
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De la ecuación anterior concluimos que sik − 2m+ n = 0, entoncesm2 − kn = 0,
de donde se sigue que0 = m2 − k(2m− k) = (m− k)2 (puesn = 2m− k), lo cual
contradice el hecho de quek 6= m. Por lo tanto,t = m2−kn

k−2m+n
es un número racional

y, entonces,a41, a1929, a1970 y a2011 son también racionales. Dado que41 es primo
y que1929 = 3 × 643 no es divisible entre41, tenemos que41 y 1929 son primos
relativos y por lo tanto podemos encontrar enterosr y s tales que41r+1929s = 1. De
aquı́, se sigue que,

a = a41r+1929s = (a41)r · (a41)s

es un número racional, digamosa = u
v

, conu y v enteros primos relativos yv > 0.
Entonces los denominadores de los racionalesa1970 y a2011, expresados en su forma
más simplificada, sonv1970 y v2011. Por último y debido a quea1970 − a2011 es un
entero, dichos denominadores tienen que ser iguales, de donde se sigue quev = 1 y
por lo tantoa es un entero.
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Etapas Semifinal y Final Estatal
de la25

a OMM

En esta nueva sección de la revista publicamos los exámenes de las etapas semifinal
y final estatal de la olimpiada mexicana de matemáticas del año inmediato anterior.
La etapa semifinal consta de un examen con5 problemas para resolver en un tiempo
máximo de4 horas. La etapa final consta de dos exámenes con4 problemas cada uno,
para resolver en un tiempo máximo de4.5 horas.
Esperando poder publicar tus soluciones en el siguiente número, recuerda que puedes
escribirnos a la direcciónrevistaomm@gmail.com donde con gusto estaremos
recibiendo todas las contribuciones de los lectores.

Etapa Semifinal Estatal de la25a OMM, 2011

Problema 1. SeanKA y KB circunferencias del mismo radio con centrosA y B,
respectivamente, tales queA está enKB. SeaC enKA tal que la medidag del ángulo
∠ABC satisfaga30◦ < g < 60◦. SobreKB tómese el puntoD (distinto deA) para el
cual∠CBD = g y constrúyase la circunferenciaKC que pasa porA y tiene centroC.
DeD haciaC trácese una recta hasta que toque aKC y seaE el punto de intersección.
Demuestra que∠AEC = g.

Problema 2. A una cena llegan3 matrimonios. Se quieren sentar alrededor de una
mesa redonda de manera que nadie quede junto a su pareja. ¿De cuántas maneras se
pueden acomodar si Adela ya tiene un lugar asignado fijo?

Problema 3.Un rectánguloABCD de lados de longitudes enteras y área756 se divide
en tres rectángulosAFHG, FBIH y GICD de lados de longitudes enteras como se
muestra en la figura, de manera que el área deFBIH es el triple que la deAFHG, y
el área deGICD es5 veces la deAFHG. Determina todas las posibilidades para la
longitud deAD.
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A

B C

D

F

G

H

I

Problema 4.¿Cuántos elementos a lo más podemos escoger del conjunto{1, 2, . . . , 20}
si no queremos que la suma de dos de los números escogidos seamúltiplo de un cua-
drado mayor que1?

Problema 5. ¿De cuántas maneras es posible acomodar los números del1 al 10 de
manera que del primero al séptimo vayan creciendo, que el s´eptimo sea mayor que
el octavo, y que del octavo al décimo vayan creciendo otra vez? (Por ejemplo, una
posibilidad es1, 2, 3, 5, 6, 8, 10, 4, 7, 9.)

Etapa Final Estatal de la25a OMM, 2011

Problema 1.En un torneo habı́a7 equipos que jugaron todos contra todos una vez.
Cada dı́a se efectuó un partido. En determinado momento se observó que cada equipo
habı́a jugado a lo más3 juegos. Demuestra que a alguno de los equipos le faltaba en
ese momento por lo menos4 juegos por jugar.

Problema 2.En un planeta, el año dura101 dı́as y los dı́as están numerados del1 al
101. Resulta que llueve un dı́a, después deja de llover dos dı́as, al dı́a siguiente vuelve
a llover y después deja de llover el dı́a siguiente; otra vezllueve y luego pasan dos
dı́as más sin llover y ası́ sucesivamente, alternándose los dı́as que no hay lluvia en
2, 1, 2, 1, 2, etc. Llovió por primera vez el dı́a2, luego el5, luego el7, luego el10,
luego el12, etc. Demuestra que, al pasar los años, llega un momento en que ha llovido
exactamente el mismo número de veces cada fecha del año, y determina cuántos años
deben pasar para que eso ocurra.

Problema 3.Seanl y m dos rectas paralelas. SeanA,B,C y D puntos enl, y sean
E,F,G y H puntos enm de forma queAB = CD y EF = GH (ver figura). Sean
P y Q los puntos de intersección deAG conCE y deBH conDF , respectivamente.
Demuestra quePQ es paralela a las rectasl y m.
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b b b b

b b b b

b b

l
A B C D

m

E F G H

P Q

Problema 4.Determina todos los conjuntosA de4 enteros menores que250, en los
cuales cada pareja de números tenga máximo común divisorigual a un número primo,
y que todos esos primos sean distintos.

Problema 5.Demuestra que todos los enteros positivos impares se puedenescribir en
la forma,

a0 + 2 · a1 + 22 · a2 + · · ·+ 2n · an,

donden es cualquier entero no negativo y cadaai es 1 o −1 (por ejemplo,11 =
1− 2 + 4 + 8).

Problema 6.En la figura hay dos cı́rculos que se intersectan en los puntosP y Q; X es
un punto sobre la recta porP y Q, y los puntosA,B,C y D son las intersecciones de
los cı́rculos con rectas que pasan porX , como se muestra. Demuestra queY B ·Y A =
Y C · Y D.

b

b

b

b

b

b

b

b

P

Q

X

A B

C

D

Y
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Problema 7.En un estanque hay100 litros de agua inicialmente. Se desea poner entre
2 y 6 desagües del mismo tamaño, por donde saldrá toda el agua lentamente. Se tienen
100 recipientes: uno con capacidad de1 litro, otro con capacidad de2 litros, otro con
capacidad de3 litros y ası́ sucesivamente (el último tanque tiene capacidad de100 li-
tros). Se quieren escoger algunos de estos recipientes y colocar uno en cada desagüe
para recolectar agua (se escoge el mismo número de recipientes que de desagües). Se
requiere que la suma de las capacidades de los recipientes escogidos sea100. Aún
cuando un recipiente se llena, el agua continúa saliendo por el desagüe y se tira. De-
termina el número óptimo de desagües y las capacidades delos recipientes escogidos
de tal manera que la suma de las capacidades de los recipientes llenos cuando se ter-
minan los100 litros sea máxima. (Nota: Sólo cuentan los recipientes que sı́ hayan sido
llenados por completo, por ejemplo, si se colocan cuatro recipientes con capacidades
12, 20, 28 y 40, la cantidad de litros recolectados será de12 + 20 = 32).

Problema 8.¿Cuál es la máxima longitud de un camino deA a B en la figura, si el
camino debe seguir las lı́neas y no debe repetir ningún segmento (pero sı́ puede repetir
vértices)?

A

B



Problemas y Soluciones de
Olimpiadas Internacionales

American Mathematics Competition (AMC)

Durante el entrenamiento de enero en Colima, se aplicaron los exámenes AMC 10 y
AMC 12 (American Mathematics Competition). Dichos exámenes son los que se apli-
can como primera fase en los Estados Unidos. El AMC 10 es para estudiantes que están
cursando, a lo más, primer año de preparatoria, por lo que este examen los presentaron
los preseleccionados para la Olimpiada Centroamericana y los segundos lugares del
concurso nacional pasado. El AMC 12 es para los que están cursando segundo o tercer
año de preparatoria, de modo que lo presentaron los preseleccionados para la Olimpia-
da Internacional. Cada examen consta de15 preguntas de opción múltiple para resolver
en un máximo de75 minutos y con un máximo puntaje de150 puntos. En esta ocasión,
los tres puntajes más altos del AMC 10 fueron: Axel Omer Gómez Cásarez con 123
puntos, Kevin William Beuchot Castellanos con118.5 puntos y Diego Fajardo Rojas
con114 puntos. Por otra parte, los tres puntajes más altos del AMC 12 fueron: Julio
César Dı́az Calderón con103.5 puntos, José Ramón Guardiola Espinosa con100.5
puntos y Jorge Ignacio González Cázares, con99 puntos.

A continuación presentamos los problemas y las solucionesdel concurso AMC 10 de
este año.

AMC 10A

Problema 1.Ana puede hornear un pastelito cada20 segundos y Juana lo puede hacer
en30 segundos. Trabajando juntas, ¿cuántos pastelitos puedenhornear en5 minutos?

(a)10 (b) 15 (c) 20 (d) 25 (e)30
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Solución. La respuesta es (d).
Como20 segundos es13 de un minuto, Ana puede hornear5 ÷ 1

3 = 15 pastelitos en5
minutos. Por otra parte, Juana puede hornear5 ÷ 1

2 = 10 pastelitos. Luego, entre las
dos hornean25 pastelitos en5 minutos.

Problema 2.Un cuadrado de lado8 se cortó por la mitad, formando dos rectángulos
congruentes. ¿Cuáles son las dimensiones de uno de estos rectángulos?

(a)2 por4 (b) 2 por6 (c) 2 por8 (d) 4 por4 (e)4 por8

Solución. La respuesta es (e).
La medida de la base de cada rectángulo es igual a la medida del lado del cuadrado, es
decir,8. La altura del rectángulo es igual a la mitad del lado del cuadrado, es decir,4.
Por lo tanto, las dimensiones de los rectángulos son4 por8.

Problema 3.Un insecto se mueve sobre la recta numérica comenzando en−2. Avanza
al −6 y luego regresa al5. ¿Cuántas unidades recorrió en total?

(a)9 (b) 11 (c) 13 (d) 14 (e)15

Solución. La respuesta es (e).
La distancia del−2 al −6 es de|(−6)− (−2)| = 4 unidades. La distancia del−6 al 5
es de|5− (−6)| = 11. Por lo tanto, el insecto recorrió15 unidades.

Problema 4.Si∠ABC = 24◦ y ∠ABD = 20◦, ¿cuál es el mı́nimo número de grados
posible que puede medir el ángulo∠CBD?

(a)0 (b) 2 (c) 4 (d) 6 (e)12

Solución. La respuesta es (c).
El rayoAB es común a los ángulos∠ABC y ∠ABD. Luego,∠CBD = 24◦+20◦ =
44◦ o ∠CBD = 24◦ − 20◦ = 4◦, dependiendo si el puntoC está dentro del ángulo
ABD o no, respectivamente. Por lo tanto, el mı́nimo número de grados que puede
medir el ángulo∠CBD es4.

Problema 5.El año pasado100 gatos adultos, de los cuales la mitad eran hembras,
fueron llevados a una tienda de mascotas. La mitad de las hembras adultas tenı́an una
camada de gatitos. El número promedio de gatitos por camadaera4. ¿Cuántos gatos y
gatitos recibió la tienda de mascotas el año pasado?

(a)150 (b) 200 (c) 250 (d) 300 (e)400

Solución. La respuesta es (b).
Habı́a50 gatos que eran hembras adultas y25 de ellas tenı́an una camada de4 gatitos en
promedio, luego habı́a100 gatitos. Por lo tanto, el número total de gatos que recibióla
tienda fue de100 + 100 = 200.
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Problema 6.El producto de dos números positivos es9. El recı́proco de uno de estos
números es4 veces el recı́proco del otro. ¿Cuál es la suma de los dos números?

(a) 10
3 (b) 20

3 (c) 7 (d) 15
2 (e)8

Solución. La respuesta es (d).
Seax > 0 el primer número yy > 0 el segundo. Luego,xy = 9 y 1

x
= 4

y
. Entonces

(x)(4x) = 9, luego,x =
»

9
4 = 3

2 , de dondey = 4 × 3
2 = 6 . Por lo tanto,x + y =

3
2 + 6 = 15

2 .

Problema 7.En una bolsa con canicas,3
5 de las canicas son azules y el resto son ro-

jas. Si el número de canicas rojas se duplica y el número de canicas azules no cambia,
¿qué fracción de las canicas serán rojas?

(a) 2
5 (b) 3

7 (c) 4
7 (d) 3

5 (e) 4
5

Solución. La respuesta es (c).
La razón entre las canicas azules y las rojas es3 : 2. Si la cantidad de canicas rojas
se duplica, entonces la razón serı́a3 : 4. Por lo tanto, la fracción de canicas rojas es,
4

3+4 = 4
7 .

Problema 8.Las sumas de tres números tomados por parejas son12, 17 y 19. ¿Cuál es
el número de en medio?

(a)4 (b) 5 (c) 6 (d) 7 (e)8

Solución. La respuesta es (d).
Denotemos pora, b y c a los tres números de manera quea < b < c. Luego,a+b = 12,
a+ c = 17 y b+ c = 19. Tenemos que,

2(a+ b+ c) = (a+ b) + (a+ c) + (b+ c) = 12 + 17 + 19 = 48,

de dondea+ b+ c = 24. Por lo tanto,b = (a+ b+ c)− (a+ c) = 24− 17 = 7 es el
número de en medio.

Problema 9.Una pareja de dados de seis caras son etiquetados de tal manera que un
dado sólo tiene números pares (el2, 4 y 6 en dos caras cada uno), y el otro dado tiene
sólo números impares (el1, 3 y 5 en dos caras cada uno). Si se lanza el par de dados,
¿cuál es la probabilidad de que la suma de los números de lascaras de arriba de ambos
dados es7?

(a) 1
6 (b) 1

5 (c) 1
4 (d) 1

3 (e) 1
2

Solución. La respuesta es (d).
Notemos que, sin importar el resultado del primer dado, sólo uno de los tres posibles
resultados del segundo dado hace que la suma sea7 (si salió el2 se necesita el5, si
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salió el4 se necesita el3, y si salió el6 se necesita el1). Luego, la probabilidad buscada
es 1

3 .

Problema 10.Mary divide un cı́rculo en12 sectores. Los ángulos centrales de estos
sectores, medidos en grados, son todos enteros y forman una progresión aritmética.
¿Cuántos grados mide el ángulo del sector más pequeño posible?

(a)5 (b) 6 (c) 8 (d) 10 (e)12

Solución. La respuesta es (c).
Seana el término inicial yd la diferencia común de la progresión aritmética. Entonces,
la suma de las medidas en grados de los ángulos centrales es,

a+ (a+ d) + · · ·+ (a+ 11d) = 12a+ 66d = 360,

de donde2a+ 11d = 60. Si d es impar, entonces2a serı́a impar lo cual es un absurdo.
Si d = 2, entoncesa = 19; y si d = 4, entoncesa = 8. Si d ≥ 6, entoncesa serı́a
negativo, lo cual no es posible. Por lo tanto, el menor valor entero positivo posible de
a es8.

Problema 11.Dos circunferencias tangentes externamente con centros enlos puntosA
y B, tienen radios de5 y 3, respectivamente. Una recta tangente externamente a ambos
cı́rculos intersecta aAB en el puntoC. ¿Cuánto mideBC?

(a)4 (b) 4.8 (c) 10.2 (d) 12 (e)14.4

Solución. La respuesta es (d).
Denotemos porL a la recta externa tangente a ambos cı́rculos. SeanD y E los puntos
de tangencia de las circunferencias con centros enA y B, respectivamente.

b

A
b

B

b
D

b
E

b

C

5
3

L

ComoAD = 5 y BE = 3, entoncesAB = 8. Además, como los triángulos rectángu-
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losADC y BEC son semejantes, tenemos que,

BC

AC
=

BE

AD
BC

BC + 8
=

3

5
5BC = 3BC + 24

BC = 12.

Problema 12.Un año es bisiesto si y sólo si es divisible entre400 (por ejemplo, el año
2000) o es divisible entre4 pero no entre100 (por ejemplo, el año2012). El bicen-
tenario del aniversario del nacimiento del novelista Charles Dickens fue celebrado el
martes7 de febrero de2012. ¿En qué dı́a de la semana nació Dickens?

(a) Viernes (b) Sábado (c) Domingo (d) Lunes (e) Martes

Solución. La respuesta es (a).
Hubieron200 · 365 = 73000 dı́as no bisiestos en el bicentenario del7 de febrero de
1812 al 7 de febrero de2012. Una cuarta parte de esos años tuvieron un dı́a bisiesto,
excepto en el año1900, de modo que hubo14 · 200 − 1 = 49 dı́as bisiestos en ese
periodo. Luego, Dickens nació73049 dı́as antes de un martes. Como el mismo dı́a de
la semana ocurre cada7 dı́as y73049 = 7(10435) + 4, el dı́a que nació Dickens (7 de
febrero de1812) fue4 dı́as antes de un martes, es decir, un viernes.

Problema 13.Un promedio iterativode los números1, 2, 3, 4 y 5 es calculado de la
siguiente manera. Ordena los cinco números de alguna manera. Determina el prome-
dio de los primeros dos números, luego determina el promedio del resultado anterior
con el tercer número, después determina el promedio del resultado previo con el cuarto
número, y por último determina el promedio del resultado anterior con el quinto núme-
ro. ¿Cuál es la diferencia entre los valores máximo y mı́nimo posibles que pueden ser
obtenidos usando este procedimiento?

(a) 31
16 (b) 2 (c) 17

8 (d) 3 (e) 65
16

Solución. La respuesta es (c).
Si los números son acomodados en el ordena, b, c, d, e, entonces el promedio iterativo
es,

a+b
2

+c

2
+d

2 + e

2
=

a+ b+ 2c+ 4d+ 8e

16
.

El mayor valor se obtiene haciendo(a, b, c, d, e) = (1, 2, 3, 4, 5) o (2, 1, 3, 4, 5), y el
menor valor se obtiene haciendo(a, b, c, d, e) = (5, 4, 3, 2, 1) o (4, 5, 3, 2, 1). En el
primer caso el promedio iterativo es6516 , y en el segundo caso el promedio iterativo es
31
16 . Luego, la diferencia buscada es65

16 − 31
16 = 34

16 = 17
8 .
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Problema 14.Pablo fabrica tableros de ajedrez no convencionales de31× 31 cuadra-
dos. Los tableros tienen un cuadrado negro en cada esquina y se alternan cuadrados ro-
jo y negro en cada renglón y columna. ¿Cuántos cuadrados negros hay en cada tablero?

(a)480 (b) 481 (c) 482 (d) 483 (e)484

Solución. La respuesta es (b).
Dividamos el tablero de ajedrez no convencional en dos partes: las primeras30 colum-
nas y la última. La sección más grande consiste de renglones, cada una conteniendo15
cuadrados negros. La última columna contiene16 cuadrados negros. Luego, el número
total de cuadrados negros es31 · 15 + 16 = 481.
Otra forma: Hay16 renglones que tienen16 cuadrados negros y15 renglones que
tienen15 cuadrados negros, de modo que el número total de cuadrados negros es
162 + 152 = 481.

Problema 15.Se tienen tres cuadrados unitarios y dos segmentos de recta que conectan
dos pares de vértices como se muestra en la figura. ¿Cuál es el área del triánguloABC?

b

b

bb

b

A B

C

(a) 1
6 (b) 1

5 (c) 2
9 (d) 1

3 (e)
√
2
4

Solución. La respuesta es (b).
Nombremos a los puntos como muestra la figura.

bb

b

b

bb

A B

F
D E

C
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Como los cuadrados son de lado1, por semejanza es fácil ver queFD = 1
2 y DE = 3

2 .
Ahora, comoAB y DE son paralelas, los triángulosABC y EDC son semejantes
con razón2 : 3. Si h y h′ son las alturas desdeC en los triángulosABC y EDC,
respectivamente, tenemos queh

h′
= 2

3 . Además,h+ h′ = 1, de dondeh = 2
5 y el área

deABC es 1
5 .

Otra forma: Coloquemos la figura en el plano cartesiano, conA en el origen yB en el
eje positivo de las abcisas, como se muestra en la figura.

b

b

bb b

b

A B

C

D

E

F

Entonces las ecuaciones de las rectasAE y BF son,y = − 1
2x y y = 2x− 2, respecti-

vamente. Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas obtenemos que
C = (45 ,− 2

5 ). Luego, en el triánguloABC la base mide1 = AB y la altura2
5 , por lo

tanto su área mide15 .
Otra forma: Los triángulos rectángulos congruentesAED y FBA tienen la propiedad
de que sus correspondientes catetos son perpendiculares, de modo que sus hipotenusas
son perpendiculares. Por lo tanto,∠ACB es un ángulo recto y los triángulosACB y
FAB son semejantes. ComoAB = 1 y BF =

√
5, la razón del área del triángulo

ACB y el área del triánguloFAB es 1
5 . Luego, si el área del triánguloFAB es1,

entonces el área del triánguloACB es 1
5 .

Problema 16.Tres corredores comienzan a correr simultáneamente desdeel mismo
punto sobre una pista circular de500 metros. Todos corren en sentido de las manecillas
del reloj manteniendo velocidades constantes de4.4, 4.8 y 5 metros por segundo. Los
corredores se detienen una vez que estén todos juntos nuevamente en algún lugar sobre
la pista. ¿Cuántos segundos corren los corredores?

(a)1000 (b) 1250 (c) 2500 (d) 5000 (e)10000

Solución. La respuesta es (c).
Llamemos a los corredoresA, B y C en orden creciente de velocidad. Después del
comienzo de la carrera, el corredorB y el corredorC estarán juntos nuevamente una
vez que el corredorC haya corrido500metros de más. Luego, les tomará5005−4.8 = 2500
segundos a los corredoresB y C para estar juntos de nuevo. De manera similar, les
tomará 500

4.8−4.4 = 1250 segundos a los corredoresA y B para estar juntos de nuevo.
Los corredoresA y B también estarán juntos en2 · 1250 = 2500 segundos. En ese
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momento los tres corredores estarán juntos.

Problema 17.Seana y b enteros primos relativos tales quea > b > 0 y a3−b3

(a−b)3 = 73
3 .

¿Cuánto valea− b?

(a)1 (b) 2 (c) 3 (d) 4 (e)5

Solución. La respuesta es (c).
Observe que,

a3 − b3

(a− b)3
=

(a− b)(a2 + ab+ b2)

(a− b)(a− b)2
=

a2 + ab+ b2

a2 − 2ab+ b2
.

Luego, la ecuación dada puede ser escrita como3a2+3ab+3b2 = 73a2−146ab+73b2.
Simplificando, obtenemos que(10a−7b)(7a−10b) = 0. Comoa > b y a, b son primos
relativos, se sigue quea = 10 y b = 7. Por lo tanto,a− b = 3.

Problema 18.La curva cerrada en la figura está hecha de9 arcos circulares congruen-
tes, cada uno de longitud2π3 , donde cada uno de los centros de los correspondientes
cı́rculos es un vértice de un hexágono regular de lado2. ¿Cuál es el área encerrada por
la curva?

bc

bc

bc

bc

bc

bc
bb

b

b b

b

b

bb

(a)2π + 6 (b) 2π + 4
√
3 (c) 3π + 4 (d) 2π + 3

√
3 + 2 (e)π + 6

√
3

Solución. La respuesta es (e).
Los sectores circulares marcados en la figura tienen la mismaárea, dado que son los23
de un cı́rculo de radio1. Entonces, el área encerrada por la curva es igual al área de un
cı́rculo de radio1 más el área de un hexágono regular de lado2.

bc

bc

bc

bc

bc

bc

bb

b

b b

b

b

bb

1 2

3

45

6

b

4

5

6

bc

bc

bc

bc

bc

bb

b

b b

b

1 2

3
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Como el hexágono se puede dividir es6 triángulos equiláteros de lado2, tenemos que
el área buscada mide,π + 6

Ä√
3
4 × 22

ä
= π + 6

√
3.

Problema 19.La pintora Paula y sus dos ayudantes pintan cada uno a velocidades
constantes pero distintas. Todos ellos comienzan siempre alas 8:00 a.m., y los tres
siempre tardan el mismo tiempo en tomar su almuerzo. El luneslos tres pintaron el
50% de una casa, terminando a las 4:00 p.m. El martes, Paula no asistió a trabajar,
y los dos ayudantes pintaron sólo el24% de la casa terminando a las 2:12 p.m. El
miércoles Paula trabajó sola y terminó de pintar la casa trabajando hasta las 7:12 p.m.
¿Cuánto tiempo, en minutos, duró el almuerzo de cada dı́a?

(a)30 (b) 36 (c) 42 (d) 48 (e)60

Solución. La respuesta es (d).
Supongamos que el almuerzo duróm minutos. Entonces, los tres pintores trabajaron
cada uno480−m minutos el lunes, los dos ayudantes trabajaron372−m minutos el
martes, y Paula trabajó672 − m minutos el miércoles. Si Paula pintóp% de la casa
por minuto y sus ayudantes pintaron un total deh% de la casa por minuto, entonces,

(p+ h)(480−m) = 50,

h(372−m) = 24,

p(672−m) = 26.

Sumando las últimas dos ecuaciones obtenemos que672p+ 372h−mp−mh = 50,
y restando esta ecuación de la primera obtenemos que108h − 192p = 0, de donde
h = 16p

9 . Sustituyendo este valor deh en la primera ecuación del sistema original,
obtenemos el sistema,

25p

9
(480−m) = 50,

p(672−m) = 26.

Resolviendo este sistema obtenemos las solucionesp = 1
24 y m = 48. Observe que

h = 2
27 .

Problema 20.Un cuadrado de3×3 se dividió en9 cuadrados unitarios. Cada cuadrado
unitario se pinta de color blanco o negro, con cada color siendo igualmente probable,
elegido independientemente y al azar. Luego, el cuadrado esrotado90◦ en el sentido
de las manecillas del reloj alrededor de su centro, y cada cuadrado blanco en una posi-
ción antes ocupada por un cuadrado negro se pinta de negro. Los colores del resto de
los cuadrados no cambian. ¿Cuál es la probabilidad de que toda la cuadrı́cula sea ahora
completamente negra?

(a) 49
512 (b) 7

64 (c) 121
1024 (d) 81

512 (e) 9
32

Solución. La respuesta es (a).
Hay24 = 16 posibles coloraciones iniciales para los cuatro cuadradosde las esquinas.
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Si su coloración inicial esNNNN , o una de las cuatro permutaciones cı́clicas de
NNNB, o una de las dos permutaciones cı́clicas deNBNB, entonces los cuatro
cuadrados de las esquinas serán negros al final. Si la coloración inicial esBBBB, o
una de las cuatro permutaciones cı́clicas deNBBB, o una de las cuatro permutaciones
cı́clicas deNNBB, entonces al menos uno de los cuatro cuadrados de las esquinas
será blanco al final. Por lo tanto, los cuatro cuadrados de las esquinas serán negros al
final con probabilidad716 . Del mismo modo, los cuatro bordes cuadrados serán negros
al final con probabilidad7

16 . El cuadrado central será negro al final si y sólo si era
inicialmente negro, de modo que será negro al final con probabilidad 1

2 . Por lo tanto, la
probabilidad de que los nueve cuadrados sean negros al final es 1

2 (
7
16 )

2 = 49
512 .

Problema 21.Considera los puntosA = (0, 0, 0), B = (1, 0, 0), C = (0, 2, 0) y
D = (0, 0, 3). Los puntosE, F , G y H son los puntos medios de los segmentosBD,
AB, AC y DC, respectivamente. ¿Cuál es el área deEFGH?

(a)
√
2 (b) 2

√
5

3 (c) 3
√
5

4 (d)
√
3 (e) 2

√
7

3

Solución. La respuesta es (c).
ComoE, F , G y H son puntos medios, entonces,E = (12 , 0,

3
2 ), F = (12 , 0, 0),

G = (0, 1, 0) y H = (0, 1, 32 ).

b
A

b

B

b C

b
D

b H

bE

bF

b
G

Observemos que,EF = GH ,EF es perpendicular aEH ,GF es perpendicular aGH

y

EH = FG =

�Å
1

2

ã2
+ 12 =

√
5

2
.

Por lo tanto,EFGH es un rectángulo cuya área mide3
2 ×

√
5
2 = 3

√
5

4 .

Problema 22.La suma de los primerosm enteros positivos impares es212 más que la
suma de los primerosn enteros positivos pares. ¿Cuál es la suma de todos los valores
posibles den?
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(a)255 (b) 256 (c) 257 (d) 258 (e)259

Solución. La respuesta es (a).
La suma de los primerosk enteros positivos esk(k+1)

2 . Por lo tanto, la suma de los
primerosk enteros positivos pares es,

2 + 4 + 6 + · · ·+ 2k = 2(1 + 2 + 3 + · · ·+ k) = 2 · k(k + 1)

2
= k(k + 1).

La suma de los primerosk enteros positivos impares es,

(1 + 2 + 3 + · · ·+ 2k)− (2 + 4 + 6 + · · ·+ 2k) =
2k(2k + 1)

2
− k(k + 1) = k2.

Las condiciones dadas implican quem2 − 212 = n(n+1), lo cual puede ser reescrito
comon2 + n + (212 − m2) = 0. El discriminante de esta ecuación cuadrática en
la variablen es1 − 4(212 − m2) = 4m2 − 847, el cual debe ser el cuadrado de
un entero impar. Seap2 = 4m2 − 847. Reescribiendo esta ecuación obtenemos que
(2m+ p)(2m− p) = 847. Las únicas parejas de factores de847 son(847, 1), (121, 7)
y (77, 11). Igualando estas parejas a2m + p y 2m − p, obtenemos las soluciones
(m, p) = (212, 423), (32, 57) y (22, 33). Observe que los correspondientes valores de
n se obtienen usando la relaciónn = −1+p

2 , de donde se obtienen = 211, 28, 16,
respectivamente. Por lo tanto, la suma de los valores posibles den es255.

Problema 23.Ana, Curro, Marco, Carlos, Toño y Mila tienen cuentas de internet. Al-
gunos de ellos, pero no todos, son amigos entre sı́ por internet, y ninguno de ellos tiene
un amigo por internet fuera del grupo. Además cada uno de ellos tiene el mismo núme-
ro de amigos por internet. ¿De cuántas formas distintas puede suceder esto?

(a)60 (b) 170 (c) 290 (d) 320 (e)660

Solución. La respuesta es (b).
El problema se puede plantear con un grafo teniendo a las6 personas como vértices,
en el cual dos vértices están unidos por una arista si y sólo si las correspondientes
personas son amigos por internet. Sean el número de amigos que cada persona tiene.
Luego,1 ≤ n ≤ 4 (si n = 5, entonces todos serı́an amigos entre sı́, contrario a lo
que dice el problema). Sin = 1, entonces el grafo consiste de tres aristas que no
comparten vértices. Hay5 elecciones para el amigo de Ana y hay3 formas de dividir a
las restantes4 personas en2 pares de amigos, para un total de5 · 3 = 15 posibilidades.
El cason = 4 es complementario, cambiando el rol de ser amigo por no ser amigo, de
modo que también hay15 posibilidades en este caso.
Si n = 2, el grafo debe tener ciclos, y las únicas dos elecciones sondos triángulos
(3-ciclos) y un hexágono (6-ciclo). En el primer caso, hay

(5
2

)

= 10 formas de elegir
dos amigos para Ana y cada elección determina de manera única los triángulos. En el
segundo caso, cada permutación de los seis vértices determina un hexágono, pero cada
hexágono es contado6·2 = 12 veces, ya que el hexágono puede comenzar en cualquier
vértice y ser recorrido en cualquier dirección. Esto nos da 6!

12 = 60 hexágonos, para
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un total de10 + 60 = 70 posibilidades. El caso complementarion = 3 nos da70
posibilidades más. Por lo tanto, el total es15 + 15 + 70 + 70 = 170.

Problema 24.Seana, b y c enteros positivos cona ≥ b ≥ c, tales que,

a2 − b2 − c2 + ab = 2011,

a2 + 3b2 + 3c2 − 3ab− 2ac− 2bc = −1997.

¿Cuánto valea?

(a)249 (b) 250 (c) 251 (d) 252 (e)253

Solución. La respuesta es (e).
Sumando las dos ecuaciones dadas obtenemos,

2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab− 2bc− 2ac = 14,

o bien,
(a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 14.

Observe que hay una única forma de escribir a14 como suma de tres cuadrados (salvo
el orden de los sumandos):14 = 32 + 22 + 12. Comoa− b, b− c y c− a son enteros
tales que su suma es igual a0 y a ≥ b ≥ c, se sigue quea − c = 3 y: a − b = 2
y b − c = 1, o biena − b = 1 y b − c = 2. Luego,(a, b, c) = (c + 3, c + 1, c) o
(a, b, c) = (c+ 3, c+ 2, c). En el primer caso, al sustituir en la primera ecuación dada
obtenemos que2011 = a2−c2+ab−b2 = (a+c)(a−c)+(a−b)b = 3(2c+3)+2(c+1).
Resolviendo esta ecuación obtenemos que(a, b, c) = (253, 251, 250). Por último, es
fácil ver que el segundo caso no genera soluciones enteras.Por lo tanto,a = 253.

Problema 25.Los números realesx, y, z son elegidos independientemente y al azar
en el intervalo[0, n] para algún entero positivon. La probabilidad de que no hay dos
dex, y y z que estén a lo más a una unidad el uno del otro es mayor que1

2 . ¿Cuál es el
menor valor posible den?

(a)7 (b) 8 (c) 9 (d) 10 (e)11

Solución. La respuesta es (d).
Podemos asumir quex ≤ y ≤ z. Como hay6 posibles formas de permutar la terna
(x, y, z), se sigue que el conjunto de todas las ternas(x, y, z) con0 ≤ x ≤ y ≤ z ≤ n

es una región cuyo volumen es16 del volumen del cubo[0, n]× [0, n] × [0, n], que es
1
6n

3. SeaS el conjunto de ternas que satisfacen la condición del problema. Para cada
(x, y, z) ∈ S consideremos la traslación(x, y, z) 7→ (x′, y′, z′) = (x, y − 1, z − 2).
Observe quey′ = y − 1 > x = x′ y z′ = z − 2 > y − 1 = y′. Luego, la imagen deS
bajo esta traslación es igual a{(x′, y′, z′) | 0 ≤ x′ < y′ < z′ ≤ n− 2}. Nuevamente,
por la simetrı́a de las posibles permutaciones de las ternas(x′, y′, z′), el volumen de
este conjunto es16 (n − 2)3. Como 73

93 = 343
729 < 1

2 y 83

103 = 512
1000 > 1

2 , el menor valor
posible den es10.
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XXIV Olimpiada de la Cuenca del Paćıfico

Desde 1991, los ganadores del Concurso Nacional participananualmente en la Olim-
piada Matemática de la Cuenca del Pacı́fico, APMO, por sus siglas en inglés. En el
mes de marzo, se aplicó el examen de la XXIV Olimpiada Matem´atica de la Cuenca
del Pacı́fico a los alumnos que en ese momento formaban parte de la preselección. Los
10 mejores exámenes se enviaron a Japón para ser evaluadospor el comité japonés.
Este año México obtuvo un oro, dos platas, cuatro bronces ytres menciones honorı́fi-
cas. Con177 puntos México consigue el lugar número12 de37 paı́ses participantes,
además obtiene el máximo número de medallas que dicho concurso otorga a cada paı́s
por año. Esta ha sido la mejor actuación de México en la olimpiada de la cuenca del
pacı́fico. Los nombres de los alumnos que obtuvieron tales preseas se enlistan a conti-
nuación:

1. Jorge Garza Vargas (oro)

2. Diego Alonso Roque Montoya (plata)

3. Enrique Chiu Han (plata)

4. Juan Carlos Ortiz Rhoton (bronce)

5. Jorge Ignacio González Cázares (bronce)

6. Alberto Astiazarán Tobı́n (bronce)

7. Adán Medrano Martı́n del Campo (bronce)

8. Julio César Dı́az Calderón (mención honorı́fica)

9. JoséÁngel Sánchez Gómez (mención honorı́fica)

10. Diego Terán Rı́os (mención honorı́fica)

A continuación presentamos los problemas y las solucionesde la XXIV Olimpiada de
la Cuenca del Pacı́fico. Los alumnos tuvieron 4 horas para resolverlos.

Problema 1. SeaP un punto en el interior del triánguloABC, y seanD,E, F, los
puntos de intersección de la rectaAP con el ladoBC del triángulo, de la rectaBP

con el ladoCA y de la rectaCP con el ladoAB, respectivamente. Muestra que si el
área de cada uno de los triángulosPFA, PDB y PEC es igual a1, entonces el área
del triánguloABC es igual a6.

Solución de Enrique Chiu Han. Seanx = (PDC), y = (PEA) y z = (PFB),
en donde(RST ) denota el área del triánguloRST . Los triángulosCDP y CAP

comparten la altura enC; los triángulosBDP y BAP comparten la altura enB,
ası́ que se tiene,

1

z + 1
=

(BDP )

(BAP )
=

DP

PA
=

(CDP )

(CAP )
=

x

y + 1
.
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De lo anterior se concluye que,

x =
y + 1

z + 1
, zx+ x = y + 1. (1)

1

1

1

x

y

z

b b

b

b

bb

b

B C

A

D

EF
P

Con argumentos similares al anterior se puede ver que,

y =
z + 1

x+ 1
, xy + y = z + 1, (2)

z =
x+ 1

y + 1
, yz + z = x+ 1. (3)

Al multiplicar las primeras expresiones en (1), (2) y (3) obtenemosxyz = 1, mientras
que si sumamos las segundas expresiones en (1), (2) y (3) llegamos a quexy + yz +
zx = 3, de manera que

1

3
(xy + yz + zx) = 1 = 3

»
(xy)(yz)(zx).

La desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica nos dice que, como se
da la igualdad anterior, entoncesxy = yz = zx, pero sabemos también quexyz = 1,
ası́ que podemos concluir quex = y = z = 1. Finalmente,

(ABC) = x+ y + z + (PFA) + (PDB) + (PEC) = 6,

como se querı́a.

Problema 2.En cada casilla de un tablero de2012 × 2012 se coloca un número real
mayor o igual que0 y menor o igual que1. Considera las divisiones del tablero en2
rectángulos no vacı́os formados por casillas del tablero que se obtienen al dibujar una
recta paralela ya sea a los lados horizontales o verticales del tablero. Supón que, sin
importar cuál división en2 rectángulos se tome, en al menos uno de los rectángulos
resultantes de la división la suma de los números en las casillas de tal rectángulo es
menor o igual a1. Determina el máximo valor posible de la suma de todos los2012×
2012 números colocados en las casillas.
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Solución de Jorge Garza Vargas.La respuesta es5. SeaS la suma de todos los núme-
ros en el tablero. Primero veamos que es posible alcanzarS = 5 al tomar un subtablero
de3×3 en una esquina del tablero original y poner unos y ceros como se muestra en la
figura de abajo; el resto de las casillas del tablero se llenancon ceros. Es fácil verificar
que un tablero como este cumple lo que pide el problema.

11

1

1

1

0 0

0 0

0 0 0 0

0

0

0

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b b

b b b

b b b

b

b

b

b b b

Ahora demostraremos queS ≤ 5 en cualquier tablero que cumpla las hipótesis. To-
memos un tablero conS > 1 (porque si esto no sucediera ya habrı́amos terminado ese
caso). Enumeremos las columnas del tablero de izquierda a derecha y las filas de arriba
hacia abajo. Denotemos porxi a la suma de los números en la columnai y poryj a la
suma de los números en la filaj.
Para cada1 ≤ k ≤ 2011 sean,

Ak =

k
∑

t=1

xt, Bk = S −Ak, Ck =

k
∑

t=1

yt y Dk = S − Ck.

La hipótesis del problema se traduce en que, para cualquierentero1 ≤ k ≤ 2011,
mı́n{Ak, Bk} ≤ 1 y mı́n{Ck, Dk} ≤ 1. Podemos suponer sin pérdida de generalidad
que existe el mayor enterom que cumpleAm ≤ Bm. EntoncesAm+1 > Bm+1,
Am ≤ 1 y Bm+1 ≤ 1. Ahora veremos quexm+1 ≤ 3. Sean el mayor entero tal que
Cn ≤ Dn. Como antes, podemos ver queCn ≤ 1 y Dn+1 ≤ 1. Seanr1, r2, . . . , r2012
los números en la columnam+ 1, comenzando desde arriba. Tenemos que,

xm+1 =
n
∑

t=1

rt + rn+1 +
2012
∑

t=n+2

rt ≤ Cn + 1 +Dn+1 ≤ 3,

ası́ queS = Am + xm+1 +Bm+1 ≤ 1+ 3+ 1 = 5, lo cual concluye la demostración.

Problema 3.Determina todas las parejas(p, n) conp un número primo yn un entero

positivo que cumplan que el número
np + 1

pn + 1
es entero.

Solución de Diego Alonso Roque Montoya.Denotemos porf(p, n) al númeron
p+1

pn+1 .
Para el casop = 2, hacemos directamente las cuentas tomando1 ≤ n ≤ 4; se ob-
tiene quef(2, 2) = f(2, 4) = 1 y sólo estos dos son enteros. Mostraremos aho-
ra por inducción que paran ≥ 5 se cumple quen2 < 2n. Paran = 5 se tiene
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52 + 1 = 26 < 33 = 25 + 1. Si ya hemos demostrado la desigualdad para algún
n ≥ 5, entonces para el cason+ 1 hacemos2n+1 = 2 · 2n > 2n2 > (n+ 1)2, con lo
cual acabamos. Se sigue entonces que paran ≥ 5, f(2, n) no puede ser entero ya que,

f(2, n) =
n2 + 1

2n + 1
<

2n + 1

2n + 1
= 1.

Consideremos de ahora en adelantep ≥ 3. Usando un poco de Cálculo Diferencial ele-
mental podemos comprobar que la funcióng(x) = log x

x
es decreciente en el intervalo

[e,∞), en dondee es la constante de Euler (que es un número que cumple2 < e < 3).
Entonces sin > p, se llega a quenp < pn y por lo tantof(p, n) < 1. De manera que
sólo nos resta analizar los casosn ≤ p. Comop > 2, entoncesp es impar ypn + 1 es
par, por lo quenp + 1 debe ser par, lo cual sucede sólo cuandon es impar. Notemos
ahora que comon es impar se tiene quep+1 | pn +1 y ası́p+1 | np +1, o lo que es
lo mismo,np ≡ −1 (mod p + 1). De la congruencia anterior se deduce también que
p + 1 y n son primos relativos. Sead = ordp+1(n) el orden den módulop + 1 (ver
en el apéndice la definición 3). Por una parte, el Teorema deEuler (ver en el apéndice
el teorema 2) nos asegura quenϕ(p+1) ≡ 1 (modp+ 1), ası́ qued | ϕ(p+ 1) ≤ p, de
donded ≤ p; por otro lado, sabemos quen2p ≡ 1 (modp+1), de donded | 2p (ver en
el apéndice el teorema 4), perod no puede ser ni1 ni p porquenp ≡ −1 (modp+ 1),
y comod ≤ p, la única posibilidad que queda esd = 2. Comop es impar, escribimos
p = 2k + 1, y se tiene que,

−1 ≡ np ≡ n2k+1 ≡ (n2)k · n ≡ 1k · n ≡ n (modp+ 1),

ası́ quep+ 1 | n+ 1 y por lo tantop ≤ n, pero también sabemos quen ≤ p, entonces
n = p. Además todas las parejas(p, p) funcionan puesf(p, p) = 1.
En resumen, las parejas(p, n) para las cualesf(p, n) es entero son(p, p), para cual-
quier primop y (2, 4).

Problema 4.SeaABC un triángulo acutángulo. Denota porD el pie de la perpendi-
cular del puntoA sobre el ladoBC, porM el punto medio deBC, porH el ortocentro
de triánguloABC y porΓ el circuncı́rculo deABC. SeanE el punto de intersección
deΓ y el rayoMH , y F el punto de intersección de la rectaED conΓ (distinto deE).
Muestra que se cumple,

BF

CF
=

AB

AC
.

Solución de Alberto Astiazarán Tobı́n. SeaO el centro deΓ. Comenzaremos por
demostrar queAO y HM se intersectan en un punto sobreΓ. Si K es el punto de
intersección (distinto deA) deAO y Γ, podemos ver queO es el punto medio deAK
porque este segmento es diámetro deΓ. Por otra parte,AH y OM son paralelas por
ser perpendiculares aBC, ası́ que los triángulosK ′OM y K ′AH son semejantes, en
dondeK ′ es el punto en el que las rectasAO y HM se cortan. Más aún, usando el
conocido hecho de que2OM = AH , se sigue queO es punto medio del segmento
AK ′, y por lo tantoK = K ′, como se querı́a.
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SeaN el punto de intersección deAF conBC y seaJ el punto de intersección del ra-
yoHD conΓ. ComoAK es diámetro deΓ, entoncesJK es perpendicular aAJ , pero
BC también lo es puesAD es altura, de manera queBC y JK son paralelas. Esto,
combinado con que el cuadriláteroAEJK es cı́clico, nos asegura queAEDM tam-
bién es cı́clico. Ahora podemos establecer fácilmente las siguientes igualdades entre
ángulos,

∠DAM = ∠DEM = ∠FEK = ∠FAK.

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

A

B CD

J

H

O

M

K

E

F

N

Γ

Juntando esta igualdad con la bien conocida identidad∠BAD = ∠CAO, llegamos
a que∠BAN = ∠CAM , es decir,AF es la simediana del triánguloABC corres-
pondiente aA (ver en el apéndice las definiciones 18 y 19) y entoncesBN

NC
= AB2

AC2 .
Para terminar aplicaremos el Teorema de la bisectriz generalizado (ver en el apéndice
el Teorema 17) y la Ley de los senos (ver en el apéndice el Teorema 14) de la siguiente
forma:

AB2

AC2
=

BN

NC
=

AB

AC
· sen∠BAN

sen∠NAC
=

AB

AC
· sen∠BAF

sen∠FAC
=

AB

AC
· BF

CF
.

Por lo tanto,BF
CF

= AB
AC

.

Problema 5. Sean un entero mayor o igual a2. Muestra que si los números reales
a1, a2, . . . , an satisfacena21 + a22 + · · ·+ a2n = n, entonces se cumple que,

∑

1≤i<j≤n

1

n− aiaj
≤ n

2
.

Solución oficial. Notemos primero que sii 6= j, comoaiaj ≤
a2
i+a2

j

2 , tenemos que,

n− aiaj ≥ n−
a2i + a2j

2
≥ n− n

2
=

n

2
> 0.
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Luego, todos los denominadores de la suma
∑

1≤i<j≤n
1

n−aiaj
son positivos.

Si ponemosbi = |ai| parai = 1, 2, . . . , n, obtenemos queb21 + b22 + · · · + b2n = n y
1

n−aiaj
≤ 1

n−bibj
, lo cual deja claro que es suficiente con demostrar la afirmación del

problema para el caso en el quea1, a2, . . . , an son mayores o iguales a0. Entonces,
asumamos de ahora en adelante quea1, a2, . . . , an son todos no negativos.
Multiplicando porn ambos lados de la desigualdad deseada obtenemos,

∑

1≤i<j≤n

n

n− aiaj
≤ n2

2
,

y como n
n−aiaj

= 1 +
aiaj

n−aiaj
, obtenemos restandon(n−1)

2 de ambos lados, la de-
sigualdad,

∑

1≤i<j≤n

aiaj

n− aiaj
≤ n

2
. (4)

Demostraremos que esta desigualdad es cierta.
Si para algúni la igualdada2i = n se verifica, entonces se debe teneraj = 0 paraj 6= i

y la desigualdad (4) claramente se cumple. Entonces supondremos de aquı́ en adelante
quea2i < n para cadai.

En lo que resta de la prueba asumiremos quei 6= j. Como0 ≤ aiaj ≤
(ai+aj

2

)2 ≤
a2
i+a2

j

2 , tenemos que,

aiaj

n− aiaj
≤ aiaj

n− a2
i
+a2

j

2

≤
(ai+aj

2

)2

n− a2
i
+a2

j

2

=
1

2
· (ai + aj)

2

(n− a2i ) + (n− a2j)
. (5)

Por otra parte,n−a2i > 0, ası́ que la desigualdad de Cauchy-Schwarz nos asegura que,
Ç

a2j

n− a2i
+

a2i
n− a2j

å
((n− a2i ) + (n− a2j)) ≥ (ai + aj)

2,

de donde se sigue que,

(ai + aj)
2

(n− a2i ) + (n− a2j)
≤
Ç

a2j

n− a2i
+

a2i
n− a2j

å
. (6)

Combinando las desigualdades (5) y (6) obtenemos,

∑

1≤i<j≤n

aiaj

n− aiaj
≤ 1

2

∑

1≤i<j≤n

Ç
a2j

n− a2i
+

a2i
n− a2j

å

=
1

2

∑

i6=j

a2j

n− a2i

=
1

2

n
∑

i=1

n− a2i
n− a2i

=
n

2
,

con lo cual queda establecida la desigualdad (4).



Informaci ón Olı́mpica

A continuación presentamos las actividades programadas por el comité organizador de
la Olimpiada Mexicana de Matemáticas de julio a octubre de 2012.

Julio

Publicación del quinceavo número de la revista “Tzaloa”.

Julio, del 4 al 16, Mar del Plata, Argentina

53a Olimpiada Internacional de Matemáticas.

Julio, del 23 al 28, Taipei, Taiwan

Competencia Internacional de Matemáticas (IMC).

Agosto, del 9 al 19, Pachuca, Hidalgo

Entrenamientos para los seleccionados nacionales y aplicación de tres exámenes
selectivos para determinar la delegación para la XXVII Olimpiada Iberoameri-
cana de Matemáticas (un máximo de4 alumnos).

Septiembre, primera semana

Lı́mite para registro de delegados que quieran aplicar el examen propuesto por el
Comité Organizador de la OMM como final de su Concurso Estatal y envı́o del
examen a los delegados.

Septiembre, Bolivia

XXVII Olimpiada Iberoamericana de Matemáticas.

Septiembre, 21 y 22

Aplicación de los exámenes finales en los estados registrados con este propósito.

Octubre

Publicación del dieciseisavo número de la revista “Tzaloa”.
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Criterios 1 (Criterios de divisibilidad) Un número entero es divisible,

entre2, si el d́ıgito de las unidades es un número par.

entre3, si la suma de sus dı́gitos es divisible entre3.

entre4, si el ńumero formado por los dośultimos d́ıgitos (el de las unidades y el
de las decenas) es divisible entre4.

entre5, si el d́ıgito de las unidades es5 ó 0.

entre6, si es divisible entre2 y 3.

entre8, si el ńumero formado por suśultimos tres d́ıgitos es divisible entre8.

entre9, si la suma de sus dı́gitos es divisible entre9.

Teorema 2 (Teorema de Euler)Sin es un entero positivo ya es un entero primo re-
lativo conn, entoncesaϕ(n) ≡ 1 (modn), dondeϕ(n) denota al ńumero de enteros
positivos menores quen y primos relativos conn.

Definición 3 (Orden) Si a y n son enteros positivos primos relativos, el orden dea

módulo n, denotado porordn(a), es el menor entero positivo tal queaordn(a) ≡
1 (modn).

Teorema 4 (Propiedad del orden)Si a y n son enteros positivos primos relativos y
am ≡ 1 (modn), entoncesordn(a) divide am.

Teorema 5 (Desigualdad media aritḿetica - media geoḿetrica) Para cualesquiera
números reales positivosx1, . . . , xn se cumple que,

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≥ n

√
x1x2 · · ·xn,

con la igualdad si y śolo six1 = x2 = · · · = xn.



58 Apéndice

Teorema 6 (Suma de lośangulos internos de un tríangulo) La suma de lośangulos
internos de un tríangulo es180◦.

Teorema 7 (Teorema de Pit́agoras) En un triángulo rect́angulo, el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

Definición 8 (Congruencia de tríangulos) Los triángulosABC y A′B′C′ son con-
gruentes si lośangulos y los lados del triánguloABC son iguales a lośangulos y los
lados del tríanguloA′B′C′.

Criterio 9 (Criterio de congruencia LLL) Un criterio de congruencia de triángulos
nos dice que si tenemos dos triángulos con sus tres lados correspondientes iguales,
entonces son congruentes. A este criterio se le llama lado-lado-lado y lo denotamos
como LLL.

Criterio 10 (Criterio de congruencia ALA) Un criterio de congruencia de triángu-
los nos dice que si tenemos dos triángulos con un lado igual y dośangulos adyacentes
iguales, entonces son congruentes. A este criterio se le conoce comoángulo-lado-
ángulo y lo denotamos como ALA.

Definición 11 (Semejanza de tríangulos) Los triángulosABC y A′B′C′ son seme-
jantes, si suśangulos respectivos son iguales, es decir,

∠ABC = ∠A′B′C′

∠ACB = ∠A′C′B′

∠BAC = ∠B′A′C′

y sus lados hoḿologos son proporcionales, esto es,

AB

A′B′ =
BC

B′C′ =
CA

C′A′ .

Criterio 12 (Criterio de semejanza AA) Si dos pares déangulos correspondientes
de los tríangulosABC y A′B′C′ son iguales, entonces los triángulos son semejantes.
A esta relacíon le llamamośangulo-́angulo y la denotamos como AA.

Teorema 13 (Medida delángulo inscrito) La medida de uńangulo inscrito en una
circunferencia es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados, es decir, la
mitad delángulo central que subtiende el mismo arco.

Teorema 14 (Ley de los senos)En un triánguloABC, de ladosa (opuesto aĺangulo
A), b (opuesto aĺanguloB) y c (opuesto aĺanguloC), se tiene que:

a

senA
=

b

senB
=

c

senC
.

Definición 15 (Cuadrilátero cı́clico) Un cuadrilátero es ćıclico si sus cuatro v́ertices
est́an sobre una misma circunferencia.
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Teorema 16 (Cuadrilátero cı́clico) Un cuadrilátero convexoABCD es ćıclico si y
sólo si la suma de lośangulos opuestos es igual a180◦, es decir,

∠DAB + ∠BCD = ∠ABC + ∠CDA = 180◦.

Teorema 17 (Teorema de la bisectriz generalizado)Dado un tríanguloABC y un
puntoD sobre el ladoBC, se tiene que,

BD

DC
=

BA · sen(∠BAD)

AC · sen(∠DAC)
.

b b

b

b

B C

A

D

Definición 18 (Rectas isogonales)Dado un tríanguloABC y puntosP yQ en el lado
AC, decimos que las rectasBP y BQ son isogonales si∠ABP = ∠QBC.

b b

b

b b

A C

B

P Q

Definición 19 (Simediana)Una simediana es la recta isogonal de una mediana.
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México 1972.

[6] A. Rechtman Bulajich.Algunas demostraciones del teorema de Pitágoras.Revis-
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ritavz14@gmail.com

Eduardo Velasco Barreras
Universidad de Sonora
hamsteritokeweb@hotmail.com

Hugo Villanueva Méndez
Instituto de Matemáticas, UNAM
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