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Introduccion

Las olimpiadas de matematicas es un concurso de alcance internacional. En mi experiencia he
visto como los participantes en dicho concurso adquieren una gran capacidad de comprension de
las matemadticas, haciendo posible que sean autodidactas y puedan ver muchas de las aplicaciones

de esta materia.

El presente material tiene como objetivo desarrollar algunas técnicas bésicas para la solucion de
problemas de aritmética. Abordaremos las técnicas con unos ejemplos y posteriormente ejercicios

para practicar el tema.
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1. Suma de Gauss

Empezaremos por algunas sumas que son muy comunes al resolver problemas de olimpiada.
La suma de Gauss es la suma de los primeros n naturales, es decir, 1 +2 + 3 + - - - + n. Para obtener
el resultado de la suma, se usa el artificio que consiste en sumar lo mismo 2 veces pero de diferente

manera. Llamemos S la suma buscada, entonces:

S= 1 + 2 4+ -+ + n-1+ n
+

S= n + n-1+ - + 2 + 1
28 = n+1 + n+l1 + -+ + n+1 + n+1

Observemos que en el lado derecho se tienen n sumandos iguales a n— 1, sumando y despejando

n(n+1)

obtenemos que § = =5

Una progresion aritmética es una sucesion de nimeros tales que la diferencia de dos términos
consecutivos cualesquiera de la sucesion es una constante, es decir, es una sucesioén de la forma
a,a+r,a+?2r,...,a+nr,....Haciendo el mismo artificio que con la suma de Gauss se obtiene que
la suma de los primeros n términos de una progresion aritmética es:

n[2a + (n—1)r]
2

@+@+rn+@+2nN+---+@+m-1r)=

Ejemplo 1. Determinar la formula para calcular la suma?2 +4 + --- + 2n

Solucion. Para obtener esta suma, podemos factorizar el factor 2, obteniendo:

. nn+1)

2444+ +2n=2-(1+2+---n)=2 2

=n(n+1).

Ejemplo 2. Determinar la formula para calcular la suma 1 +3+5+---+2n—1.

Solucién. Aplicando la misma idea que para la suma de Gauss, ya que tenemos una progresion

aritmética de diferencia 2, observemos que la suma del primer término con el dltimoes 2n—1+1 =

2n, y en total hay n nimeros, por lo tanto la suma serd @ =n?.
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Ejemplo 3. En un concurso de matemdticas, antes de iniciar el examen todos los concursantes
se saludaron. Un nifio observo que en total se dieron 45 apretones de mano. ;Cudntas personas

habidn en el salon?

Solucién. Observemos que si n representa el total de personas, la primer persona va a saludar a
n — 1 personas, la segunda persona también saludar a n — 1 pero entre ellos, estd la primer persona,
asi que solo contamos n — 2 saludos y asi sucesivamente, hasta la persona n que ya fue saludada por
todos. Por lo tanto el total de apretones de mano son (n—1)+(n-2)+(n—-3)+---2+1 = W =45.
Resolviendo la ecuaciéon y como el nimero de personas debe ser entero positivo, tenemos que

habian 10 personas.

Una progresion geométrica es aquella en la que el cociente de cualesquiera dos terminos con-

2

secutivos es constante, es decir, es una sucesion de la forma a, ar,ar”,...,ar",.... Para hallar la

suma de los primeros n términos de la progresion geométrica se hace un artificio similar.

S=a + ar + - + ar? + ar’!
5 X (1.1)
rS = ar + -+ + ar™° + ar” + ar"
S-rS=a + 0 + -+ + 0 + 0 - ar’

a(1-r")
1-r

Despejando se obtiene que S = . Un caso particular que es muy usado es cuando a = 1,

en este caso obtenemos:

n—1

l+r+r+-+r! = (1.2)
r—1

1

Ejemplo 4. Calcula las sumas 1 +2+2*+2° + -+ 20y L4+ d 4 Lo 1

. s . 1_
Solucién. Para la primera suma, tenemos 1 +2 +22 +---2!10 = 2=L =211

1,1, 11 1 1 1
Para la segunda, podemos observar que 7 + g + 7 + - + =3ty tatotsm =

1024 2

1 ) =% (1 +3+ (%)2 oot (%)8) Asi, usando 1.2 con r = 1 tenemos que:

28

B @ e () =2 (55) -2 () -2 (-0)) - 40

1 1 1
2—2(1+§+z+"'+
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Ejemplo 5. Demuestre que la suma 7 + 77 + 777 + ---77...77, donde el iiltimo sumando tiene

1998 _0.1007_
1997 digitos, es ZQQ___§§221_52

Solucion.

T+77+777+---77...77T=7-(1+ 11+ 111 +-111...11)
N————
1997

. 10—1+102—1+103—1+___+101997—1)
9 9 9 9
. 10+102+103+-~-+101997—1997)
9
_. 10(1 + 10% + 103 + - -- + 10"9%) — 1997)
9
(1ot - 1997] . (101998 ~9.1997 — 10)
9 81

De la férmula (1.2) tenemos que " =1 = (r — 1)(1 + r + ¥ + - -+ + "71), sustituyendo r =

n a a aZ an—l
i I 1 | D
b (b )( e T +b"—‘)

Multiplicando la ecuacién anterior por b" obtenemos que:

a
b
obtenemos:

aA"=b'=@-b)- @' +d"b+a" b+ +ab"* + D).
Observemos que si hacemos b = —b’ y consideramos n impar, tenemos:
aAa'+b"=@-b) @' -d" + a3 - —ab™ + b,
Para finalizar esta seccion, presentamos un par de formulas que son usadas en problemas de

olimpiada.

- 12+22+32+...+n2:w

2
. 13+23+33+---+n3:(@)
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Ejercicios

Problema 1. Las campanas de un reloj suenan cada hora. Por ejemplo, si son las 3 de la mafnana o

de la tarde el reloj toca tres campanadas. ;Cudntas campanadas toca en un dia completo?

Problema 2. Ratl ley6 un libro. El primer dia ley6 5 péginas, y cada dia siguiente ley6 dos paginas

mas que el anterior. Si la lectura le llevé un total de 20 dias, ;Cudntas paginas tenia el libro?
Problema 3. ;A cuantoesigual -1 +3-5+7-9+11-13+---+2015-2017 + 2019 ?

Problema 4. Carlos estaba aburrido y para entretenerse, sumé los ndmeros de las paginas de su
libro que tiene 100 hojas (las pdginas estan numeradas del 1 al 200). Decidié empezar la suma en

la pagina 37. ;Cuadl fue el resultado de las suma?.

Problema 5. Un domind chido es como el domind clasico, con la diferencia que los nimeros varian

de 0 hasta 9. ;Cuantas fichas tiene este domind?.

Problema 6. Encontrar las soluciones en nimeros naturales de la ecuacion

1+3+---Q2n-1) 2017
244 +---2n 2018

Problema 7. Calcular la suma de las 100 fracciones que se obtienen formando todos los cocientes
de cada par de numeros del siguiente conjunto {1, 2,4, 8, 16,32, 64, 128,256,512}.

Problema 8. En una fiesta asistieron 30 parejas, al brindar, cada persona chocé su copa con cada

una de las otras personas que no era su pareja. ;,Cuédntos choques de copa se hicieron en total?.
Problema 9. Alejandra tiene palitos de madera de Scm de largo y
bolitas de plastilina con las que quiere unir los palitos para formar
triangulos como se muestra en la figura. En la parte izquierda de la % %
figura se puede observar un tridngulo cuyo lado mide Scm y en la A,
derecha un tridngulo cuyo lado mide 10cm. ;Cudntos palitos necestia

Alejandra para formar un tridngulo cuyo lado mida 1m?
Problema 10. Calcular lasumaa) 2> + 42 + 6>+ --- + 2n)%, b)12 + 32 + 52 + .- - + 2n - 1)

20172-20162+20152-2014%+--+32-22+12 o

Problema 11. ;Cudl es el valor de: =553 55 o01m T
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2. Problemas de secuencias y digito de las unidades

Hay problemas muy comunes en los concursos cuya solucidon es muy sencilla al observar que
se forman unas secuencias, es decir, hay un patrén que se repite en un ndmero constante de pasos.

Para ilustrar este tipo de problemas, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6. Carlos escribe algunas letras de la siguiente manera: AXBFYBAXBFYBAXBFY ...,
. Qué letra se encuentra en la posicion 2018?. La letra F estd en la posicion 4 y en la posicion 7

estd la letra A.

Solucion. Observemos que se forma una secuencias cuyo periodo es 6, es decir, cada 6 letras

se vuelve a empezar la secuencia AXBFY BA.

Para resolver este problemas, podemos pensar en hacer “paquetes”de letras que contienen
a las letas de un periodo. Por ejemplo, si tenemos AXBFYBAXBFYBAXB, es decir, 15 letras,
al hacer la division 15 entre 6, obtenemos como cociente 2 y residuo 3, esto nos dice que se
pueden hacer 2 paquetes y sobran 3 letras, esto se puede visualizar de la siguiente manera:
|AXBFYB||AXBFYB|AXB. Como al terminar cada paquete empieza la secuencia ( AXBFYB),

si el residuo es 3, nos indica que la letra 15 debe ser B, ya que es la tercer letra del periodo.

Los problemas en los que se pregunta el digito de las unidades de un nimero es muy comun. La
primera observacion es que al sumar dos nimeros, la terminacién de la suma depende tnicamente
de los digitos de las unidades de los sumandos. Para ver esto, observemos en el algoritmo de la suma
que el digito de las unidades esta dado por la suma de la primer columna (digito de las unidades
de todos los sumandos). Algo similar sucede en la multiplicacién, ya que en el algoritmo de la
multiplicacion, la primer fila de la multiplicacion se obtiene al multiplicar el digito de las unidades
del segundo factor por todo el primer factor. Posteriormente, las siguientes filas se recorren un
lugar y al sumar, el digito de las unidades del producto es precisamente el digito de las unidades
del numero en la primer fila, es decir, el digito en que termina el producto de los digitos de las
unidades de los factores, para entender esto se puede hacer en la libreta el producto de los nimeros
2017 x 2018 y observar que el digito de las unidades es 6, que corresponde al digito de las unidades
de 7 x 8.
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Ejemplo 7. Hallar el digito de las unidades de 2*°'® Solucion.

Si no tenemos idea de que hacer, podemos empezar a elevar 2 a diferentes potencias y observar
que sucede. Al hacerlo, observamos lo siguiente: 2' =2,2> = 4,2 =8, 2* = 16, 2° = 32, 2° = 64,
27 = 128,28 =256, 2° =512, 2'° = 1024.

Después de unas cuantas cuentitas, podemos observar que se forma una secuencia, la secuencia
es2,4,8,6,2,4,8,6---, por lo tanto procedemos como en el ejemplo anterior, es decir, identifica-
mos que el periodo es 2,4, 8,6, el cual tiene longitud 4, por lo tanto dividimos 2018 entre 4, esto

nos da 504 con residuo 2. Esto nos dice que el niimero buscado es el segundo niimero del periodo,

es decir, cuatro. Por lo tanto 2°°'8 termina en 4.

Una observacion importante es que en las “cuentitas” iniciales, no era necesario calcular todo
el niimero ya que sélo queremos la terminacion, por ejemplo, como 28 = 256, que termina en 6,
y para obtener 2° lo que hacemos es multiplicar 28 con 2, se tiene que la terminacion de 2° es la
terminacion de 6 X 2, que es 2.
Ejercicios
Problema 12. ;Cudl es el dltimo digito de 2017 x 2017 x 2017 x 2017 x 2017?.
Problema 13. En la siguiente multiplicacion faltan dos cifras, ;qué cifras son?.

17 x 120 = 2008

Problema 14. ;Cuil es el digito de las unidades de (1+12)+(2+2%)+(3+3%)+---+(2017+2017%)?

Problema 15. Los nimeros entre el 0 y 2017 estdn acomodados en un arreglo de flechas. En la

siguiente figura de la derecha se muestra como inicia dicho arreglo. ;Cudl es la posicién de las
flechas entre el 2015 y el 20177

R RZENZE

4— 10—11 14 16—17

Problema 16. Los nimeros enteros positivos se arreglan siguiendo el (1]

patron que se indica en el diagrama. ;Cudl es el nimero que aparece en i g 5

la casilla que corresponde al renglon 64 (horizontal) y a la columna 38 ]7] ]82 ]93:2] 5
(vertical)? ]
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Problema 17. En la siguiente multiplicacion, digitos distintos se repre- < b :
sentan con letras diferentes. Halla el numero dbc. dbc

Problema 18. Halla el digito de las unidades de 3% - 7%7.
Problema 19. ;Cuil es el digito de las unidades de 12 + 2% + 3% + 4% + ... + 2017°

Problema 20. Javier escogio 3 digitos del 1 al 9, con ellos escribi6 todos los nimeros de tres cifras
distintas que se pueden formar y luego los sumd, el resultado es un niimero de 4 cifras que termina

en 18. ;Cudnto le di6 la suma?.

Problema 21. Sea a, el digito de las unidades del nimero 2017 + 2017° +2017° + - - - + 201721,

Calcular la suma: a; + a, + a3 + - - - + asx17.
Problema 22. ;Cual es la dltima cifra no nula del producto de los primeros 100 enteros positivos?

Problema 23. ;Puede un numero escrito con 100 digitos 3, 100 digitos 7 y 100 digitos 2, ser un

cuadrado perfecto?

Divisibilidad

Los nimeros naturales son los que usamos para contar: 1,2, 3,.... Al conjunto de nimeros
naturales se denota por N. Los nimeros enteros es el conjunto denotado por Z y es el conjunto
Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,---}.

Definicion. Decimos que un entero b es divisible por un entero a (diferente de cero), si existe un
entero x tal que b = a - x. Que b sea divisible por a, se denotard por alb, que b no es divisible por

a, lo denotamos por a |b.
A continuacién enunciamos las propiedades principales de divisibilidad:

1.- Si a|b, entonces albc para cualquier entero c.

2.- Sialby b|c entonces d|c.
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3.- Sialby alc entonces a|(bx + cy) para cualesquiera x,y € Z.
4.- Sialby bla entonces a = +b.
5.- Sialb,a >0y b > 0entonces a < b.

6.- m £ 0y alb siy sélo si malmb.

El siguiente resultado es consecuencia de la tercer propiedad y nos serd muy util mas adelante.

Si cualesquiera dos términos en a + b = ¢ son divisibles por d, entonces el tercer

término también es divisible por d.

Ejemplo 8. Indica cudles afirmaciones son ciertas:

—12|36 ya que 36 = (—12) - (-3)

51 2007.

1la para todo entero a ya que a = (1) - (a)

0 1 a para todo entero a # 0. Ya que si a # 0 tenemos que a # 0 = 0 - x para todo x € Z.

al0 para todo entero a ya que 0 = a - 0 para cualquier entero a.

Ejemplo 9. Demuestre que si (a — ¢)|(ab + cd) entonces (a — ¢)|(ad + bc)

Solucion. Es claro que (a — ¢)|(a — ¢)(d — b) y por la propiedad 3 tenemos que (a — ¢)|[(ab +
cd)-1+(a—-c)d—->b)-1] =ad + bc.

Existen criterios que nos permiten verificar de manera rdpida si un nimero es divisible entre

otro. Aqui enunciaremos los criterios de divisilidad del 2 al 11:
Criterio del 2: Un nimero a es divisible entre 2 si y solo si a termina en 0, 2, 4, 6, u 8.

Criterio del 3: Un nimero a es divisible entre 3 si y solo si la suma de los digitos de a es divisible

entre 3.

10
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Criterio del 4: Un niimero a es divisible entre 4 si y solo si el nimero formado entre las dos ultimas

cifras de a es multiplo de 4.
Criterio del 5: Un nimero a es divisible entre 5 si y solo si a terminaen 0 o 5.
Criterio del 6: Un niimero a es divisible entre 6 si y solo si a es divisible entre 2 y entre 3.

Criterio del 7: Un nimero a es divisible entre 7 si y solo si el nimero que resulta de quitarle a
a su ultimo digito y restarle el doble del ultimo digito es divisible entre 7. (Por ejemplo 161 es
divisible entre 7 pues 16-2 - 1 = 14 es divisible entre 7; también 1673 es divisible entre 7 pues
167-2 - 3 = 161 es divisible entre 7)

Criterio del 8: Un nimero a es divisible entre 8 si y solo si el nimero formado por las tres dltimas

cifras de a es multiplo de 8.

Criterio del 9: Un nimero a es divisible entre 9 si y solo si la suma de los digitos de a es divisible

entre 9.
Criterio del 10: Un ndmero a es divisible entre 10 si y solo si a termina en 0.

Criterio del 11: Un nimero a es divisible entre 11 si y solo si la diferencia de la suma de las cifras
de a en posicion impar menos la suma de las cifras de a en posicion par es divisible entre 11. (Por
ejemplo 82817053 es divisible entre 11 pues (3+0+14+2)—(5+7+8+8)=-22 que es divisible entre
11)

A continuacién usaremos la notacion desarrollada de un nimero. La notacidn desarrollada es la
forma de exprezar un nimero decimal como suma de multiplos de potencias de diez, por ejemplo:
463 =400+60+3=4-100+6-10+3=4-10>+6-10" + 3 - 10°. En general, si n es un entero
positivo de k cifras, entonces n = 10¥'a;_; + 10524 + - - - 10'a; + ay donde ay es el digito de las
unidades, a; el de las decenas y asi sucesivamente.

Ejemplo 10. Demostrar el criterio de divisibilidad de 2, es decir, demostrar que un niimero n es

divisible por 2 si y solo si la iitima cifra de n es par.

Solucion.
n=10"g; + 105 %a, + - - 10'a; + ap = 251155 apy + 28255 2q, , + - 215'q, + aq

=202"215 apy + 2355 2q, , +---5'a) + ao

11
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Sea m el niimero 22151 a;_; + 2%35%2q;_, +- - - 5'a,, de lo anterior tenemos que n = 2m +ay con
lo que usando la propiedad en negritas enunciada anteriormente, se tiene que si n €s par, entonces
dos términos de la igualdad son pares, por lo tanto el tercero debe ser par, es decir, ay debe ser par,

al revés también se cumple, es decir, si a es par, entonces n debe ser par.

Ejemplo 11. Demostrar el criterio de divisibilidad de 4, es decir, demostrar que un niimero n es

divisible por 4 si y solo si el niimero formado entre las dos ultimas cifras de a es miiltiplo de 4.

Solucion. De la notacion desarrollada de un nimero, se puede observar que todo nimero N se
puede ver de la forma N = 100A + B donde B es el nimero formado por las dos ultimas cifras de
N. Como 4 divide a 100, aplicamos nuestro lema y tenemos que 4 divide a N si y s6lo si 4 divide a
B.

Ejemplo 12. ;Para cudntos enteros positivos n se cumple que (n + 2)|36 ?

Solucion. Como 7 debe ser entero, n + 2 también lo es, asi que n + 2 debe ser un divisor de 36.
Observemos que 36 tiene 9 divisores (1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18 36), al igualar n + 2 a cada divisor, se

puede ver que n puede tomar 7 valores positivos.

Ejercicios

Problema 24. ;Cudl es el menor entero positivo formado s6lo por digitos 1 y 0 que es divisible
entre 157

Problema 25. Justifica los criterios de divisibilidad de 2, 5 y 10. Son bastante parecidos al de 4.

Problema 26. Exactamente una de las siguientes afirmaciones acerca del nimero de mi casa es
falsa: La suma de las cifras del nimero es 6, dos de las cifras del niimero son iguales, el nimero es

menor que 110, el nimero es mayor que 40, el nimero es primo. ;Cual es el nimero de mi casa?

Problema 27. ;Para cuantos valores enteros positivos de n la expresion % es un entero?

Problema 28. ;Cuantos nimeros enteros positivos de 5 digitos hay tal que el producto de sus
digitos es 2000?

12
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Problema 29. ;Qué valor debe tener la cifra “M” en el nimero 5SM8M para que sea divisible entre

2y3alavez?
Problema 30. La suma de los cuadrados de tres nimeros consecutivos cualesquiera es:

a) Siempre impar b) Siempre par c¢) Nunca divisible entre 3 d) Nunca divi-

sible entre

Problema 31. ;Cudntos nuimeros de 10 digitos que contienen s6lo ceros y unos son divisibles entre

9? (El primer digito tiene que ser uno).

Problema 32. Se sabe que el nimero A77C es divisible entre 12. Si A y C son distintos, encuentra

los posibles valores de Ay C.

Problema 33. Al leer una nota de compra vi que por 72 pavos se pagé *67,9 pesos (la primera y

ultima cifra se borraron). ;Cudles son los digitos faltantes?

Problema 34. Sea N un niimero entero positivo y a, b, ¢, d los cuatro divisores positivos mas pe-
quenios de N, en donde a < b < ¢ < d. Encuentra todos los valores posibles de N para los cuales
N=b-c+d.

Problema 35. ;Cudntos poligonos regulares tienen angulos internos cuya medida sea un nimero

entero de grados?

Problema 36. A Julio le dieron el ndmero secreto de su nueva tarjeta de crédito, y observé que la
suma de los cuatro digitos del nimero es 9 y ninguno de ellos es 0; ademas el nimero es multiplo

de 5 y mayor que 1995. ;Cual es la tercera cifra de su nimero secreto?

Problema 37. Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 se forman enteros de dos cifras de manera que

sean multiplos de 15.;Cudntos enteros distintos se pueden formar?

Problema 38. Sea N = 2017 2017 ... 2017, el nimero formado al pegar 2017 veces el 2017.
——— —— —

1 2 2017
(Cudl es el nimero mas cercano a N que es mutiplo de tres?.

Problema 39. Las cifras 1, 2, 3, 4, 5 y 6 se usan para escribir un nimero abcdef de seis digitos
tal que abc es divisible entre 4, bed es divisible entre 5, cde es divisible entre 3 y def es divisible

entre 11. ;Cudnto vale a?

13
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Problema 40. Escribe un nimero usando exactamente una vez cada digito del 1 al 9, tal que el

nimero determinado por cualesquiera dos digitos consecutivos sea divisible entre 7 o 13.

Problema 41. Se tiene que x + 2x + 3x + 4x + 5x + 6x + 7x + 8x + 9x = a, donde a es un nimero

que tiene todas sus cifras iguales. ;Cudl es el menor valor positivo que puede tomar a?

Problema 42. Justifica porqué el producto de cualesquiera 3 nimeros naturales consecutivos es

divisible entre 6.

Problema 43. En mi calculadora una de las teclas del 1 al 9 funciona mal: al apretarla aparece en
la pantalla un digito entre 1 y 9 que no es el que corresponde. Cuando traté de escribir el nimero
987654321, aparecid en la pantalla un nimero divisible entre 11 y que deja resto 3 al dividirlo entre

9. (Cudl es la tecla descompuesta?.

3. Teorema fundamental de la aritmética

Un entero p > 1 es llamado niimero primo si no existen divisores d de p tales que 1 < d < p.
Si un entero a > 1 no es primo entonces se le llamaremos compuesto. Se puede demostrar que si
n es compuesto entonces tiene un divisor primo p tal que p < +/n. Esta observacién nos ayuda a
determinar si un nimero es primo o compuesto, lo tinico que debemos hacer es ver si algin primo
menor o igual a la raiz cuadrada del ndmero lo divide. Otro resultado importante sobre primos es
el siguiente: Si p es un primo y plab, entonces pla o plb, se puede ver con un ejemplo que si el
nimero es compuesto, no necesariamente la afirmacion se cumple, por ejemplo: 4 divide a 2 X 2,
pero 4 no divide a 2. La propiedad enunciada para primos se puede exteneder a un producto finito,

es decir, si plaja; - - - a,, entonces p divide a al menos un factor a;.

El teorema fundamental de la aritmética afirma que todo nimero entero mayor a 1 se puede

escribir como el producto de primos de manera tnica salvo el orden de los factores.

Por ejemplo: 5 = 5,30 =2x3 x5, 140 =2 x 2 x5 x 7. En el primer ejemplo se tiene que el

producto puede ser de un solo factor.

Al agrupar todos los primos, obtenemos la factorizacion del niimero que serd llamada la des-

composicién candnica, por ejemplo 140 = 2% x 5 X 7. En general, para un ndimero 7, la descompo-
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sicién canodnica del nimero se expresa como n = py" X p3* X --- pi*, esto nos dice que los primos

D1, P2, -+, pr dividen a n y por la unicidad de la factorizacién son los tinicos primos que lo dividen.

La descomposicion candnica es muy importante, observamos que los divisores de n deben ser
de la forma pf "X p{f x--- p donde 0 < B; < ;, es decir, el exponente 3; tiene a; + 1 posibilidades,

obteniendo asi que el nimero n tiene (@ + 1) X (@, + 1) X - X (@) + 1) divisores positivos.

Otra observacion importante es la siguiente: Si n es un cuadrado perfecto, entonces TODOS los
exponentes de la descomposicion candnica son pares. Para ver esto, al ser n un cuadrado perfecto,
n = m? donde m es un entero (lo podemos tomar positivo). Si n = 1, todos los exponentes de
la descomposicion candnica son cero y por lo tanto todos son pares. Si n # 1, entonces m > 1,
por lo tanto m tiene una descomposicion candnica c/f b X qu X ---q", al sustituir se tiene que n =
qfﬁ ' X qiﬁ ’ X -~-qiﬁ *, obteniendo la observacion inicial. Esto se cumple en general para potencias
k-ésimas, es decir, si n es un cubo perfecto, todos sus exponentes en la descomposicién candnica
son multiplos de 3, si n es potencia k-ésima, entonces todos los exponentes de la descomposicion

canodnica de n son multiplos de k.

Ejercicios

Problema 44. El producto de tres enteros positivos es 180 y su suma es 23. ;Cudl es el mayor de
esos tres numeros?

Problema 45. Hugo abre su libro de matemadticas y observa que el producto de los nimeros de las

dos paginas es 1806. ;Cuénto vale la suma de los dos ntimeros?.

Problema 46. Hugo olvido la contrasefia de su computadora. Como Hugo es muy precavido,
anoto en su libreta que lo siguiente: La contrasefia es un nimero de cuatro digitos, el 6 no es uno
de los digitos y el producto de los digitos es 420. ;Cudl es la suma de los digitos de la contrsefia de

Hugo?.

Problema 47. ;Cudl es el menor nimero por el que debes multiplicar a 750 para obtener un cua-

drado perfecto?

Problema 48. Encuentra la menor pareja de nimeros enteros consecutivos tales que cada uno de

ellos tiene exactamente 6 divisores.

Problema 49. ;Cual es la mayor potencia de 2 que divide al resultado de la suma 1+2+3+...+10'?.
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